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PREFÁCIO 


Audiência e Pré-requisitos 

Esta edição, como as anteriores, foi escrita do pomo de vista do 
matemático aplicado, cujo interesse em equações diferenciais 
pode ser algumas vezes altamente teórico, outras vezes imensa¬ 
mente prático e, com frequência, algo no meio. Procuramos com¬ 
binar uma exposição correta e precisa (mas não abstrata) da te¬ 
oria elementar das equações diferenciais com bastante material 
sobre métodos de solução, análise e aproximação que tenham se 
mostrado úteis em uma ampla gama de aplicações. 

O livro foi escrito, principal mente, para o aluno de gradu¬ 
ação em matemática, ciência ou engenharia, o qual, tipicamen¬ 
te, faz um curso sobre equações diferenciais durante seu pri¬ 
meiro ou segundo ano de estudo. O principal pré-requisito 
para se ler este livro é saber trabalhar com cálculo, o que pode 
ser obtido através de uma sequência de dois ou três semes¬ 
tres ou o equivalente. Alguma familiaridade com matrizes tam¬ 
bém será útil nos capítulos sobre sistemas de equações dife¬ 
renciais. 

Um Ambiente de Aprendizagem em Mudança 

O ambiente no qual os professores ensinam e os estudantes apren¬ 
dem equações diferenciais mudou muito nos últimos anos e con¬ 
tinua a mudar em ritmo acelerado. Estão disponíveis equipamen¬ 
tos computacionais de alguma espécie, sejam calculadoras gráfi¬ 
cas, computadores portáteis ou estações de trabalho, para a 
maioria dos alunos de equações diferenciais. Esses equipamen¬ 
tos tomam relativameme fácil a execução de cálculos numéricos 
grandes para gerar gráficos de aka qualidade e, em muitos casos, 
para executar manipulações simbólicas complexas, Uma cone¬ 
xão com a Internet de alta velocidade abre um leque imenso de 
outras possibilidades. 

O fato de tantos alunos terem, agora, essas capacidades per¬ 
mite aos professores, se desejarem, modificarem, substancial men¬ 
te, a apresentação do assunto e suas expectativas do resultado 
dos alunos, Não é de surpreender que os instrutores tenham opi¬ 
niões altamente divergentes sobre como uma disciplina de equa¬ 
ções diferenciais deve ser ensinada nessas condições. Apesar dis¬ 
so, as disciplinas de equações diferenciais em faculdades e uni¬ 


versidades estão se tomando mais visuais, mais qualitativas, mais 
orientadas para projetos e menos dependentes de fórmulas do 
que no passado. 

Uma Abordagem Flexível 

Para ter uma utilidade ampla, um livro-texto tem de poder ser 
adaptado a diversas estratégias. Isso implica, pelo menos, duas 
coisas, Primeiro, que os professores devem ter flexibilidade má¬ 
xima para escolher tanto os tópicos particulares que querem co¬ 
brir, como a ordem em que querem cobri -los, Segundo, o livro 
deve ser útil para estudantes com diversas capacidades tecnoló¬ 
gicas. 

Ca p ítul os Mo dul ares 

Em relação ao conteúdo, fornecemos essa flexibilidade fazendo 
com que, na medida do possível, os capítulos individuais sejam 
independentes uns dos outros. Assim, após completar as partes 
básicas dos três primeiros capítulos (basicamente as Seções de 
1.1 a 1.3, de 2.1 a 2.5 e de 3.1 a 3.6), a seleção de tópicos adici¬ 
onais e a ordem e profundidade com que serão tratados depen¬ 
de da escolha do professor Por exemplo, um professor que de¬ 
sejar enfatizar uma abordagem sistêmica às equações diferenci¬ 
ais pode tratar o Cap. 7 (Sistemas Lineares) ou talvez o Cap. 9 (Sis¬ 
temas Não-Lineares Autônomos) logo depois do Cap. 2. Ou, 
muitos professores combinaram a apresentação da teoria básica 
de equações lineares no contexto de uma única equação de se¬ 
gunda ordem (Cap. 3) com o tratamento correspondente de equa¬ 
ções de ordem mais alta (Cap, 4) ou de sistemas lineares (Cap. 
7), Ou. enquanto a discussão principal sobre métodos numéri¬ 
cos está ho Cap. 8, o professor que deseje enfatizar essa aborda¬ 
gem pode apresentar parte desse matenal juntamente com o Cap. 
2. Muitas outras escolhas e combinações também são possíveis e 
têm sido usadas, efetivamente, com edições anteriores deste li¬ 
vro. 

Tecnologia 

Com relação à tecnologia, observamos, repetidamente, que com¬ 
putadores são extremamente úteis para se investigar equações 
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diferenciais e suas soluções, e muitos problemas devem ser fei¬ 
tos com assistência computacional. Apesar disso, o livro pode ser 
adaptado para disciplinas com diferentes níveis de envolvimen¬ 
to computacional : variando de pouco ou nenhum até intenso, O 
texto é independente de qualquer plataforma computacional ou 
programa. Mais de 450 problemas estão marcados com o sím¬ 
bolo £ para indicar que o consideramos particularmente apro¬ 
priado para utilização de tecnologia computacional. Esses pro¬ 
blemas podem pedir um gráfico, ou podem precisar de cálculos 
numéricos intensos ou extensa manipulação simbólica, ou uma 
combinação dessas coisas. Naturalmente, a designação de um 
problema como sendo particuíarmeme apropriado para utiliza¬ 
ção de computadores é um julgamento um tanto subjetivo, e o 
objetivo do símbolo o de servir como guia. Muitos dos pro¬ 
blemas marcados assim podem ser resolvidos, pelo menos em 
parte, sem ajuda computacional, e um computador pode ser usa¬ 
do de maneira eficaz em muitos dos problemas que não estão 
marcados. 

Problemas de Casa 

Do ponto de vista de um aluno, os problemas atribuídos para 
casa e que aparecem nas provas é que determinam a disciplina. 
Acreditamos que a característica mais marcante deste livro é o 
número e, acima de tudo, a variedade e amplitude dos proble¬ 
mas que contém. Muitos problemas são exercícios simples, mas 
muitos outros são desafios, e alguns podem servir como base 
para projetos de estudos independentes. Existem muito mais 
problemas do que qualquer professor pode usar em uma disci- 
plina específica, e isso lhes dá muitas possibilidades de escolha 
ao adaptar o curso aos seus objetivos e às necessidades dos alu¬ 
nos. 

Uma das escolhas que o professor tem de fazer está relacio¬ 
nada ao uso de computação. Por exemplo, muitos problemas 
mais ou menos rotineiros, tais como resolver um problema de 
valor inicial de primeira ou segunda ordem, são fáceis de re¬ 
solver usando-se um sistema computacional simbólico. Esta 
edição inclui uma boa quantidade de tais problemas, como 
as edições anteriores. Não dizemos, nesses problemas, como 
eles devem ser resolvidos, jã que acreditamos que o professor 
é que deve especificar se seus alunos devem resolver os pro¬ 
blemas a mão, com auxilio computacional, ou das duas ma¬ 
neiras. Além disso, existem problemas que pedem um gráfico 
como solução. O professor pode especificar se quer um gráfi¬ 
co preciso gerado por computador, um esboço a mão, ou 
ambos, 

Modelagem Matemática 

Construindo Modelos Básicos 

A principal razão para se resolver muitas equações diferenciais é 
tentar aprender alguma coisa sobre o processo físico subjacente 
que, acredita-se. a equação modela. Uma das razões básicas da 


importância das equações diferenciais é que mesmo as equações 
mais simples correspondem a modelos físicos úteis, como o cres¬ 
cimento e decaimento exponenciais, os sistemas massa-mola ou 
os circuitos elétricos. A compreensão de um processo natural 
complexo ê obtida, em geral, através da compreensão, ou cons¬ 
trução, de modelos mais simples e básicos. Assim, um conheci¬ 
mento profundo desses modelos, das equações que os descre¬ 
vem e suas soluções é o primeiro passo indispensável na direção 
da solução de problemas mais complexos e realistas. Descreve¬ 
mos a modelagem de processos em detalhe nás Seções 1.1, 1.2 e 
23. Construções cuidadosas de modelos aparecem também nas 
Seções 2.5 e 3,8 e nos apêndices ao Cap. 10. As equações dife¬ 
renciais resultantes do processo de modelagem aparecem fre¬ 
quentemente ao longo do livro, especialmente nos conjuntos de 
problemas. 

Uma Combinação de Ferramentas—Analíticas e Numéricas 
Froblemas mais difíceis precisam, em geral, de uma variedade 
de ferramentas, tanto analíticas quanto numéricas. Acreditamos 
fortemente que métodos com lápis e papel têm de ser combina¬ 
dos com o uso eficaz de computadores. Resultados qualitativos 
e gráficos produzidos, muiLas vezes, por computador, servem 
para ilustrar e clarificar conclusões que podem ficar obscureci¬ 
das por expressões analíticas complicadas. Por outro lado, a 
implementação de um procedimento numérico eficiente se apoia, 
tipicamente, em uma boa dose de análise preliminar — para 
determinar as características qualitativas da solução como um guia 
para os cálculos, para investigar casos-limite ou especiais, ou para 
descobrir os intervalos de valores onde as variáveis ou parâme¬ 
tros podem precisar, ou merecer, atenção especial. Um estudan¬ 
te deve compreender, portanto, que a investigação de um pro¬ 
blema difícil pode necessitar tanto de análise, quanto de corm 
putação; que pode ser necessário bom senso para se determinar 
qual a ferramenta mais adequada para uma tarefa particular; e 
que resultados podem ser apresentados, muitas vezes, de diver¬ 
sas formas. 

Obtendo Percepção sobre o Comportamento de um Processo 
Acreditamos que é importante que os estudantes saibam que 
(com exceção, talvez, de cursos específicos sobre equações di¬ 
ferenciais) a finalidade de se resolver uma equação diferencial 
rara mente é a de se obter simplesmente a solução. Em vez dis¬ 
so, há interesse na solução para que se possa obter uma per¬ 
cepção sobre o comportamento do processo que a equação di¬ 
ferencial se propõe a modelar. Em outras palavras, a solução 
em si mesma não é a finalidade. Assim, incluímos no texto um 
grande número de problemas, bem como alguns exemplos, que 
pedem conclusões a serem extraídas da solução Algumas ve¬ 
zes isso é feito indagando-se para que valor da variável inde¬ 
pendente a solução possui uma certa propriedade ou pedmdo- 
se para determinar o comportamento de longo termo da solu¬ 
ção. Outros problemas indagam sobre efeitos da variação de um 
determinado parâmetro ou pedem a determinação de um valor 
crítico de um parâmetro para o qual a solução apresenta uma 
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mudança substancial. Esses problemas são típicos dos que sur¬ 
gem em aplicações das equações diferenciais e, dependendo dos 
objetivos do curso, o professor tem a opção de considerar al¬ 
guns ou muitos desses problemas. 

Mudanças Importantes na Oitava Edição 

Leitores familiarizados com a edição precedente vão notar que a 
estrutura geral do livro permanece a mesma. As revisões feitas 
nesta edição visaram a diversos objetivos; ampliar a gama das 
aplicações consideradas, tornar a apresentação mais visual pelo 
acréscimo de figuras e melhorar a explanação, incluindo exem¬ 
plos novos ou de maior abrangência. Mais especificamente, as 
alterações mais importantes foram as seguintes: 

1 ♦ Há aproximadamente 65 novos problemas espalhados ao lon¬ 
go do livro. Hã também cerca de 15 novas figuras e 8 exem¬ 
plos novos ou modificados. 

2, A Seção 2*1, “Equações Lineares; MéLodo dos Fatores Integran¬ 
tes”, foi substancial mente reescrita, com dois novos exemplos, 
para reduzir a repetição, 

3* A Seção 2.5, "Equações Autônomas e Dinâmica Populacional", 
foi modificada para dar maior destaque ã linha de fase como 
auxílio para esboçar soluções. 

4. Na Seção 3.9 foi considerado o caso geral de vibrações amor¬ 
tecidas antes do caso particular de vibrações não-amortecL 
das, invertendo a ordem de apresentação das edições anteri¬ 
ores. A apresentação é mais detalhada e há três figuras novas. 

5. Foi reescrita a demonstração do teorema de convolução na 
Seção 6.6 e foram incluídos seis novos problemas sobre equa¬ 
ções integrais e íntegro-diferenciais. 

6. Para ilustrar a ocorrência de sistemas de ordem superior ã se¬ 
gunda foi adicionado* na Seção 7.6, um novo exemplo sobre 
oscíladores acoplados, acompanhado de três figuras e diver¬ 
sos problemas relacionados a esse assunto. 

7. Na Seção 7.9 foi incluído um exemplo para demonsLrar o uso 
de transformadas de Laplace em sistemas lineares não-homo- 
gêneos. 


8* Hã diversos problemas novos nas Seções 2.5,9.4 e 97 para ilus¬ 
trar a ocorrência de bifurcações em sistemas não-lineares em uma 
e em duas dimensões. 

9. Há novos problemas na Seção 10.6 sobre condução de calor em 
presença de fontes térmicas externas, na Seção 10.7 sobre ondas 
dispersivase na Seção 10.8 sobre o fluxo através de um aquífero, 

À medida que o assunto, equações diferenciais, contínua a 
crescer, à medida que as novas tecnologias tomam-se comuns, â 
medida que velhas áreas de aplicação são estendidas e novas áreas 
aparecem no horizonte, o conteúdo e o ponto de vista dos cur¬ 
sos e seus livros-textos têm, também, que evoluir. Esse é o espi¬ 
rito que temamos expressar neste livro. 

Wílliam E. Boyce 
Grafton, Nova York 
Fevereiro de 2004 
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Introdução 


Tentamos, neste capítulo, olhar nosso estudo de equações diferen¬ 
ciais sob diversos ângulos diferentes, de modo a obter uma boa pers¬ 
pectiva. Usamos, primeiro, dois problemas para ilustrar algumas das 
idéias básicas a que retomaremos com frequência e que serão 
aprofundadas ao longo deste livro.. Indicamos, mais tarde, diversos 
modos de classificar equações, com o objetivo de fornecer uma es- 
initura organizacional para o livro. Finalmente. fazemos um esbo¬ 
ço das tendências principais no desenvolvimento histórico desse 
campo e mencionamos alguns dos matemáticos extraordinários que 
contribuíram para ele. O estudo das equações diferenciais atraiu a 
atenção dos maiores matemáticos do mundo durante os três últimos 
séculos, Apesar disso, continua sendo uma área de pesquisa dinâ¬ 
mica hoje em dia. com muitas questões interessantes em aberto. 

1.1 Alguns Modelos Matemáticos 
Básicos; Campos de Direção 

Antes de começar um estudo sério de equações diferenciais (len¬ 
do este livro ou partes substanciais dele, por exemplo), você deve 


Exemplo 1 , 

Um Objeto em Queda 

Suponha que um objeto está caindo na atmosfera, perto do nível do 
mar. Formule uma equação diferencial que descreva o movimento. 

Começamos usando letras para representar as diversas quanti¬ 
dades de interesse nesse problema. 0 movimento ocorre durante um 
determinado intervalo de tempo, logo vamos usar t para denotar o 
tempo. Além disso, vamos usar upara representar a velocidade do 
objeto em queda. A velocidade deve variar com o tempo, de modo 
que vamos considerar v como uma função de t; em outras palavras, 
t é a variável independente e ué a variável dependente. A escolha 
de unidades de medida é um tanto arbitrária e não há nada no enun¬ 


ter alguma idéia de como isso pode auxiliá-lo. Para alguns estu¬ 
dantes, o interesse intrínseco do assunto é motivação suficiente, 
mas, para a maioria, as possíveis aplicações importantes em ou¬ 
tros campos é o que faz com que tal estudo valha a pena. 

Muitos dos princípios, ou leis, que regem o comportamento do 
mundo físico são proposições, ou relações, envolvendo a taxa se¬ 
gundo a qual as coisas acontecem. Expressas em linguagem mate¬ 
mática. as relações são equações e as taxas são derivadas. Equações 
contendo derivadas são equações diferenciais. Portanto, para com- 
preender e investigar problemas envolvendo o movimento de flui¬ 
dos, o íluxo de corrente elétrica em circuitos, a dissipação de calor 
em objetos sólidos, a propagação e detecção de ondas sísmicas, ou 
o aumento ou diminuição de populações, entre muitos outros, é 
necessário saber alguma coisa sobre equações diferenciais. 

Uma equação diferencial que descreve algum processo físico 
é chamada, muitas vezes, dc modelo matemático do processo, 
e muitos desses modelos são discutidos ao longo do texto. Co¬ 
meçamos esta seção com dois modelos que nos levam a equa¬ 
ções fáceis de resolver. Vale a pena observar que mesmo as equa¬ 
ções diferenciais mais simples fornecem modelos úteis de pro¬ 
cessos físicos importantes. 


ciado do problema que sugira unidades apropriadas, de modo que 
estamos livres para escolher unidades que nos pareçam razoáveis. 
Especificamente, vamos medir o tempo r em segundos (s) e a velo¬ 
cidade v em metros por segundo (m/s). Além disso, vamos supor 
que a velocidade v é positiva quando o sentido do movimento é para 
baixo, isto é, quando o objeto está caindo. 

A lei física que governa o movimento de objetos é a segunda 
lei de Newton. que diz que a massa do objeto vezes sua acelera¬ 
ção é igual à força total atuando sobre o objeto. Em linguagem 
matemática, essa lei é expressa pela equação 

F — ma , 


(D 
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onde m é a massa do objeto, a sua aceleração e F a força total 
agindo sobre o objeto, Para manter nossas unidades consisten¬ 
tes, mediremos m em quilogramas (kg), a em metros por segun¬ 
do ao quadrado (m/s 1 ) e F em newtons (N). É claro que a e u estão 
relacionadas por a = dv/dt , de modo que podemos reescrever a 
Eq. (1) na forma 

F = m{dv(dt ), (2) 

A seguir, considere as forças que agem sobre um objeto em que¬ 
da. A gravidade exerce uma força igual ao peso do objeto, ou 
mg, onde gê a aceleração devida à gravidade, Nas unidades de 
medida que escolhemos, g foi determinada experimentalmente 
como sendo aproximadamente igual a 9,8 m/s 2 próximo à super¬ 
fície da Terra. Existe, também, uma força devido à resistência 
do ar, que é mais difícil de modelar. Este não é o local para uma 
discussão aprofundada da força de resistência do ar; basta dizer 
que se supõe, muitas vezes, que a resistência do ar é proporcio¬ 
nal à velocidade e faremos essa hipótese aqui. Dessa forma, a 
força de resistência do ar tem tamanho (ou módulo) yu, onde y é 
uma constante chamada de coeficiente de resistência do ar. O 
valor numérico do coeficiente de resistência do ar varia muito 
de um objeto para outro; objetos lisos com formato aerodinâmi¬ 
co têm coeficientes de resistência do ar muito menores do que 
objetos rugosos com formatos nao-aerodinâmicos. 

Ao escrever uma expressão para a força total F, precisamos 
lembrar que a gravidade sempre age para baixo (no sentido po¬ 


sitivo), enquanto a resistência do ar age para cima (no sentido 
negativo), como ilustrado na Fig. 1.1.1. Logo, 

F = mg — yv (3) 

e a Eq. (2) torna-se 

dv tA\ 

m— = mg — yv, (4) 

dt 

A Eq, (4) é um modelo matemático de um objeto caindo na atmos¬ 
fera. próximo do nível do mar. Note que o modelo contém as três 
constantes m, ge y. As constantes m e y dependem bastante do objeto 
particular que está caindo e serão diferentes, em geraL para objetos 
diferentes. É comum referir-se a essas constantes como parâmetros, 
já que podem tomar um conjunto de valores durante um experimento. 
Por outro lado, o valor de g é o mesmo para todos os objetos. 



FIG. 1-1.1 Diagrama de forças agindo sobre um objeto em queda livre. 


Para resolvermos a Eq. (4), precisamos encontrar uma fun- dos valores escolhidos. Vamos supor, então, que m = 10 kg e 
ção v - v(r) que satisfaça a equação, isso não é difícil de fa- y = 2 kg/s. Se as unidades dc y parecem estranhas, iembre- 

zer. e vamos mostrar como na próxima seção. Entretanto, va- se de que y tem que ter unidades de força, isto é, kg m/s : . A 
mos ver o que podemos descobrir sobre soluções sem encon- Eq. (4) fica, então, 
trar, de fato, qualquer uma delas. Nossa tarefa pode ser ligei- 

ramente simplificada se atribuirmos valores numéricos para _íj. _ 9 § Ü ( 5 ) 

m e y, mas 0 procedimento é o mesmo, independentemente dt 5 


Exemplo 2 

Um Objeto em Queda (continuação) 

Investigue o comportamento das soluções da Eq. (5) sem resol¬ 
ver a equação diferencial. 

Vamos proceder analisando a Eq. (5) de um ponto de vista geo¬ 
métrico. Suponha que utem um determinado valor. Então, calculan¬ 
do a expressão à direita do sinal de igualdade naEq. ( 5), encontramos 
o valor correspondente de dv/dt. Por exemplo, se v = 40. então dv/dt 
— 1 , 8 . Isso significa que a inclinação 1 de uma solução v= v( t) tem o 
valor l ,8 em qualquer ponto onde v = 40, Podemos apresentar essa 
informação graficamente no plano tv desenhando pequenos seg¬ 
mentos de reta com coeficiente angular 1,8 em diversos pontos ao 
longo da reta v = 40. Analogamente, se v — 50, então dv/dt — 
— 0 , 2 , logo desenhamos segmentos de reta com coeficiente angu¬ 
lar —0,2 em diversos pontos ao longo da reta v = 50. Procedendo 
da mesma maneira com outros valores de u obtemos a Fig. 1.1.2, 
que é um exemplo do que é chamado de um campo de direções. 

A importância da Fig. L 1.2 é que cada segmento de reta é tangen¬ 
te ao gráfico de uma solução da Eq. (5). Assim, mesmo não tendo 


encontrado qualquer solução e não aparecendo o gráfico de nenhuma 
solução na figura, podemos fazer deduções qualitativas sobre o com¬ 
portamento das soluções. Por exemplo, se v for menor do que certo 
valor critico, então todos os segmentos de reta têm coeficientes angu¬ 
lares positivos, e a velocidade do objeto em queda aumenta enquanto 
de cai. Por outro lado, se v for maior do que o valor crítico, então os 
segmentos de reta têm coeficientes angulares negativos, e o objeto em 
queda vai diminuindo a velocidade à medida que cai. Qual é esse valor 
critico de v que separa os objetos cuja velocidade esta aumentando 
daqueles cuja velocidade está diminuindo? Referimo-nos. novamen- 
te. à Eq. (5), e perguntamos quais os valores de v que farão com que 
dv/dt seja zero. A resposta év — (5)(9,8) = 49 m/s. 

De fato. a função constante v = 49 é uma solução da Eq, (5). 
Para verificar essa afirmação, substitua v(t ) = 49 na Eq. (5 ) e 
nore que as expressões dos dois lados do sinal de igualdade são 
iguais a zero. Como essa solução não varia com o rempo. v(/) = 
49 é chamada de solução de equilíbrio. Essa é a solução que cor¬ 
responde a um equilíbrio entre a gravidade e a resistência do ar. 
Mostramos, na Fig, 1.13. a solução de equilíbrio superposta no 
campo de direções. Dessa figura podemos chegar a uma outra 
conclusão, a saber, que todas as outras soluções parecem estar 
convergindo para a solução de equilíbrio quando t aumenta. 


1 Isto o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico. í.jV, 71) 
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FIG. 1.1.3 Campo de direções e solução de equilíbrio para a Eq. (5). 


A abordagem ilustrada no Exemplo 2 pode ser igualmente 
aplicada à Eq. (4), mais geral, onde os parâmetros m c y são 
números positivos não especificados. Os resultados são, essen¬ 
cialmente, idênticos aos do Exemplo 2. A solução de equilíbrio 
da Eq. (4) é xjt) = mg/y. Soluções abaixo da equação de equilí¬ 
brio aumentam de velocidade com o tempo, soluções acima di¬ 
minuem de velocidade e todas as soluções se aproximam da so¬ 
lução de equilíbrio quando r fica muito grande. 

Campos de Direções . Campos de direções são ferramentas vali¬ 
osas no estudo de soluções de equações diferenciais da forma 

dy 

-r = /(Gy), (6) 

dt 

onde/é uma função dada de duas variáveis, r e y. algumas vezes 
chamada de função taxa de variação. Um campo de direções 
útil para equações da forma (6) pode ser construído calculando- 
se /em cada ponto de uma malha retangular consistindo em. pelo 
menos, algumas centenas de pontos. Então, em cada ponto da 
malha desenha-se um pequeno segmento de reta cujo coeficien¬ 
te angular é o valor da função/naquele ponto. Dessa forma, cada 


segmento de reta é tangente ao gráfico de uma solução contendo 
aquele ponto. Um campo de direções desenhado em uma malha 
razoavelmente fina fornece uma boa idéia do comportamento glo¬ 
bal das soluções dc uma equação diferencial. A construção de um 
campo de direções é, muitas vezes, um primeiro passo bastante 
útil na investigação sobre uma equação diferencial. 

Vale a pena fazer duas observações. A primeira é que, para 
construir um campo de direções, não precisamos resolver a Eq. 
(6), bastando calcular a função/(f, y) dada muitas vezes. Dessa 
forma, campos de direção podem ser construídos com facilida¬ 
de mesmo para equações muito difíceis de resolver. A segunda 
é que cálculos repetidos de uma função dada é uma tarefa para a 
qual um computador é particularmente apropriado e você deve, 
em geral, usar um computador para desenhar um campo de dire¬ 
ções. Todos os campos de direção mostrados neste livro, como 
o da Fig. 1.1.2, foram gerados em um computador. 

Ratos do Campo e Corujas . Vamos olhar, agora, um exem¬ 
plo bem diferente. Considere uma população de ratos do cam¬ 
po que habitam uma certa área rural. Vamos supor que, na 
ausência de predadores, a população de ratos cresce a uma taxa 







4 Introdução 


proporcional à população atual. Essa hipótese não é uma lei 
física muito bem estabelecida (como a lei de Newton para o 
movimento no Exemplo 1), mas é uma hipótese inicial usual 2 
em um estudo de crescimento populacional. Se denotarmos o 
tempo por t e a população de ratos porp(/), então a hipótese 
sobre o crescimento populacional pode ser expressa pela equa¬ 
ção 


onde o fator de proporcionalidade ré chamado de taxa constante 
ou taxa de crescimento. Para sermos específicos, suponhamos 
que o tempo seja medido em meses e que a taxa r tenha o valor 


de 0.5 por mês. Então, cada uma das expressões na Eq. (7) tem 
unidades de ratos/mês. 

Vamos aumentar o problema supondo que diversas corujas 
moram na mesma vizinhança e que elas matam 15 ratos do cam¬ 
po por dia. Para incorporar essa informação ao modelo, precisa¬ 
mos acrescentar uma outra expressão à equação diferencial (7), 
de modo que ela se transforma em 

= 0.5/7 — 450. (8) 

aí 

Observe que a expressão correspondente à ação do predador é 
-450 em vez de -15, já que o tempo está sendo medido em 
meses e o que precisamos é a taxa predatória mensal. 


Exemplo 3 

Investigue graficamente as soluções da Eq. (8). 

A Fig. 1.1.4 mostra um campo de direções para a Eq. (8). Pode- 
se observ ar da figura, ou mesmo dirctamente da Eq. (8), que, para 
valores suficientemente grandes de /?, dpldt é positivo, de modo 
que a solução cresce. Por outro lado, acontece o oposto para valo¬ 
res pequenos de p. Novamente, o valor crítico de p que separa as 


soluções que crescem das que decrescem é o valor de p para o qual 
dp/dt é igual a zero. Fazendo dpldt igual a zero na Eq. (8) e resol¬ 
vendo, depois, para/;, encontramos a solução de equilíbrio p(t) = 
900, quando as expressões para o crescimento e para a ação pre¬ 
datória na Eq. (8) estão perfeitamente equilibradas. A solução de 
equilíbrio também está ilustrada na Fig. 1.1.4. 



FIG. 1.1.4 Campo de direções e solução de equilíbrio para a 
Eq. (8). 


Comparando os Exemplos 2 e 3, vemos que, cm ambos os ca¬ 
sos, a solução de equilíbrio separa as soluções crescentes das de¬ 
crescentes. No Exemplo 2, as outras soluções convergem para a 
solução de equilíbrio ou são atraídas para ela, de modo que, de¬ 
pois de o objeto cair tempo suficiente, um observador o verá se 


movendo próximo à velocidade de equilíbrio. Por outro lado. no 
Exemplo 3 as outras soluções divergem da solução de equilíbrio 
ou são repelidas por ela. Em ambos os problemas, no entanto, a 
solução de equilíbrio é muito importante para a compreensão do 
comportamento das soluções da equação diferencial dada. 


Uma versão mais geral da Eq. (8) é 



-k , 


(9) 


onde a taxa de crescimento rea taxa predatória k não estão espe¬ 
cificadas. As soluções dessa equação mais geral comportam-se de 
maneira bem semelhante às soluções da Eq. (8). A solução de equi- 


: Um modelo de crescimento populacional um pouco melhor é discutido na Seção 2.5. 


líbrio da Eq. (9) é p(t) = k/r . As soluções acima da solução de equi¬ 
líbrio crescem, enquanto as que estão abaixo decrescem. 

Você deve manter em mente que ambos os modelos discutidos 
nesta seção têm suas limitações. O modelo (5) do objeto em que¬ 
da é válido apenas enquanto o objeto está caindo livremente, sem 
encontrar obstáculos. O modelo populacional (8) prevê a existên¬ 
cia, após um longo tempo, de um número negativo (se p < 900) 
ou de um número imenso (se p > 900) de ratos. Essas previsões 
não são realistas, de modo que esse modelo se toma inaceitável 
após um período de tempo razoavelmente curto. 
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A Construção de Modelos Matemáticos. Para se usar as equações 
diferenciais nos diversos campos em que são úteis é preciso, pri¬ 
meiro, formular a equação diferenciai apropriada que descreve, ou 
modela, o problema em questão. Consideramos, nesta seção, dois 
exemplos desse processo de modelagem, um vindo da física e outro 
da ecologia. Ao construir modelos matemáticos futuros, você deve 
reconhecer que cada problema é diferente e que a arte de modelar 
não é uma habilidade que pode ser reduzida a uma lista de regras. 
Dc fato, a construção de um modelo satisfatório é, algumas vezes, a 
parte mais difícil de um problema. Apesar disso, pode ser útil listar 
alguns passos que fazem, frequentemente, pane do processo; 

1, Identifique as variáveis independente e dependente e atribua 
letras para representá-las. Muitas vezes, a variável indepen¬ 
dente é o tempo. 

2, Escolha as unidades de medida de cada variável. Essa esco¬ 
lha é, de cena forma, arbitrária, mas algumas escolhas podem 
ser mais convenientes do que outras. Por exemplo, escolhe¬ 
mos medir o tempo em segundos, no caso de um objeto em 
queda, e em meses no problema populacional. 

3, Use o princípio básico subjacente ou a lei que rege o proble¬ 
ma em investigação. Isso pode ser uma lei física amplamente 
reconhecida, como a lei do movimento de Nevvton, ou pode 
ser uma hipótese um tanto especulativa baseada na sua pró¬ 
pria experiência ou observações. De qualquer modo, essa eta¬ 
pa não será, provavelmente, uma etapa puramente matemáti¬ 
ca, mas uma em que será necessário familiaridade com o cam¬ 
po de aplicação, onde o problema se originou. 

4* Expresse o princípio ou lei do passo 3 cm função das variá¬ 
veis escolhidas no passo 1. Isso pode não ser muito fãeih pois 
pode necessitar de constantes físicas ou parâmetros (como o 
coeficiente de resistência do ar no Exemplo 1} e da determi¬ 
nação de valores apropriados para eles. Pode. também, envol¬ 
ver o uso de variáveis auxiliares, ou intermediárias, que têm 
que estar relacionadas com as variáveis primárias. 

5, Certifique-se de que cada parcela em sua equação está nas 
mesmas medidas físicas. Sc isso não acontecer, sua equação 
está errada e você deve tentar consertá-la. Se as unidades são 
as mesmas, então sua equação está, pelo menos, consistente 
do ponto de vista dimensional, embora possa conter outros 
erros que esse teste não revela. 

6- Nos problemas considerados neste texto, o resultado do pas¬ 
so 4 é uma única equação diferencial que constitui o modelo 
matemático desejado. Lembre-se, no entanto, que, em proble¬ 
mas mais complexos, o modelo matemático resultante pode 
ser muito mais complicado, podendo envolver, por exemplo, 
um sistema com várias equações diferenciais. 


Problemas 

Nos problemas de I a 6. desenhe um campo de direções para a equa¬ 
ção diferencial dada. Determine o comportamento de v quando / —* 

Se esse comportamento depender do valor inicial de v em i = 0, 


descreva essa dependência. 
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Em cada um dos problemas de 7 a 10, escreva uma equação diferen¬ 
cial da forma dy/di = ay -+ h cujas soluções têm o comportamento 
descrito quando t 

7. Todas as soluções tendem a y — 3, 

8. Todas as soluções tendem ay = 2/3, 

9. Todas as outras soluções se afastam de y - 2. 

10. Todas as outras soluções se afastam de y = 1/3. 

Nos problemas de 11 a 14, desenhe um campo de direções para a 
equação diferencial dada. Baseado no campo de direções, determi¬ 
ne o comportamento de v quando f —¥ Se esse comportamento de¬ 
pender do valor inicial de v em t — 0. descreva essa dependência. 
Note que, nesses problemas, as equações não são da forma y' - ay + 
b , e o comportamento de suas soluções ê um pouco mais complica¬ 
do do que o das soluções das equações no texto. 

0' n. y = y(4 — y) 

0 c 12. y = -y( 5 -y) 

01 13. y'=y 2 
01 14. y = y(y - 2f 


Considere a lista a seguir de equações diferenciais, algumas das quais 
produziram os campos de direção ilustrados nas figuras de 1.1.5 até 
1.1.10. Em cada um dos problemas dc 15 a 20, identifique a equa¬ 
ção diferencial que corresponde ao campo de direções dado. 

(a) y = 2y - 1 (b) / 

(c) y -y-2 (d) y 

(e) y =>•{>-3) (9 y 

Cg) y' = - 2 -y (h) y 

(i) y = 1 - 2y (j) y 

15. O campo de direções da Fig. 1.1.5. 

16. O campo de direções da Fig. L1.6. 

17. O campo de direções da Fig. 1.1.7. 

18. O campo de direções da Fig. 1.1.8. 
i 9. O campo de direções da Fig, 1,1,9. 

20. O campo de direções da Fig. 1. h 10, 

21. Um pequeno lago contém, inicialmente. 1.000.000 de galões (apro¬ 
ximadamente 4.550,000 litros) de água e uma quantidade desco¬ 
nhecida de um produto químico indesejável. O lago recebe água 
contendo 0.0 1 grama dessa substância por galão a uma taxa de 300 
galões por hora. A mistura sai à mesma taxa, de modo que a quan¬ 
tidade de água no lago permanece constante. Suponha que o pro¬ 
duto químico esteja distribuído unífomiemente no lago, 

la) Escreva uma equação diferencial para a quantidade de pro¬ 
duto químico no lago em um instante qualquer. 

\h> Qual a quantidade do produto químico que estará no lago 
após um período muito longo de tempo? Essa quantidade-limi¬ 
te depende da quantidade presente inicialmente? 

22 . Uma gota d e ch u va e sferie a e va pora a um a tax a proporcional â 
sua área de superfície. Escreva uma equação diferencial para o 
volume de uma gota de chuva em funçlo do tempo. 

23. Alei do res friaj nento de Newton diz que a temperatura de um obj e- 
to varia a uma taxa proporcional à diferença entre a temperatura do 
objeto c a temperatura do meio cm que está inserido (a temperatu¬ 
ra do ar ambiente, na maior pane dos casos). Suponha que a tempe¬ 
ratura ambiente e 7Ü*F (cerca de 2PQ e que a taxa é de 0.05 por 
minuto. Escreva uma equação diferencial para a temperatura do 
objeto em qualquer instante f. 

24. Um determinado remédio é injetado na veia de um paciente de 
hospital, O líquido, contendo 5 rag/cnr do remédio, entra na cor¬ 
rente sanguínea do paciente a uma taxa de í 00 cmVh. O remédio 
é absorvido pelos tecidos do corpo, ou deixa a corrente sanguínea 
de outro modo. a uma taxa proporcional ã quantidade presente, com 
um coeficiente de proporcionalidade igual a 0.4 fr 1 * 

( a) Supondo que o remédio é distribuído umfonnemente na cor¬ 
rente sanguínea, escreva uma equação diferencial para a quanti- 


= 2 +y 
= yiy + 3) 
= l+2y 

= y( 3 - y) 
= 2-y 




6 Introdução 




FIG. 1.1.7 Campo de direções para o Problema 
17 . 



19. 


d ade de remédio presente na corrente sanguínea em qualquer 
instante de tempo. 

(b) Quanto do remédio continua presente na corrente sanguí¬ 
nea após muito tempo? 

25. Para objetos pequenos, caindo devagar, a hipótese feita no texto 
sobre a resistência do ar ser proporcional à velocidade é boa, Para 
objetos maiores, caindo mais rapidamente, é mais preciso supor 
que a resistência do ar é proporcional ao quadrado da velocidade? 
(aj Escreva uma equação diferencial para a velocidade de um 
objeto em queda de massa m se a resistência do ar é proporcio¬ 
nal à velocidade. 

(bj Determine a velocidade-limite após um longo período de 
tempo. 

(c) Se m — 10 kg, encontre o coeficiente de resistência do ar de 
modo que a velocidade-limite seja 49 m/s. 

(d) Usando os dados em (c), desenhe um campo de direções e 
compare-o corno da Fig. 1.1.3. 


■ Veja Lyle N. Long e HowanJ Weíss, 'The Velocíty Dependence of Aerodynamjes Drag: A 
Primer for Malhematicians". American Mathematical Manrhly lÕó , (1999j> 2, pp. 127-135. 




FIG* 1.1,8 Campo de direções para o Problema 

18 . 



FIG. 1,1.10 Campo de direções para o Problema 
20 , 


Nos problemas de 26 a 33. desenhe um campo de direções para a 
equação diferencial dada. Baseado no campo de direções, determi¬ 
ne o comportamento de y quando t Se esse comportamento 
depender do valor inicial de y emf^O, descreva essa dependência. 
Note que a expressão à direita do sinal de igualdade em cada uma 
dessas equações depende de /. além de depender de y; portanto, suas 
soluções podem exibir um comportamento mais complicado que as 
do texto. 

é 26 . / = -2 + f - y 

27. / = te~ 2 ‘ — 2y 

28. / = e~' + v 
0- 29 . y f — t + 2y 

0 30. y — 3 sen t + 1 + y 

#2 31. y' = 2r - 1 ~ y 2 
a 32. y' = —(2l + y)/2y 
£ : j 33, y' = y 3 /6-y-r 2 /3 
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1.2 Soluções de Algumas Equações 
Diferenciais 


Na seção anterior deduzimos as equações diferenciais 
dv 

m ~dt =mg ~ yV 


dp , 

T, =rp - k - 


A Eq. (1) modela um objeto em queda e a Eq, (2) uma população de 
ratos do campo caçados por corujas. Ambas são da forma geral 

~ =ay- b , (3) 

at 

( 1 ) onde a e b são constantes dadas. Fomos capazes de descobrir 
algumas propriedades qualitativas importantes sobre o compor¬ 
tamento de soluções das Eqs, (I) e (2) analisando o campo de 
direções associado, Para responder perguntas de natureza quan- 

(2) titativa, no entanto, precisamos encontrar as soluções propria¬ 
mente ditas. Vamos ver, agora, como fazer isso. 


Exemplo 1 


Ratos do Campo e Corujas (continuação) Integrando as expressões na Eq. (7). obtemos 


Considere a equação 


— = 0.5 p-450, (4) 


que descreve a interação de determinadas populações de ratos 
do campo e corujas [veja a Eq. ( 8 ) da Seção 1.1]. Encontre solu¬ 
ções dessa equação. 

Para resol ver a Eq, (4), precisamos encontrar funções p(t) que. 
ao serem substituídas na equação, transformam-na cm uma iden¬ 
tidade óbvia. Um modo de proceder é o seguinte: primeiro, co¬ 
loque a Eq. (4) na forma 

dp _ p- 900 /<s 

dt ~ 2 ' W 

ou. se p =f= 900, 


dp/dt _ 1 
p-900 “ 2' 


( 6 ) 


Pela regra da cadeia, a expressão à esquerda do sinal de igualdade 
na Eq. ( 6 ) é a derivada de ln \p — 900 em relação a /. logo temos 


d 

dt 


ln \p — 900| = 


(7) 


fn 1/7 — 900| = Í + C, (8) 

onde C é uma constante de integração arbitrária. Portanto, apli¬ 
cando a exponencial à Eq. ( 8 ), vemos que 

p - 900| = e W2J + c = e c e^ 2 , (9 

OU 

p - 900 = ±eV /2 , (10) 

e, finalmente, 

p — 900 + ce t/2 , (11) 

onde c — ±e c é, também, uma constante (não nula) arbitrária. 
Note que a função constante p — 900 também é solução da Eq. 
(5) e está contida na Eq, (11) se permitirmos que c tome o valor 
zero, A Fíg, 1,2,1 mostra gráficos da Eq, (11) para diversos va¬ 
lores de c. 

Note que o comportamento dessas soluções é do üpo inferi¬ 
do pelo campo de direções na Fig. 1.1.4. Por exemplo, soluções 
em qualquer dos lados da solução de equilíbrio p = 900 tendem 
a se afastar dessa solução. 



FIG, 1p2p 1 Gráficos da Eq, (] 1) para diversos valores de c 
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Encontramos, no Exemplo 1 , uma infinidade de soluções da 
equação diferencial (4), correspondendo à infinidade de valores 
possíveis que a constante arbitrária c, na Eq. (11), pode assumir. 
Isso é típico do que acontece ao sc resolver uma equação dife¬ 
rencial. O processo de solução envolve uma integração, que traz 
consigo uma constante arbitrária, cujos valores possíveis geram 
uma infinidade de soluções. 

Vamos querer focalizar nossa atenção, muitas vezes, cm um 
único elemento dessa família infinita de soluções, especifican¬ 
do o valor da constante arbitrária. Na maior parte das vezes, isso 
é feito indiretamente através de um ponto dado que tem que per¬ 
tencer ao gráfico da solução. Por exemplo, para determinar a 
constante c na Eq. (11), poderíamos dar a quantidade de elemen¬ 
tos na população em um determinado instante, tal como 850 ele¬ 
mentos no instante t = 0. Em outras palavras, o gráfico da solu¬ 
ção tem que conter o ponto (0, 850). Simbolicamente, essa con¬ 
dição pode ser expressa como 

p( 0) = 850. (12) 

Substituindo, então, os valores t = 0 e p = 850 na Eq. (11), ob¬ 
temos 


850 = 900 + c. 

Logo, c = —50 e, inserindo esse valor na Eq. (11), obtemos a 
solução desejada, a saber, 

p = 900 - 50e' /2 . (13) 

A condição adicional (12) que usamos para determinar c é um 
exemplo de uma condição inicial. A equação diferencial (4) junto 
com a condição inicial (12) forma um problema de valor inicial. 

Vamos considerar, agora, o problema mais geral consistindo 
na equação diferencial (3) 

dy , 

7,- ay - b 

e a condição inicial 

y( 0) = y 0 , (14) 

onde y 0 é um valor inicial arbitrário. Podemos resolver esse pro¬ 
blema pelo mesmo método que usamos no Exemplo 1. Se a 0 
e y ^ b/a, então podemos reescrever a Eq. (3) como 


dy/dl 


= a. 


y - (b/a) 
Integrando essa equação, obtemos, 

ln |y - (b/a) \ = at + C, 


(15) 


(16) 


onde C é arbitrário. Aplicando a exponencial na Eq. (16) e re¬ 
solvendo para y, vemos que 

y = (b/a) +ce at , (17) 

onde c = ±e c também é arbitrário. Note que c = 0 corresponde 
à solução de equilíbrio y = b/a. Finalmente, a condição inicial 
(14) implica que c = y 0 — (b/a), de modo que a solução do pro¬ 
blema de valor inicial (3), (14) é 

y = { b/a) + [y 0 -(b/a)]e at . (18) 

A Eq. (17) contém todas as soluções possíveis da Eq. (3) e é 
chamada de solução geral. A representação geométrica da solu¬ 
ção geral (17) é uma família infinita de curvas, chamadas de 
curvas integrais. Cada curva integral está associada a um valor 
particular de c e é o gráfico da solução correspondente àquele 
valor de c. Satisfazer uma condição inicial significa identificar a 
curva integral que contém o ponto inicial dado. 

Para relacionar a solução (18) à Eq. (2). que modela a popu¬ 
lação de ratos do campo, basta substituir a pela taxa de cresci¬ 
mento r e b pela taxa predatória k. A solução (18) fica, então, 

p = (k/r) + [p 0 -(k/r)y, (19) 

onde pu é a população inicial de ratos do campo. A solução (19) 
confirma as conclusões obtidas baseando-se no campo de dire¬ 
ções e no Exemplo 1. Se p 0 = k/r , então, segue da Eq. (19) que p = 
k/r para todo n essa é a solução constante, ou de equilíbrio. Se p 0 ± 
k/r, então o comportamento da solução depende do sinal do co¬ 
eficiente pu — (k/r) da exponencial na Eq. (19). Se p 0 > k/r , en¬ 
tão p cresce exponencialmente com o tempo /*, se p 0 < k/r , então 
p decresce e acaba se tornando nulo. o que corresponde à 
extinção dos ratos. Valores negativos de /;, embora sendo possí¬ 
veis na Eq. (19), não fazem sentido no contexto desse problema 
particular. 

Para colocar a Eq. (1), que descreve a queda de um objeto, na 
forma (3). precisamos identificar a com — y/m e b com — g. Fa¬ 
zendo essas substituições na Eq. (18). obtemos 

V = (mg/y) + [v 0 - (mg/y)]e-r ,/m , (20) 

onde M) é a velocidade inicial. Mais uma vez. essa solução con¬ 
firma as conclusões a que chegamos na Seção 1.1 baseados no 
campo de direções. Existe uma solução de equilíbrio, ou cons¬ 
tante, v = mg/y , e todas as outras soluções tendem a essa solu¬ 
ção de equilíbrio. A velocidade de convergência para essa solu¬ 
ção de equilíbrio é determinada pelo expoente - y/m. Assim, para 
um objeto com massa m dada. a velocidade se aproxima do va¬ 
lor de equilíbrio mais depressa à medida que o coeficiente da re¬ 
sistência do ar y aumenta. 


Exemplo 2 


Um Objeto em Queda (continuação) 


Vamos considerar, como no Exemplo 2 da Seção 1.1. um objeto 
em queda com massa m = 10 kg e coeficiente de resistência do 
ar y = 2 kg/s. A Eq. (1) de movimento fica. então. 


dv 

dr 



( 21 ) 


Suponha que esse objeto cai de uma altura de 300 m. Encontre 
sua velocidade em qualquer instante t. Quanto tempo vai levar 


para ele chegar no chão e quão rápido estará se movendo no ins¬ 
tante do impacto? 

O primeiro passo é enunciar uma condição inicial apropriada 
para a Eq. (21). A palavra “cai", no enunciado do problema, su¬ 
gere que a velocidade inicial é zero, de modo que usaremos a 
condição inicial 

v(0) = 0. (22) 

A solução da Eq. (21) pode ser encontrada substituindo-se os 
valores dos coeficientes na solução (20), mas. em vez disso, va- 
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mos resolver diretamente a Eq. (21). Em primeiro lugar, colo¬ 
que a equação na forma 


dv/dt _ 1 

v — 49 “ _ 5 

Integrando, obtemos 

tn |u — 491 = - £ + C, 
e a solução geral da Eq. (21) é, então. 


(23) 

(24) 


t> = 49 + ce~' /s , (25) 

onde c é arbitrário. Para determinar c , colocamos os valores 
na condição inicial (22), t = 0 e v = 0, na Eq. (25), obtendo 


c = ^49, Logo, a solução do problema de valor inicial (21), 
(22) é 


v = 49(1 -e~' /5 ). (26) 

A Eq. (26) dá a velocidade do objeto em queda em qualquer ins¬ 
tante positivo (antes de atingir o chão, é claro). 

A Fig, 1.2,2 mostra gráficos da solução (25) para diversos 
valores de c, com a solução (26) destacada por uma linha mais 
grossa. É evidente que todas as soluções tendem à solução de 
equilíbrio v = 49. Isso confirma as conclusões a que chegamos 
na Seção 1.1 através da análise dos campos de direção nas Figs, 
LI ,2 e 1.13. 



Para encontrar a velocidade do objeto quando ele atinge o solo, 
precisamos saber o instante do impacto. Em outras palavras, pre¬ 
cisamos saber quanto tempo leva para o objeto cair 300 rn. Para 
isso, observamos que a distância x percorrida pelo objeto está 
relacionada à sua velocidade pela equação v = dxfdt, ou 

— =49(l-*r f/5 ). (27) 

dt 

Portanto, integrando a Eq. (27), obtemos 

x = 49 1 + 245e~ r/s + c. (28) 

onde c é uma constante de integração arbitrária. O objeto come¬ 
ça a cair em / = 0, de modo que sabemos que x = 0 quando t = 


0. Da Eq. (28), segue que c = — 245, logo, a distância percorrida 
pelo objeto até um instante t é dada por 

x = 49r + 245e~ !/5 - 245. (29) 

Seja T o instante em que o objeto atinge o solo: então x = 300 quan¬ 
do í=T. Substituindo esses valores na Eq. (29), obtemos a equação 

49 T + 245e~ T/5 - 545 = 0. (30) 

O valor de T que satisfaz a Eq. (30) pode ser facilmente calculado 
aproximadamente usando-se uma calculadora científica ou um com¬ 
putador, com o resultado que T= 10,51 s. Nesse instante, a veloci¬ 
dade correspondente v r é encontrada, da Eq, (26). como sendo v 7 = 
43,01 m/s. O ponto (10,51; 43,01) está ilustrado na Fig. 1.2,2. 


Observações Adicionais sobre Modelagem Matemática . Até 
agora, nossa discussão de equações diferenciais esteve restrita a 
modelos matemáticos de um objeto em queda e de uma relação 
hipotética entre ratos do campo e corujas. A dedução desses 
modelos pode ter sido plausível, ou talvez até convincente, mas 
você deve lembrar que o teste decisivo de qualquer modelo ma¬ 
temático é se suas previsões coincidem com observações ou re¬ 
sultados experimentais, Não temos nenhuma observ ação da rea¬ 
lidade nem resultados experimentais aqui para comparação, mas 
existem diversas fontes possíveis de discrepância. 


No caso de um objeto em queda, o princípio físico subjacen¬ 
te (a lei do movimento de Newton) está bem estabelecido e é am¬ 
plamente aplicável. No entanto, a hipótese sobre a resistência do 
ar ser proporcional è velocidade não está tão comprovada. Mes¬ 
mo que essa hipótese esteja correta, a determinação do coefici¬ 
ente y de resistência do ar através de medidas diretas apresenta 
dificuldades. De fato, algumas vezes o coeficiente de resistên¬ 
cia do ar é encontrado indiretamente, por exemplo, medindo-se 
o tempo de queda de uma determinada altura e, depois, calcu¬ 
lando-se o valor de y que prevê esse tempo observado. 
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O modelo populacional dos ratos do campo está sujeito a di¬ 
versas incertezas. A determinação da taxa de crescimento r e da 
taxa predatória k depende de observações sobre populações re¬ 
ais, que podem sofrer uma variação considerável, A hipótese de 
que r e k são constantes também pode ser questionada. Por exem¬ 
plo, uma taxa predatória constante toma-se difícil de sustentar 
se a população de ratos do campo toma-se menor, Além disso, o 
modelo prevê que uma população acima do valor de equilíbrio 
cresce exponencialmente, ficando cada vez maior. Isso não pa¬ 
rece estar de acordo com a observação sobre populações reaís; 
veja a discussão adicional sobre dinâmica populacional na Se¬ 
ção 2.5. 

Se as diferenças entre as observações e as previsões de um 
modelo matemático forem muito grandes, então é necessário 
refinar o modelo, fazer observações mais cuidadosas, ou ambas 
as coisas. Sempre hã uma troca entre precisão e simplicidade. 
Ambas sâo desejáveis, mas um ganho em uma delas envolve, em 
geral, uma perda na outra. No entanto, mesmo se um modelo 
matemático estiver incompleto ou for um tanto impreciso, ele ain¬ 
da pode ser ütil para explicar características qualitativas do pro¬ 
blema sob investigação, Ele pode, também, dar resultados 
satisfatórios em algumas circunstâncias e não em outras. Portanto, 
você deve sempre usar seu julgamento e bom senso na constru¬ 
ção de modelos matemáticos e ao usar suas previsões. 


Problemas 


#2 L 




2 , 


3. 


Resolva cada um dos problemas de valor inicial a seguir e de¬ 
senhe os gráficos das soluções para diversos valores de y 0 . 
Depois descreva, em poucas palavras, as semelhanças, ou di¬ 
ferenças, entre as soluções. 

(a) dy/dt = ~y+5, y(0) = j> 0 

(b) dy/dt = -2y +5, >'(0)=.v 0 

(c) dy/dt = -2y + W, y(0) = y 0 

Siga as instruções do Problema 1 para os problemas de valor 
iniciai a seguir: 

(a) dy/dt = v - 5, v(0) = y fl 

(b) dyfdt — 2y 5, v(0) = v 0 

(c) dy/dt = 2y - 10. y(0) = v Q 

Considere a equação diferencial 


dy/dt — — ay -\- b , 

onde a e h são numeros positivos, 

(a) Resolva a equação diferencial. 

(b) Esboce a solução para diversas condições iniciais diferentes. 

(c) Descreva como as soluções mudam sob cada uma das se¬ 
guintes condições: 

i. a aumenta: 

ii. h aumenta: 

iii. a e b aumentam, mas a razão bfa permanece constante. 

4. Considere a equação diferencial dy/dt = ay — b. 

(a) Encontre a solução de equilíbrio Y t . 

(b) Seja T(r) = y — _v e ; então 7(0 é o desvio da solução de equi¬ 
líbrio. Encontre a equação diferencial satisfeita por Y(t). 

5. Coefic ie ntes 1 n deter min ad os. V amo s mo s trar u m modo dife - 
rente de resolver a equação 

dy/dt = ay - b. (i) 

(a) Resolva a equação mais simples 

dy/dt - ay , (ii) 

Chame a solução de y L (/), 


(b) Observ e que a única diferença entre as Eqs. (í) e (ii) é a cons¬ 
tante —b ua Eq. (i). Parece razoável, portanto, supor que as 
soluções dessas duas equações diferem apenas por uma cons^ 
tame, Teste essa hipótese tentando encontrar uma constante k 
tal que y — y,(Y) + k é uma solução da Eq. (i). 

(c) Compare sua solução em (b) com a dada no texto pelaEq. (17). 
Obs>: Esse método também pode ser usado em alguns casos em 
que a constante b é substituída por uma função g(t ), Depende 
de você ser capaz de preverá forma que a solução deve ter. Esse 
método é descrito em detalhe na Seção 3.6 em conexão com 
equações de segunda ordem. 

6 . Use o método do Problema 5 para resolver a equação 

dy/dt = -ay + b , 

7. A população de ratos do campo no Exemplo 1 sarisfaz a equa¬ 
ção diferencial 

dpjdt = 0 3p — 450. 

(a) Encontre o instante em que a população é extinta se p(0) = 
850. 

(b) Encontre o instante de extinção se p(0) = p 0 , onde 0 < p u < 
900. 

(c) Encontre a população inicial se a população é extinta em 1 
ano. 

8 . Considere uma população p de ratos do campo que crescem a 
uma taxa proporcional à população atual, de modo que dpidt ~ 
r P * 

(a) Encontre a taxa de crescimento r se a população dobra em 
30 dias. 

(b) Encontre r se a população dobra em N dias. 

9. O objeto em queda na Exemplo 2 satisfaz o problema de valor 
inicial 

dv/dt = 9$-(v/5), v(0)=0. 

(a) Encontre o tempo decorrido quando o objeto atinge 98% de 
sua velocidade-II mi te. 

(b) Qual a distância percorrida pelo objeto até o instante encon¬ 
trado no item (a)7 

10. Modifique o Exemplo 2 de modo que o objeto em queda não 
sofra resistência do ar, 

(a) Escreva o problema de valor inicial modificado. 

(b) Determine quanto tempo leva para o objeto atingir o solo. 
íc> Determine sua velocidade no instante de impacto. 

11 . Considere o objeto em queda de massa 10 kg no Exemplo 2, 
mas suponha que a resistência do ar é proporcional ao quadra¬ 
do da velocidade, 

(a) Se a velocidade-limite é 49 m/s (a mesma que no Exemplo 
2). mostre que a equação de movimento pode ser escrita como 

dv/dt = [(49 ) 2 - d 2 1/245. 

Veja, também, o Problema 25 da Seção 1.1. 

(b) Se r(0) — 0, encontre uma expressão para v(t) em qualquer 
instante f. 

(c) Taça os gráficos da solução encontrada em (b) e da solução 
(26) do Exemplo (2) no mesmo conjunto de eixos. 

(d) Baseado em seus gráficos do item (c), compare o efeito de 
uma resistência quadrática com uma linear. 

(e) Encontre a distância x(t) percorrida pelo objeto até o ins¬ 
tante t. 

(f) Encontre o tempo T necessário para que o objeto percorra 
300 metros. 

12. Um material radioativo, tal como um dos isótopos de tõrio, o 
tório-234. desintegra a uma taxa proporcional à quantidade pre¬ 
sente, Se < 2 (r) é a quantidade presente no instante í, então dQf 
dt = — rQ. onde r > 0 é a taxa de decaimento. 

(a) Se 100 mg de tório-234 decaem a 82,04 mg em 1 semana, 
determine a taxa de decaimento r. 

(b) Encontre uma equação para a quantidade de tório-234 pre¬ 
sente em qualquer instante l 
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(c) Encontre o tempo necessário para que o tório-234 decaia à 
metade da quantidade original. 

13. Â meia-vi da de um material radioativo é o tempo necessário para 
que uma quantidade desse material decaia à metade de sua quan¬ 
tidade original * Mostre que, para qualquer material radioativo que 
decaia de acordo com a equação Q ' = -rü, a meia-vida rea 
taxa de decaimento r estão relacionadas pela equação rr = ln 2 . 

14. O rádio-226 tem uma meia- vida de 1620 anos. Encontre o tempo 
necessário para que uma determinada quantidade desse mate¬ 
rial seja reduzida da quarta parte. 

15. De acordo com as leis do resfriamento de Newton (veja o Pro¬ 
blema 23 da Seção 1J), a temperatura u(t) de um objeto satis¬ 
faz a equação diferencial 

âujdt — — k(u — T ), 

onde Ti a temperatura ambiente constante e k é uma constante 
positiva. Suponha qtie a temperatura inicial do objeto é w(0) — % 

(a) Encontre a temperatura do objeto em qualquer instante f. 

(b) Seja t o instante no qual a diferença inicial de temperatura 
u Q - T foi reduzida à metade. Encontre a relação entre hr. 

16. Suponha que um prédi o perde calor de acordo com a leí do resfri¬ 
amento de Newton (veja o Problema 15) e que a taxa constante Jt 
tem o valor 0,15/h, Suponha que o interior está a uma temperatura 
de 70°F (cerca de 21 °C) quando hã uma falha no sistema de aque¬ 
cimento. Se a temperatura externa é 10°E (cerca de - 12°C), quanto 
tempo vai levar para a temperatura no interior chegar a 32°F (0°Q? 

17. Considere um circuito elétrico contendo um capacitou um 
resistor e uma bateria; veja a Fig. 1,2,3. A carga £?(/) no capa- 
citor satisfaz a equação 4 


onde R é a resistência, C a capacitância e V a voltagem cons¬ 
tante fornecida pela batería. 



R 

A/s/sr 


1F 

c 


) 


FIG. 1,2.3 O circuito elétrico do Problema 17, 


18. 


éi 


(a) Se Q(0) = 0. encontre Q(t) em qualquer instante t e esboce 
o gráfico de Q em função de í. 

(b) Encontre o valor-limite Q L para onde QU) tende após um 
longo peno d o de tempo. 

(c) Suponha que G(q) = Q L e que, no instante r = r,, a batería 
é removidae o circuito é fechado novamente. Encontre Q{t) para 
t > q e esboce seu gráfico. 

Um pequeno lago contendo 1,000.000 de galões (cerca de 
4,550.000 litros) de água não contém, inicialmeme. um produ¬ 
to químico indesejável (veja o Problema 21 da Seção 1,1). O 
lago recebe água contendo 0,01 g/gal a uma taxa de 300 gal/h e 
a água sai do lago à mesma taxa. Suponha que o produto quí¬ 
mico esteja distribuído uniformemente no lago. 

(a) Seja Q(f) a quantidade de produto químico no lago no ins¬ 
tante f. Escreva um problema de valor inicial para Q(t). 

(b) Resolva o problema no iiem ía) para Qíf). Quanto produto 
químico o lago terá ao final de I ano? 

(c) Ao final de 1 ano, a fome do produto químico despejado no 
lago é retirada: a partir daí, o lago recebe água pura e a mistura 
saí à mesma taxa de antes. Escreva o problema de valor inicial 
que descreve essa nova situação. 


(d) Resolva o problema de valor inicial do item (c). Qual a 
quantidade de produto químico que ainda permanece no lago 
após mais 1 ano (2 anos após o início do problema)? 

(e) Quanto tempo vai levar para que Q(t) seja igual a 10 g? 

(f) Faça o gráfico de Q(t) em função de t para í até 3 anos. 

19, Sua piscina, contendo 60.000 galões (cerca de 273,000 litros) 

de água, foi contaminada por 5 kg de uma tinta não tóxica que 
deixa a pele de um nadador com uma cor verde nada atraente. 
O sistema de filtragem da piscina pode retirar a água, remover 
a tinta e devolver água para a piscina a uma taxa de 200 gal/ 
min, 

(a) Escreva o problema de valor inicial para o processo de 
filtragem; seja q(t) a quantidade de tinta na piscina em qual¬ 
quer instante r. 

(b) Resolva o problema encontrado em (a), 

(c) Você convidou diversas dúzias de amigos para uma festa 
em tomo da piscina que está marcada para começar em 4 ho¬ 
ras. Você já verificou que o efeito da tinta é imperceptível se a 
concentração é menor do que 0,02 g/gal. Seu sistema de 
filtragem é capaz de reduzir a concentração de tinta a esse ní¬ 
vel dentro de 4 horas? 

(d) Encontre o instante T em que a concentração de tinta alcan¬ 
ça, pela primeira vez. o valor de 0,02 g/gal. 

(e) Encontre a taxa do fluxo de água que é suficiente para obter 
a concentração de 0.02 g/gal dentro de 4 horas. 


1.3 Classificação de Equações 
Diferenciais 


O objetivo principal deste livro é discutir algumas das proprie¬ 
dades de soluções de equações diferenciais e apresentar alguns 
dos métodos que se mostraram eficazes para encontrar soluções 
ou. em alguns casos, aproximá-las, Com o objetivo de fornecer 
uma estrutura organizacional para a nossa apresentação, vamos 
descrever, agora, diversas maneiras úteis de se classificar equa¬ 
ções diferenciais. 


Equações Diferenciais Ordinárias e Parciais. Uma das classi¬ 
ficações mais óbvias é baseada em se descobrir se a função des¬ 
conhecida depende de uma única variável independente ou de 
diversas variáveis independentes. No primeiro caso, aparecem 
na equação diferencial apenas derivadas simples e ela é dita equa¬ 
ção diferencial ordinária. No segundo caso, as derivadas são 
derivadas parciais e a equação é chamada de equação diferen¬ 
cial parcial. 

Todas as equações diferenciais discutidas nas duas seções 
precedentes são equações diferenciais ordinárias. Um outro 
exemplo de uma equação diferencial ordinária é 


L d _o^}_ + R d _fp_ + ?_ Q(t) = E(t) ' 

dr dr C 


(D 


para a carga £){/) em um capacitor em um circuito com 
capacitância C, resistência R e indutânda L: essa equação é 
deduzida na Seção 3.8. Exemplos típicos de equações diferenci¬ 
ais parciais são a equação de calor 


7 d u(x 7 t) 

r-— 

8x 2 


e a equação de onda 


dx 2 


Bu(x,t) 

dt 

d 2 u(xj) 

dt 2 


( 2 ) 


4 Essa equação resulta das Jeis de Kirchhoff, que sao discutidas, mais tarde, na Seção 3.8. 


( 3 ) 
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Aqui, ar e tr são cenas consiames físicas. A equação de calor 
descreve a condução de calor em um corpo sólido, e a equação 
de onda aparece em uma variedade de problemas envolvendo 
movimento ondulatório em sólidos ou fluidos . Note que nas Eqs. 
(2) e (3) a variável dependente u depende das duas variáveis in¬ 
dependentes x e t. 

Sistemas de Equações Diferenciais. Uma outra classificação de 
equações diferenciais depende do número de funções desconhe¬ 
cidas. Se existe uma única função a ser determinada, uma equa¬ 
ção é suficiente. Se existem, no entanto, duas ou mais funções 
que devem ser determinadas, precisamos de um sistema de equa¬ 
ções, Por exemplo, as equações de Lotka-Volíerra. ou equações 
predador-presa, são importantes em modelagem ecológica. Elas 
têm a forma 

dx/dt == ax — axy ^ 

dy/dt — -cy -f yxy , 

onde x(t) c y(t) são as populações respectivas das espécies presa 
e predadora. As constantes a, a, c e y são baseadas em observa¬ 
ções empíricas e dependem das espécies particulares em estudo. 
Sistemas de equações são discutidos nos Caps. 7 e 9: em parti¬ 
cular, as equações de Lotka-Volterra são examinadas na Seção 
9.5. Não é fora do comum, em algumas áreas, encontrar siste¬ 
mas muito grandes contendo centenas, ou até milhares de equa¬ 
ções. 


Ordem, A ordem de uma equação diferencial é a ordem da de¬ 
rivada de maior ordem que aparece na equação. As equações nas 
seções anteriores são todas de primeira ordem, enquanto a Eq. 
(1) é uma equação de segunda ordem. As Eqs. (2) e (3) são equa¬ 
ções diferenciais parciais de segunda ordem. Mais geralmente, 
a equação 

F[t . u(t), u'(t ).u (n) (r)] = 0 (5) 

é uma equação diferencial ordinária de ordem n. A Eq. (5) ex¬ 
pressa uma relação entre a variável independente / e os valores 
da função u e de suas n primeiras derivadas, u\.... u [m . É con¬ 
veniente, e usual, substituir u(t) por v e n'(í), w"(f>. (t) por 

y\y\ . ..* y trt K Assim, aEq, (5) fica 

F(t, y, y . v <n) ) = 0 . (6) 

Por exemplo, 

y m + 2JyP + yy* =t 4 (7) 

ê uma equação diferencial de terceira ordem para y = «(/). Al¬ 
gumas vezes, outras letras serão usadas no lugar de t e y para as 
variáveis independentes e dependentes; o significado deve ficar 
claro pelo contexto. 

Vamos supor que é sempre possível resolver uma equação 
diferencial ordinária dada para a maior derivada, obtendo 

y {n) = f{t, y ,y',y" .(8) 

Estudaremos apenas equações da forma (8). A razão principal 
disso é evitar ambigüidades que possam aparecer, já que uma 
única equação da forma (ó) pode corresponder a diversas equa¬ 
ções da forma (8). Por exemplo, a equação 

y a + ty f + 4v = 0 (9) 

leva a duas equações. 



Equações Lineares e Não-Lineares* Uma classificação crucial 
de equações diferenciais é se elas são lineares ou não. A equa¬ 
ção diferencial 

F{t , y, y\ -- -, y in) ) — 0 

é dita linear se F é uma função linear das variáveis y, y* . y Án> ; 

uma definição análoga se aplica às equações diferenciais parciais. 
Assim, a equação diferencial ordinária linear geral de ordem n é 

a 0 (r)y {a} +a } (t)y in - {) ~j-h & u (t)y — g{t ). (11) 

A maioria das equações que vimos até agora neste livro são li¬ 
neares; exemplos são as equações nas Seções 1,1 e 1,2 que des¬ 
crevem um objeto em queda e a população de ratos do campo. 
Analogamente, nesta seção, a Eq. (1) é uma equação diferencial 
ordinária linear e as Eqs, (2) e (3) são equações diferenciais par¬ 
ciais lineares, Uma equação que não é da forma (! 1) é uma equa¬ 
ção não-linear. A Eq, (7) é não-linear devido à expressão yy '. 
Analogamente, cada equação no sistema (4) é não-linear, por cau¬ 
sa de expressões envolvendo o produto xy. 

Um problema físico simples que leva a uma equação diferen¬ 
cia] não-linear é o problema do pêndulo. O ângulo 9 que um pên¬ 
dulo de comprimento L oscilando faz com a direção vertical (veja 
aFig. 1.3.1) satisfaz a equação 

^-4 + — sen0 = 0, (12) 

dt l L 

cuja dedução está delineada nos problemas de 29 a 31. A pre- 
sença da parcela envolvendo sen 6 faz com que a Eq, (12) seja 
não-linear. 

A teoria matemática e os métodos para resolver equações line¬ 
ares estão bastante desenvolvidos. Em contraste, a teoria para equa¬ 
ções não-lineares é mais complicada e os métodos de resolução 
são menos satisfatórios. Em vista disso, ê auspicioso que muitos 
problemas significativos levam a equações diferenciais ordinári¬ 
as lineares ou que podem ser aproximadas por equações lineares. 
Por exemplo, para o pêndulo, se o ângulo 9 for pequeno, então sen 
9= 9 e a Eq. (12} pode ser aproximada pela equação linear 


—? + yS = 0 . 

dl 1 L 


Esse processo de aproximar uma equação não-linear por uma 
linear é chamado de Linearização e é extremamente útil para tra¬ 
tar equações não-lineares, Apesar disso, existem muitos fenôme¬ 
nos físicos que não podem ser representados adequadamente por 
equações lineares. Para estudar esses fenômenos é imprescindí¬ 
vel lidar com equações não-lineares. 

Em um texto elementar, é natural enfatizar as partes mais sim¬ 
ples e diretas do assunto. Portanto, a maior parte deste livro trata 
de equações lineares e diversos métodos paia resolvê-las. No 



1 t 


mg 

FIG, L3.1 Um pêndulo oscilando. 
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entanto, os Caps, 8 e 9, assim como partes do Cap. 2, conside- Se supusermos que uma equação diferencial dada tem pelo 
ram equações não-lineares. Sempre que for apropriado, vamos menos uma solução, uma segunda questão natural se apresenta, 

observar por que as equações não-lineares são, em geral, mais a saber, quantas soluções ela tem e que condições adicionais 

difíceis e por que muitas das técnicas úteis na resolução de equa- devem ser especificadas para se obter uma ti nica solução. Essa é 

çôes lineares não podem ser aplicadas às equações não-lineares, a questão de unicidade . Em geral, soluções de equações diferen¬ 

ciais contêm uma ou maís constantes arbitrárias, como a sol u- 
Soluçves. Uma solução da equação diferencial ordinária (8) no ção (16) da Eq. (15). A Eq. {16) representa uma infinidade de 

intervalo a < r < fté uma função ó taí que éé*\ ... * dT' exis- funções, correspondendo à infinidade de escolhas possíveis para 

tem e satisfazem a constante c, Como vimos na Seção ! ,2, se p for especificado 

em um instante t. essa condição determina um valor para c : mes- 
0(0 = /[ri 4>(th 0/0,.. -, 4> [n ~ x \t)] { 14) mo assim, não descartamos a possibilidade de que possam exis- 

para todo t em a < t < p. A menos que expl ícitado o contrário, tir ° u * as solu ^ es da ^ (• 5) P^a as quais p tem o valor espe- 

vamos supor que a função/na Eq. (8) toma valores reais e que cl Ecado no instante t dado, Essa questão de umctdade também 

estamos interessados em encontrar soluções reais v - <fc t). tem ‘mplieaçOes práticas. Se formos suficientemente felizes para 

Encontramos, na Seção 1.2. soluções de determinadas equa- encontrar uma solução de um problema dado e se soubermos que 

çôes por um processo de integração direta. Por exemplo, vimos 0 P roblema tem uma única solu e ao - então Piemos ter certeza 
que a equação * de que resolvemos completamente o problema* Se existem ou¬ 

tras soluções, talvez devamos continuar procurando. 

dp _ q _ ^ Uma terceira questão importante é: dada uma equação dife¬ 
rí — P rencial deforma (8), podemos determinar, de fato, uma solução? 

tem solução E, se for esse o caso, como? Note que, se encontrarmos uma 

solução da equação dada, respondemos, ao mesmo tempo, a 
p — 900 + ce l/1 w (16) questão de existência de solução. No entanto, sem conhecer a 

, , , , - , . ,, . _ * _ ., teoria de existência poderiamos, por exemplo, usar um compu- 

onde c e uma constante arbitraria. Muitas vezes nao e tao facil em ^ , . ; 

■t -r j _ ■ vt - tador para encontrar uma aproximacao numérica para uma so¬ 
ez ontrar soluçoes de equações diferenciais. No entanto, se voce en- , „ ri - . A ‘ , J , 1 * * 

, 1-1 - i p' Iiicao que nao existe. Por outro lado, mesmo sabendo que a 

contrar uma funcao que pode ser solução de uma equaçao direren- f n . * * , , , j 

■1 ; , r , solução existe, pode nao scr possível expressa-la em termos das 

ciai dada. e muito fácil, em geral, verificar se a função é de fato so- r i , h ~ .. 

. - - , , 1 unções elementares usuais—- tu ncoes polinomiais, tnsonome- 

luçao; basta substituir a função na equaçao. Por exemplo, dessa - - . , * . 

T .. r - ti * ! - i tricas, exponenciais, loeantmicas e hiperbólicas, Infelizinente, 

maneira e tacil mostrar que a função v L (í) = cos t e uma solução dc , 7 ® K ^ . 

^ * * essa e a sim açao para a maioria das equações diferenciais. As- 

y* q. y — q ^J) sim* discutimos tanto métodos elementares que podem scr usa¬ 

dos para se obter soluções de determinados problemas relativa- 
para todo t. Para confirmar isso, note que >/(f) = -sen / e mente simples, como, também, métodos de natureza mais geral 
y/V) = ^cos t: temos, então, y/'(f) + Vi(f) — 0. Da mesma for- que podem ser usados para sc aproximar soluções de problemas 
ma, é fácil mostrar que y 2 (t) = sen t também é solução da Eq. (17). niais difíceis. 

E claro que isso nao é um modo satisfatório de resolver a maioria 

das equações diferenciais Já que existe um número grande demai s Uso de Computadores em Equações Diferenciais , Um com puta- 
de funções possíveis para que se tenha alguma chance de encon- dor pode ser uma ferramenta extremamente útil no estudo de equa- 
trar a função correta aleatoriamente. Dc qualquer modo, você deve ções diferenciais. Há mui tos anos os computadores têm sido uri li- 
compreender que é possível verificar se qualquer solução propos- zados para executar algoritmos numéricos, como os descritos no 
ta está correra substituindo-a na equação diferencial Paia qualquer Cap, 8, que constroem aproximações numéricas para soluções de 
problema importante para você, essa pode ser uma verificação útil equações diferenciais, Esses algoritmos foram refinados a um ní- 
e você deve transformar essa verificação em hábito. vel extremamente alto de generalidade e eficiência. Algumas pou¬ 

cas linhas de código* escritas em uma linguagem de programação 
Algumas Questões Relevantes. Embora tenhamos sido capazes de de alio nível e executadas (em alguns segundos, frequentemente) 
verificar que determinadas funções simples são soluções das Eqs. em um computador relati vamente barato, sao suficientes para apro- 
(15) e (17), não temos, em geral, tais soluções disponíveis. Uma ximar, com bastante precisão, soluções de um amplo espectro de 
questão fundamental, então, é a seguinte: uma equação da forma f 8) equações diferenciais, Rotinas mais sofi Stic adas também estão dis- 
sempre tem solução ? A resposta é ”não" Escrever* simplesmente, poníveis com facilidade. Essas rotinas combinam a habilidade de 
uma equação da forma (8) não significa, necessariamente, que existe Lratar si stemas muito grandes e compi içados com diversas earac- 
uma função y =0(0 que a satisfaça. Como podemos saber, então, teristicas de diagnósticos, que alertam o usuário quanto a proble- 
se uma determinada equação tem solução? Essa é a questão de exis- mas possíveis à medida que vão sendo encontrados, 
tênvia de solução e é respondida por teoremas que afirmam que. sob A saída usual de um algoritmo numérico é uma tabela de 

certas condições sobre a função/na Eq. (8), a equação sempre tem numeros, listando valores selecionados da variável independen- 
solução. Essa não é, no entanto, uma preocupação puramente mate- te e os valores correspondentes da variável dependente. Com 
mátiea por, pelo menos, duas razões. Se um problema não tem so- programas apropriados, é fácil mostrar graficamente a solução 
luçao* gostaríamos de saber disso antes de investir tempo e esforço de uma equação diferencial, quer ela tenha sido obtida numeri- 
na tentativa de resolvê-lo, Além disso* se um problema físico razo- camente ou como resultado de um procedimento analítico dc 
ável está sendo modelado matematicamente por uma equação dlfe- alguma espécie. Tais apresentações graficas são, com freqüên- 
rencial, então a equação deveria ter solução. Se não tiver, presume- cia, maís claras e úteis para a compreensão e interpretação da 
se que há algo de errado com a formulação. Nesse sentido, o enge- solução de uma equação diferencial do que uma tabela de núme- 
nheíro ou cientista pode verificar se o modelo matemático é válido, ros ou uma fórmula analítica complicada. Existem diversos paco- 
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tes de programas especiais no mercado, muito bem construídos 
e rei ativam ente baratos, para a investigação gráfica de equações 
diferenciais, A ampla disponibilidade de computadores pesso¬ 
ais tomou acessíveis para os estudantes poderosas capacidades 
computacional e gráfica. Você deve considerar* dependendo de 
suas circunstâncias, como aproveitar melhor os recursos com¬ 
putacionais disponíveis. Você certamente achará isso instrutivo. 

Um outro aspecto da utilização de computadores bastante 
relevante para o estudo de equações diferenciais é a disponibili¬ 
dade de pacotes gerais extremamente poderosos que podem efe¬ 
tuar uma gama muito grande de operações matemáticas. Entre 
esses estão o Maple , o Mafkematica e o MÁTLAB, cada um dos 
quais pode ser usado em diversos tipos de computadores pesso¬ 
ais ou estações. Todos esses três programas podem executar cál¬ 
culos numéricos extensos e têm facilidades gráficas versáteis, O 
Maple e o Mathematica também têm capacidades analíticas muito 
grandes* Por exemplo, podem executar passos analíticos neces¬ 
sários para a resolução de equações diferenciais, muitas vezes 
em resposta a um único comando. Qualquer pessoa que espera 
tratar equações diferenciais de um modo mais do que superficial 
deve se tomar familiar com pelo menos um desses produtos e 
explorar de que maneiras pode ser usado. 

Para você* estudante, esses recursos computacionais afetam 
a maneira de estudar equações diferenciais. Para se tomar confi¬ 
ante no uso de equações diferenciais* é essencial compreender 
como os métodos de solução funcionam* e essa compreensão é 
obtida, em parte, fazendo-se um número suficiente de exemplos 
detalhadamente. No entanto, você deve planejar, após algum trei¬ 
no, delegar, tanto quanto possível, os detalhes de rotina (muitas 
vezes repetitivos) a um computador* enquanto você presta mais 
atenção à formulação correta do problema e à interpretação da 
solução* Nosso ponto de vista é que você deve sempre tentar usar 
os melhores métodos e ferramentas disponíveis para cada tare¬ 
fa. Em particular, você deve tentar combinar métodos numéri¬ 
cos. gráficos e analíticos de modo a obter a maior compreensão 
possível sobre o comportamento da solução e dos processos sub¬ 
jacentes que o problema modela. Você deve se lembrar* também, 
de que algumas tarefas são executadas melhor com lápis e pa¬ 
pel, enquanto outras necessitam de uma calculadora ou um com¬ 
putador. Muitas vezes é necessário ter bom senso para selecio¬ 
nar uma combinação equilibrada. 


Problemas 


Nos problemas de 1 a 6 * determine a ordem da equação diferencial e 
diga se ela é linear ou não-linear. 


1. 

2 . 


2 d"y dy 

t —y + í— 4- 2 y = sen/ 
dr dt 


2 As dy 

(í + y ) ~r 4 / —— 
dr di 


4 y = 


d4 y di y d 2 y 

di 4 + 0 + dt 2 



i 


4. 0 
dt 

d 2 v 

5 . —j 4 sen(f 4>0 = sen/ 
dr 


d 3 y 


dy 


—f + /-f- 4(cos /)v = t 
dr dt 


Nos problemas de 7 a 14, verifique que cada função dada é uma so¬ 
lução da equação diferencial. 


7* 

y" — y = 0 ; 

}',(.!) = e\ 

y 2 (.t) = 

coshí 

8 . 

/'+2/-3y = < 

D: }’! (f) = e 

~ 3f . y 2 (t) = 

e f 

9. 

ty - y = f 2 ; 

y = 3f + 1 

2 


10 , 

4r 

4 S 

OJ 

Vj 

il 

f; y l (0 = 

í/ 3, y 2 (í) 

= e~' 4 - r/3 

1 1 . 

2/V4 3/v — y = 

0 , f > 0 ; 

y,{í) - t' r \ 

y 2 (f) = r _1 

12 . 

ry f/ 5ry J 4 4 y = 

= 0 , t> 0 : 

y t (/) = t~ 2 . 

y 2 (() = r 2 lnf 

13. 

y ff 4 y “ sec/* 

0 < t < tt/ 2 ; 

y = (cos/) 

ln cosf + / sen t 

14. 

y’ — 2 /y = 1 ; 

y = e r f e~ 

J 0 

ãs 4 e r 



Nos problemas de 15 a 18* determine os valores de r para os quais a 
equação diferencial dada tem uma solução da forma y = e n . 

15. /42 ? =0 

16. /' - y = 0 

17. /' + / - 6v = 0 
18* /"-3/42/ = 0 

Nos problemas 19 e 20, determine os valores de r para os quais a equa¬ 
ção diferencial dada tem uma solução da forma v - f para / > 0. 

19. ry" + 4/y' + 2y = 0 

20. f V - 4ty' 4 4y = 0 

Nos problemas de 21 a 24, determine a ordem da equação diferenci¬ 
al parcial dada e diga se ela é linear ou não-linear. Derivadas parci¬ 
ais são denotadas por índices. 

21 - U xx + "vv + - 0 

22 . u xi + u tv + uu x + uu y + u = 0 

23 - + 2u *w + “yyyy = 0 

24. u, -f- uu x = 1 + «„ 

Nos problemas de 25 a 28. verifique que cada função dada é uma 
solução da equação diferencial. 

25. u xx 4 u yy — 0; 

u , (x, y) ™ cosjr cosh y* u 2 (x, y) — ln(x 2 4 y 2 ) 

26. a 2 u xx = u t ; 

u { (jc, f) — éT u ' senx, /) = e~ a x 1 sen kx, 

i k uni a c o n stante real 

27 - a \*=“,r 

r) = senA.v senÀa/, íí 2 (jc,/) = sen(x — at)< 

„ 2 k uma constante real 

28. a u xx = u t \ 

U — (3T//) 1/2 £^~ /4 " 2f , / > 0 

29. Siga os passos indicados aqui para deduzir a eqiEaçao de movi¬ 
mento de um pendulo, Eq, (12) no texto. Suponha que a barra 
do pêndulo é rígida e sem peso. que a massa é pontual e que 
não existe atrito ou resistência em algum ponto do sistema. 

(a) Suponha que a massa está em uma posição deslocada arbi¬ 
trária, indicada pelo ângulo d. Desenhe um diagrama mostran¬ 
do as forças que agem sobre a massa, 

(b) Aplique a lei do movimento de Newton na direção tangen¬ 
cial ao arco circular sobre o qual a massa se move. Então* a força 
de tensão sobre a barra nao aparece na equação. Note que é ne¬ 
cessário encontrar a componente da força gravitacional na di¬ 
reção tangencial. Note, também, que a aceleração linear (para 
diferencia- la da aceleração angular) é IxPOfdt 2 ^ onde Léo com¬ 
primento da barra. 

(c) Simplifique o resultado obtido no item (b) para obter a Eq. 
(12) do texto. 
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(b) Mostre que a energia potencial V do pendulo, em relação ã 
sua posição de repouso, é 

V - mgL{ 1 - cosG). 

(c) Pelo princípio de conservação de energia, a energia total 
E = T + V é constante. Calcule dEÍ dt, iguale a zero e mostre 
que a equação resultante pode ser reduzida à Eq, (12), 

31. Uma terceira dedução da equação do pêndulo depende do prin¬ 
cípio do momento angular: a taxa de variação do momento 
angular em tomo de um ponto é igual ao momento externo to¬ 
tal em tomo do mesmo ponto. 

(a) Mostre que o momento angular M em torno do ponto de 
apoio é dado por M — mUdB/dt, 

(b) Iguale dM/dt ao momento da força gravitacional e mostre 
que a equação resultante pode ser reduzida à Eq, í12), Note que 
os momentos positivos são no sentido trigonométrico. 


1.4 Notas Históricas 

Sem saber alguma coisa sobre equações diferenciais e métodos 
para resolvê-las é difícil apreciar a história desse ramo impor¬ 
tante da matemática. Além disso, o desenvolvimento das equa¬ 
ções diferenciais está intimamente ligado ao desenvolvimento 
geral da matemática e não pode ser separado dele. Apesar disso, 
para fornecer alguma perspectiva histórica, vamos indicar aqui 
algumas das tendências principais na história desse assunto e 
identificar os matemáticos atuantes no período inicial de desen¬ 
volvimento que mais se destacaram. Outras informações histó¬ 
ricas estão contidas em notas de rodapé ao longo do livro e nas 
referências listadas ao final do capítulo. 

As equações diferenciais começaram com o estudo de cálculo 
porlsaac Newion (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646- 
1716) durante o século XVU. Newton cresceu no interior da Ingla¬ 
terra, foi educado no Trinity College. em Cambiídge, e se tornou 
Professor de Matemática, na cadeira Lucasian, em 1669. Suas des¬ 
cobertas sobre o cálculo e as leis da mecânica datam de 1665, Elas 
circularam privadamente entre seus amigos, mas Newton era muito 
sensível a críticas e só começou a publicar seus resultados a partir 
de 1687, quando apareceu seu livro mais famoso, Phitosophiae 
Naturalis Principia Mathemaüca. Embora Newton tenha atuado 
relativamente pouco na área de equações diferenciais propriamente 
dita, seu desenvolvimento do cálculo e a elucidação dos princípios 
básicos da mecânica forneceram a base para a aplicação das equa¬ 
ções diferenciais no século XVEU. especialmente por Euler. Newton 
classificou as equações diferenciais de primeira ordem de acordo 
com as formas dyídx = fix\ dyfdx = fiy) e dy/dx Ele de¬ 

senvolveu um método paia resolver a filtima equação, no caso em 
queyfjc, v) é um polinómio em.vey, usando séries infinitas. Newton 
parou de fazer pesquisa matemática no início da década de 1690, 
exceto pela solução de “problemas desafiadores" ocasionais e pela 
revisão e publicação de resultados obtidos anteriormente. Foi no¬ 
meado Warden of the British Mint {responsável pela Casa da Mo¬ 
eda britânica) em 1696 e pediu demissão da sua posição de pro¬ 
fessor alguns anos depois. Recebeu o título de cavaleiro em 1705 
e, após sua morte, foi enterrado na capela de Westminster. 


Leibniz nasceu em Leipzig e completou seu doutorado em fi¬ 
losofia na Universidade de Altdorf quando tinha 20 anos. Ao 
longo de sua vida, engajou-se em atividades acadêmicas em di¬ 
versos campos diferentes. Era basicamente autodidata em mate¬ 
mática, jã que seu interesse no assunto desenvolveu-se quando 
linha vime e poucos anos. Leibniz chegou aos resultados funda¬ 
mentais do cálculo independentemente, embora um pouco de¬ 
pois de Newton, mas foi o primeiro a publicá-los, em 1684. 
Leibniz compreendia o poder de uma boa notação matemática, 
e a nossa notação para derivada, dyídx, e o sinal de integral são 
devidos a ele. Descobriu o método de separação de variáveis 
(Seção 2.2) em 1691, a redução de equações homogêneas a equa¬ 
ções separáveis (Seção 2.2, Problema 30) em 1691 e o procedi¬ 
mento para resolver equações lineares de primeira ordem (Se¬ 
ção 2.1) em 1694, Passou sua vida como embaixador e conse¬ 
lheiro de diversas famílias reais alemãs, o que permitiu que via¬ 
jasse muito e mantivesse uma correspondência, extensa com ou¬ 
tros matemáticos, especialmeme os irmãos Bemoulli. No decor¬ 
rer dessa correspondência, foram resolvidos muitos problemas 
em equações diferenciais durante a parte final do século XVII. 

Os irmãos Jakob (1654-1705) e Johann (1667-1748) 
Bemoulli, de Base], fizeram muito sobre o desenvolvimento de 
métodos para resolver equações diferenciais e para ampliar o 
campo de suas aplicações, Jakob tomou-se professor de mate¬ 
mática em Baseí em 1687, e Johann foi nomeado para a mesma 
posição quando seu irmão faleceu, em 1705. Ambos eram 
briguemos, ciumentos e estavam freqíientemente envolvidos em 
disputas, especial mente entre si. Apesar disso, ambos fizeram 
contribuições significativas em diversas áreas da matemática. 
Com a ajuda do cálculo, resolveram diversos problemas em 
mecânica, formulando-os como equações diferenciais. Por exem¬ 
plo, Jakob Bemoulli resolveu a equação diferencial y 1 = [cd! 
(b 2 y “ em 1690 e. no mesmo artigo, usou pela primeira 
vez a palavra “integral" no sentido moderno. Em 1694, Johann 
Bemoulli foi capaz de resolver a equação dy/dx = ylax. Um pro¬ 
blema que ambos os irmãos resolveram e que gerou muito atrito 
entre eles foi o problema da braquistócrona (veja o Problema 
32 da Seção 2,3), O problema da braquistócrona foi resolvido, 
também, por Leibniz, New ton e pelo Marquês de L' HôpitaL Diz- 
se, embora sem comprovação, que Newton soube do problema 
no final da tarde de um dia cansativo na Casa da Moeda e que o 
resolveu naquela noite após o jantar. Ele publicou a.solução ano¬ 
nimamente mas, ao vê-la, Johann Bemoulli observou: “Ah, co¬ 
nheço o leão pela sua pata;' 

Daniel Bemoulli (1700-1782), filho de Johann, emigrou para 
São Petersburgo na juventude para se incorporar à Academia de 
São Petersburgo. recém-fundada, mas retomou a Basel em 1733 
como professor de botânica e. mais tarde, de física. Seus inte¬ 
resses eram. principalmente, em equações diferenciais e suas apli¬ 
cações. Por exemplo, é seu nome que está associado à equação 
de Bemoulli em mecânica dos fluidos. Foi, também, o primeiro 
a encontrar as funções que seriam conhecidas um século mais 
tarde como funções de Bessel (Seção 5.8). 

O maior matemático do século XVIII, Leonhard Euler (1707- 
1783). cresceu perto de Basel e foi aluno de Johann Bemoulli. 
Ele seguiu seu amigo Daniel Bemoulli, indo para São Petersburgo 
em 1727. Durante o resto de sua vida esteve associado à Acade¬ 
mia de São Petersburgo (1727-1741 e 1766-1783) e à Academia 
de Berlim (1741-1766). Euler foi o matemático mais prolífico 
de todos os tempos: suas obras completas enchem mais de 70 
volumes grossos. Seus interesses incluíam todas as áreas da 
matemática e muitos campos de aplicação. Embora tenha ficado 
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cego durante os 17 últimos anos de sua vida, seu trabalho conti¬ 
nuou no mesmo ritmo ate o dia de sua morte. Sua formulação 
matemática de problemas em mecânica e seu desenvolvimento 
de métodos para resolvê-los nos interessa particularmente aqui. 
Sobre o trabalho de Euler em mecânica, Lagrange disse ser “o 
primeiro trabalho importante no qual a análise é aplicada à eien- 
cia do movimento”- Entre outras coisas, Euler identificou a con¬ 
dição para que equações diferenciais de primeira ordem sejam 
exatas (Seção 2.6) em 1734-1735, desenvolveu a teoria de fato¬ 
res integrantes (Seção 2.6) no mesmo artigo e encontroo a solu¬ 
ção geral para equações lineares homogêneas com coeficientes 
constantes (Seções 34 , 3.4, 3.5 e 4.2) em 1743. Estendeu esse 
último resultado para equações não-homogêneas em 1750-1751. 
Começando em tomo de 1750, Euler usou, com frequência, sé¬ 
ries de potências (Cap. 5) para resolver equações diferenciais. 
Propôs, também, um procedimento numérico (Seções 2.7 e 8.1) 
em 1768-1769, fez contribuições importantes em equações di¬ 
ferenciais parciais e deu o primeiro tratamento sistemático do 
cálculo de variações. 

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) tomou-se professor de 
matemática em sua cidade natal. Turim, com 19 anos. Sucedeu 
Euler na cadeira de matemática na Academia de Berlim em 1766 
e foi para a Academia de Paris em 1787. Fde é mais conhecido 
pelo seu trabalho monumental Mécanique analytique, publica¬ 
do em 1788, um tratado elegante e completo sobre mecânica 
newtoníana. Em relação a equações diferenciais elementares, 
Lagrange mostrou, no período 1762-1765, que a solução geral 
de uma equação diferencial linear homogênea de ordem n é uma 
combinação linear de n soluções independentes (Seções 3.2.3.3 
e 4.1). Mais tarde, em 1774-1775, desenvolveu completam ente 
o método de variação dos parâmetros (Seções 3.7 e 4.4). Lagrange 
também é conhecido pelo seu trabalho fundamental em equações 
diferenciais parciais e cálculo dc variações. 

Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) viveu na Normandia 
quando menino, mas foi para Paris em 1768 e deixou, rapida¬ 
mente, sua marca nos meios científicos, sendo eleito para a Aca¬ 
demia de Ciências em 1773. Destacou-se. particularmente, no 
campo da mecânica celeste; seu trabalho mais importante. Trai té 
de mécanique céteste, foi publicado em cinco volumes entre 1799 
e 1825. A equação de Laplace é fundamental em muitos ramos 
da física matemática, e Laplace a estudou extensamente em co¬ 
nexão com a atração gravitacional, A transformada de Laplace 
(Cap. 6) recebeu o nome em sua homenagem, embora sua utili¬ 
dade na resolução de equações diferenciais só tenha sido reco¬ 
nhecida muito mais tarde. 

No frnal do século XVIII, muitos métodos elementares para 
resolver equações diferenciais ordinárias já tinham sido desco¬ 
bertos. No século XIX. iniciou-se a investigação de questões 


teóricas de existência e unicidade, assim como o desenvolvimento 
de métodos menos elementares, como os baseados em expansão 
em séries de potências (veja o Cap, 5), Esses métodos encontram 
seu ambiente natural no plano complexo. Por causa disso, eles 
foram estimulados pelo desenvolvimento mais ou menos simul¬ 
tâneo. que. de certa forma, estimularam, da teoria de funções 
analíticas complexas. As equações diferenciais parciais come¬ 
çaram. também, a ser estudadas íntensamente, à medida que se 
tomava claro seu papel crucial em física matemática. Com isso, 
muitas funções, soluções de certas equações diferenciais ordi¬ 
nárias, começaram a aparecer em muitas situações e foram estu¬ 
dadas exausti'vamente. Conhecidas, coletivamente, como funções 
transcendentais, muitas delas estão associadas a nomes de mate¬ 
máticos, incluindo Bessei, Legendre. Hermite, Chebyshev e 
Hankel, entre outros. 

As inúmeras equações diferenciais que resistiram a métodos 
analíticos levaram à investigação de métodos de aproximação 
numérica (veja o Cap. 8), Por volta de 1900 já haviam sido de¬ 
senvolvidos métodos efetivos de integração numérica, mas sua 
implementação estava severamente prejudicada pda necessida¬ 
de de se executar os cálculos a mão ou com equipamentos com¬ 
putacionais muito primitivos. Nos últimos 50 anos, o desenvol¬ 
vimento de computadores cada vez mais poderosos e versáteis 
aumentou muito a gama de problemas que podem ser investiga¬ 
dos, dc maneira efetiva, por métodos numéricos. Durante esse 
mesmo período, foram desenvolvidos integradores numéricos 
extremamente refinados e robustos, facilmente disponíveis. Ver¬ 
sões apropriadas para computadores pessoais tomaram possível, 
para os estudantes, a resolução de muitos problemas significati¬ 
vos, 

Uina outra característica das equações diferenciais no século 
XX foi a criação de métodos geométricos ou topológícos, espe- 
cíalmente para equações não-lineares. O objetivo é compreen¬ 
der. pelo menos qualitativamente, o comportamento de soluções 
de um ponto de vista geométrico, assim como analítico. Se há 
necessidade de maiores detalhes, isso pode ser obtido, cm geral, 
usando-se aproximações numéricas. O Cap, 9 contém uma in¬ 
trodução a esses métodos geométricos. 

Nos últimos anos, essas duas tendências se juntaram. Com¬ 
putadores e, especialmente, computação gráfica, trouxeram um 
novo ímpeto ao estudo de sistemas de equações diferenciais não- 
lineares, Foram descobertos fenômenos inesperados (Seção 9.8). 
como atratores estranhos, caos e fractais. que estão sendo inten¬ 
samente estudados e estão gerando novas e importantes idéias 
em diversas aplicações diferentes. Embora seja um assumo anti¬ 
go sobre o qual muito se sabe, as equações diferenciais na auro¬ 
ra do século XXI continuam uma fonte fértil de problemas fas¬ 
cinantes e importantes ainda não resolvidos. 


REFERÊNCIAS 


Programas de computador para equações diferenciais mudam muito rápido para se poder dar boas referências 
cm um livro como esse, Uma boa fonte dc informação são as seções Software Jteview e Computer Comer de The 
College Mathemancs Journal, publicado pela Malhemancai Associai ion of America. 

Existem muitos livros sobre o uso de sistemas de álgebra computacional, alguns dos quais enfatizam sua 
utilização em equações diferenciais. 

Para ler mais sobre a história da matemática, procure livros como os listados a seguir; 

Boyer, C B., and Mcrzbach, U. C. A History of Mmhematics (2nd ed,) (New York: Wiiey, 1989). 

Kline, M, h Mathematical Thought frvm Ancient to Modem Times (New York: Oxford University 
Press, 1972). 
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Um apêndice histórico útil sobre o desenvolvimento inicia] das equações diferenciais aparece em: 

Ince, E. L., Ordinary Differentíat Equations (London: Longmans, Green, 1927; New York- Dover 
1956). 

Uma fonte enciclopédica de informação sobre vidas e feitos de matemáticos do passado ê: 

Gillespie, C. C, ed., Dictionary ofScientific Biography (15 vols.) (New York: Scribner’s, 1971). 

Na Internet pode ser encontrada uma boa quantidade de informação histórica, Um excelente endereço é 
www-g ap.dcs.st-and,ac.uk/-hislory/BioIiidcx.íitml 

Esse sítio foi criado por John J* 0'Connor e Edmund E Robertson do Departamento de Matemática e Es¬ 
tatística da Universidade de St. Andrews, na Escócia. 




CAPITULO 


Equações Diferenciais de Primeira 
Ordem 


Este capítulo trata de equações diferenciais de primeira ordem, 

d) 

dt 

onde/é uma função de duas variáveis dada. Qualquer função 
diferenciável v = éir) que satisfaça essa equação para todo t em 
algum intervalo é dita uma solução, e nosso objetivo é determi¬ 
nar se tais funções existem e, caso existam, desenvolver méto¬ 
dos para encontrá-las. Infelizmente, para uma função arbitrária 
/* não existe método geral para resolver a equação em termos de 
funções elementares. Em vez disso, descreveremos vários mé¬ 
todos, cada um dos quais aplicável a determinada subclasse de 
equações de primeira ordem. As mais importantes delas são as 
equações lineares (Seção 2.1), as equações separáveis (Seção 2.2} 
e as equações exatas (Seção 2,6). As outras seções deste capítu¬ 
lo descrevem algumas das aplicações importantes de equações 
diferenciais de primeira ordem, introduzem a idéia de aproximar 
uma solução através de cálculos numéricos e discutem algumas 
questões teóricas relacionadas à existência e à unicidade de so¬ 
luções. A ultima seção inclui um exemplo de soluções caóticas 
no contexto de equações de diferença de primeira ordem, que têm 
alguns pontos importantes de semelhança com as equações di¬ 
ferenciais e são, sob certos aspectos, mais fáceis de estudar. 


2.1 Equações Lineares; Métodos dos 
Fatores Integrantes 

Se a função/na Eq. (1) depende línearmente da variável y„ en¬ 
tão a Eq. (1) é chamada de uma equação linear de primeira or¬ 
dem. Discutimos, nas Seções 1.1 e 1.2, um tipo restrito de equa¬ 
ções lineares de primeira ordem nos quais os coeficientes são 
constantes. Um exempio típico é 

^ = -ay + b, ( 2 ) 

ar 


onde a e b são constantes dadas. Lembre-se de que uma equação 
dessa forma descreve o movimento de um objeto em queda na 
atmosfera. Queremos, agora, considerar a equação linear de pri¬ 
meira ordem mais geral possível, que é obtida substituindo-se os 
coeficientes a e /; na Eq. (2) por funções arbitrarias de í. Escre¬ 
veremos, em geral, a equação linear de primeira ordem geral 
na forma 


dy 

dt 


+ p(Oy = g(0, 


(3) 


onde p e g são funções dadas da variável independente /. 

A Eq. (2) pode ser resolvida pelo método de integração dire¬ 
to dado na Seção 1.2. Isto é, se a # 0 e y ^ b/a, reescrevemos a 
equação na forma 


dyjdt 
y - (b/a) 


( 4 ) 


Depois, integrando, obtemos 

In jy — (b/a)\ = -at + C, 


da qual segue que a solução geral da Eq. (2) é 

y = (b/a) + ce~ a ', (5) 

onde c é uma constante arbitrária. 

Infelizmcnte. esse método direto de solução não pode ser usa¬ 
do para resolver a Eq. (3), de modo que precisamos usar um 
método diferente. O método que usaremos é devido a Leibniz; 
ele envolve multiplicar a equação diferencial (3) por uma deter¬ 
minada função p(t\ escolhida de modo que a equação resultan¬ 
te seja facilmente integrável. A função p(t) é chamada fator 
integrante, e a maior dificuldade do método é saber como 
encontrada. Vamos introduzir esse método em um exemplo sim¬ 
ples e depois mostrar como estendê-lo a outras equações linea¬ 
res de primeira ordem, incluindo a equação geral (3). 









Equações Di/erenaaís íte Primeira Ordem 


Exemplo 1 


Temos, então, que 


Resolva a equção diferencial 


Faça os gráficos de diversas soluções e encontre a solução parti- ou 
cular cujo gráfico contém o ponto (0, 1). 

O primeiro passo é multiplicar a Eq, (6) por uma função MO* MO = (13) 

indeterminada por enquanto, assim, ^ função fi(t) dada pela Eq. (13) é um fator integrante para a Eq. 

dy 1 1 ,. (6). Como não precisamos do fator integrante mais geral, esco- 

~dt + ~2 ~ ~2 lhemos c como sendo 1 na Eq, (13) e usamos MO = ^ 2r * 

Voltando à Eq, (6), multiplicamos pelo fator integrante e lL 
A pergunta agora é se podemos escolher MO de modo que a ex- para 0 ^ ter 

pressão à esquerda do sinal de igualdade na Eq. (7) seja reco¬ 
nhecível como a derivada de alguma função particular. Se esse for 
o caso, podemos integrar a Eq. (7), mesmo sem conhecer a função 
V. Para guiar a nossa escolha do fator integrante MO* note que a 
expressão à esquerda do sinal de igualdade na Eq. (7) contém duas 
parcelas e que a primeira é parte do resultado de derivar o produto 
MOy* Vamos tentar, então, determinar de modo que a expres¬ 
são à esquerda do sinal de igualdade na Eq, (7) seja a derivada de 
Comparando essa expressão com a fórmula de diferenciação 

—lí* (O v] = *i(f) — + - v, (8) Integrando aEq. (15), obtemos 


Pela escolha que fizemos do fator integrante, a expressão à es¬ 
querda do sinal de igualdade na Eq. (14) é a derivada de e 2 'y> de 
modo que a Eq. (14) fica 


observamos que as duas primeiras parcelas são iguais e que as segun¬ 
das também podem ficar iguais se escolhermos fi(t) de modo que 

MO _ 1 


onde c é uma constante arbitrária. Finalmente, ao resolver a Eq 
(16) para y, temos a solução geral da Eq. (6), a saber. 


Portanto, nossa procura por um fator integrante terá sucesso se 
encontrarmos uma solução da Eq, (9), Talvez você possa identifi¬ 
car ímediatamente uma função que satisfaça a Eq. (9): que função 
bem conhecida do cálculo tem uma derivada que é a metade da fun¬ 
ção original? De maneira mais sistemática, reescreva a Eq. (9) como 

dfi(t}/dr _ 1 


Para encontrar a solução cujo gráfico contém o ponto (0, l), 
fazemos t = 0 e v = I na Eq. (17 h obtendo 1 = (3/5) + c. Logo 
c = 2/5, e a solução desejada é 


que é equivalente a 


A Fig. 2,1.1 inclui os gráficos da Eq, (17) para diversos valo¬ 
res de c com um campo dc direções atrás. A solução cujo gráfi¬ 
co contém o ponto (0, 1) corresponde à curva mais grossa. 


InljLtU)! 


FIG. 2.1.1 Curvas integrais 
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Vamos estender o método dos fatores iniegrames a equações 
da forma 


Integrando a Eq. (21), vemos que 


onde a ê uma constante dada e g(t) é uma função dada. Proce¬ 
dendo como no Exemplo 1, vemos que o fator integrante /x(r) 
tem que satisfazer 


onde c é uma constante arbitrária. Podemos calcular a integrai 
na Eq. (22) e expressar a soiuçào v em termos de funções ele¬ 
mentares para muitas funções simples g(r ), como no Exemplo L 
No entanto, para funções mais complicadas g(t), precisamos dei¬ 
xar a solução em forma integral. Nesse caso 


em vez da Eq. (9). Logo o fator integrante é /x(r) = e^. Multipli 
cando a Eq, (19) por /i(r), obtemos 


Note que usamos s para denotar a variável de integração na Eq. 
(23) para distinguiria da variável independente / e escolhemos 
algum valor conveniente f 0 para o limite inferior de integração. 


Exemplo 2 


Resolva a equação diferencial 


onde usamos integração por partes no último termo da Eq, (26) 
Portanto, a solução geral da Eq. (24) é 


e faça o gráfico de diversas soluções. Discuta o comportamento 
das soluções quanto t —> 

A Eq, (24) é da forma (19) com a - - 2; logo, o fator imegrane 
é fí(t) = e Multiplicando a equação diferencial (24) por 
obtemos 


A Fig, 2. L2 mostra um campo de direções e gráficos da solução 
(27) para diversos valores de c. O comportamento das soluções 
para valores grandes de i é determinado pelo termo ce * Se c 
0, a solução cresce exponencialmente em módulo, tendo o mes¬ 
mo sinal que c. Assim, as soluções divergem quando; Fica mui¬ 
to grande. A fronteira entre as soluções que acabam Ficando po¬ 
sitivas e as que acabam ficando negativas ocorre quando c = 0. 
Substituindo c = 0 na Eq. (27) e fazendo t = 0, vemos que y - 
-7/4 é o ponto de separação no eixo dos v. Note que, para esse 


valor inicial, a solução é y - - - 
te, ao invés de exponencial mente. 


t ; ela cresce linearmen 


Integrando essa equação, temos 


FIG. 2.1,2 Curvas integrais para / — 2v — 4 — 
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Vamos voltar à equação linear de primeira ordem geral (3) T 
dy 

— + p(t ) v = g(t ), 
at 

onde p e g são funções dadas. Para determinar um fator integrante 
apropriado, multiplicamos a Eq. (3) por uma função p{t) ainda 
indeterminada, obtendo 

dy 

+ p(t)p(t)y - p(t)g(t). (28) 

Seguindo a mesma linha de dedução usada no Exemplo 1, vemos 
que a expressão à esquerda do sinal de igualdade na Eq. (28) é a 
derivada do produto p(t)y, desde que jw(í) satisfaça a equação 

da{t) 

= piOMO- ( 29 ) 

Supondo, temporariamente, que p(f) seja positiva» temos 


Escolhendo a constante arbitraria k como zero, obtemos a fun¬ 
ção mais simples possível para p, a saber, 

p(t) = exp j p{t)dt. (30) 

Note que p{t) é positiva para todo t, como supusemos. Voltando 
à Eq* 28, temos 

-r[p(t)y] = p(t)g(t). (31) 

at 

Portanto, 

(*(t)y = j n(t)g(t)dt +c, (32) 

onde c é uma constante arbitrária. Algumas vezes a integral na 
Eq. (32) pode ser calculada em termos de funções elementares, 
No entanto, isso não é possível em geral, de modo que a solução 
geral da Eq. (3 ) é 


e, portanto. 


dp{t)/dt 


= p(t). 


ln fi(t) = 



dt + k. 


= — r f 

M) 14 ' 


p(s)g(s)ds + c L 


(33) 


onde, mais uma vez, t„ é algum limite inferior de integração con¬ 
veniente. 


Exemplo 3 

Resolva o problema de valor inicial 

ty' + 2y = 4 t J . (34) 

>’(!) = 2. (35) 

Para determinar p(t) e g(t) corretamente, precisamos primei¬ 
ro reescrever a Eq. (34) na forma padrão (3). Temos 

/ + {2/í)v = 4r, (36) 

de modo que p(t) = 2!t e g(í) = 4 1. Para resolver a Eq. (36), cal¬ 
culamos, primeiro, o fator integrante p(t): 

p(t) = exp J j dt = e 2ln 1r| = r. 

Multiplicando a Eq. (36) por 0t) = F, obtemos 
t 2 y + 2 ty — (ryY = 4r\ 


e, portanto, 

r v — t 4 + c, 

onde c é uma constante arbitrária. Segue que 

y « t 2 + 4 (37) 

r 

é a solução geral da Eq* (34). A Fig. 2.1.3 mostra curvas inte¬ 
grais da Eq. (34) para diversos valores de c. Para satisfazer a 
condição inicial (35), precisamos escolher c = 1; logo, 

y=t 2 + f, t > 0 (38) 

é a solução do problema de valor inicial (34), (35). Esta solução 
aparece como uma curv a mais grossa na Fig. 2.13. Note que ela 
é ilimitada e é assintótica ao semi-eixo positivo dos y quando 



FIG* 2*1*3 Curvas integrais para ry r + 2y - 4í : . 
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t —> 0 pela direita. Esse é o efeito da descontinuidade infinita na 
origem do coeficiente p(t). A função y = ri + (l/r 2 ) para t < 0 
não é parte da solução desse problema de valor inicial. 

Esse é o primeiro exemplo no qual a solução deixa de existir 
para alguns valores de t. Mais uma vez, isso é devido à descon¬ 
tinuidade infinita de p(t) em / = 0, que restringe a solução ao 
intervalo 0 < / < *. 

Olhando novamente para a Fig. 2.1.3, vemos que algumas solu¬ 
ções (aquelas para as quais c > 0) são assintóticas ao semi-eixo po¬ 
sitivo dos y quando r —> 0 pela direita, enquanto outras (para as quais 
c < 0) são assintóticas ao semi-eixo negativo dos y. A solução cor¬ 


respondente a c = O.y = ri. permanece limitada e diferenciável em 
/ = 0. Se generalizarmos a condição inicial (35) para 

v(l ) = >’„. (39) 

então c = y 0 — 1 e a solução (38) fica 

y = t 2 + açi. t > 0. (40) 

Como no Exemplo 2, aqui também existe um valor crítico, a 
saber, y 0 = 1, que separa as soluções que se comportam de duas 
maneiras bem diferentes. 


Exemplo 4 

Resolva o problema de valor inicial 

2/ +ty = 2, (41) 

v( 0) = 1. (42) 

Primeiro divida a equação diferencial (41) por 2. obtendo 

y 1 4- (//2)y = 1. (43) 

Então p(t) = //2 e o fator integrante é p(t) = exp (ri/4). Agora 
multiplique a Eq. (43) por pÁj), de modo que 

e tZJA y + e r2,A y = e tl,A . (44) 

A expressão à esquerda do sinal de igualdade na Eq. (44) é a 
derivada de e tVA y; logo, integrando a Eq. (44). obtemos 

£'2/4 y _ J e tV4 rfj _|_ c ( 45 ) 

A integral na Eq. (45) não pode ser calculada em termos das fun¬ 
ções elementares usuais, de modo que não calculamos a integral. 
No entanto, escolhendo o limite inferior de integração como sen¬ 
do o ponto inicial / = 0, podemos substituir a Eq. (45) por 

£'2/4 y = f e iVA ds + c, (46) 

J o 


onde c é uma constante arbitrária. Segue então que a solução geral 
da Eq. (41) é dada por 

y = e~ l2,A f e s2/A ds 4- ce~ t2JA . (47) 

J 0 

A condição inicial (42) implica emc= 1. 

O objetivo principal deste exemplo é ilustrar que, algumas 
vezes, a solução tem que ser deixada em forma integral. Em ge¬ 
ral, isso é apenas uma pequena inconveniência, não um obstácu¬ 
lo sério. Para um determinado valor de t a integral na Eq. (47) é 
uma integral definida e pode ser aproximada, com qualquer pre¬ 
cisão desejada, usando-se integradores numéricos prontamente 
disponíveis. Repetindo esse processo para muitos valores de t e 
colocando os resultados em um gráfico, você pode obter um grá¬ 
fico de uma solução. Uma alternativa é usar um método de apro¬ 
ximação numérica, como os discutidos no Cap. 8. que utiliza 
diretamente a equação diferencial e não precisa de nenhuma 
expressão para a solução. Pacotes de programas como o Maple 
e o Mathematica executam tais procedimentos e produzem grá¬ 
ficos de soluções de equações diferenciais. 

A Fig. 2.1.4 mostra gráficos da solução (47) para diversos 
valores de c. Da figura, parece plausível conjecturar que todas 
as soluções tendem a um limite quando limite pode ser 

encontrado analiticamente (veja o Problema 32). 



FIG. 2.1.4 Curvas integrais de 2y' + ty = 2. 
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Problemas 


Nos problemas de 1 a 12: 

(a) Desenhe um campo de direções para a equação diferencial 
dada. 

(b) Baseado em uma análise do campo de direções, descreva o 
comportamento das soluções para valores grandes de t. 

(c) Encontre a solução geral da equação diferencial dada e 
use-a para determinar o comportamento das soluções quan¬ 
do t —* rc 

4? 1* f -h 3y — t + e _2í 

01 2. /-2y = fV í 

0b 3. y'+y = te-' + \ 

é : 4. y'4- (l/t)y = 3cos2f, />0 

0à 5. >•' -2y= le l 

0b 6. ty + 2y = sen t, t > 0 

01 7. y' + 2ty = 2íe -(1 

01 8. (I+f 2 )y' + 4ry = {I +t 2 )~ 2 

0b 9. 2y' + y = 3r 

0b 10. ty' - y = t 2 e~‘, t > 0 

0b 11. y + y — 5sen2í 

0Ò 12 . 2 y + .v = 3r 

Nos problemas de 13 a 20. encontre a solução do problema de valor 
inicial dado, 

13. y' — y = 2/e 2 ', y(0)=l 

14. y' + 2 y = te~ 2 ‘, y(l) = 0 

15. fy' + 2y = ? 2 - í + 1, y(l) = |, f>0 

16. y' + (2/f)y = (cos t )/í 2 y (rr) = 0, t > 0 

17. y' - 2y ~ e 2 ', y{0.) = 2 

18. tf + 2 y = sen f, y (tt/2) — 1, / > 0 

19. f 3 y + 4r 2 v = % y(— 1) = 0, f<0 

20. f/ + (t + 1 )y = t „ y (In 2) = 1. / >0 

Nos Problemas de 21 a 23: 

(a) Desenhe um campo de direções para a equação diferencial 
dada. Como as soluções parecem se comportar quando / fica 
grande? O comportamento depende da escolha do valor inicial 
al Seja a 0 o valor dc a para o qual ocorre a transição de um tipo 
de comportamento para outro. Estime o valor de a 0 . 

(b) Resolva o problema de valor inicial e encontre o valor crí¬ 
tico a a exatamente. 

(c) Descreva o comportamento da solução correspondente ao 
valor inicial a 0 . 

4fí- 2L y f — +>■ = 2 cos /, y{0) = a 

01 22 . 2y'-y = e“\ y(0) = a 

01 23. 3y' - 2r = y(0) = a 

Nos Problemas de 24 a 26: 

(a) Desenhe um campo de direções para a equação diferencial 
dada. Como as soluções parecem se comportar quando t 0? 
O comportamento depende da escolha do valor inicial al Seja 

o valor de a para o qual ocorre a transição de um tipo de 
comportamento para outro. Estime o valor de a Q . 

(b) Resolva o problema de valor inicial e encontre o valor crí¬ 
tico a {) exatamente. 

(c) Descreva o comportamento da solução correspondente ao 
valor inicial a 0 , 

0ÍU. ty' + (f + l)y = 2te~‘, y(l ) = a, />0 
0j 25. ty' + 2y = (sen t)/t, y(—n/2)=a. t <0 


26. (sen t)y f + (cos t)y = 0, yi 1) = a, 0 < t < tt 

27. Considere o problema de valor inicial 

/+ |y = 2cosf, y( 0) = -\. 

Encontre as coordenadas do primeiro ponto de máximo local 
da solução para t > 0, 

28. Considere o problema de valor inicial 


y+b = i-i f , 


y{ 0) — y 0 - 


Encontre o valor de y fJ para o qual a solução encosta no eixo 
dos L mas não o atravessa. 

29. Considere o problema de valor inicial 

/ 4- j? = 3 + 2 cos 2r t y(0) — 0. 

(a) Encontre a solução desse problema de valor inicial e des¬ 
creva seu comportamento para valores grandes de /. 

(b) Determine o valor de / para o qual a solução intersecta, pela 
primeira vez. a reta y “12. 

30. Encontre o valor de y 0 para o qual a solução do problema de 
valor inicial 

f — y = 1 + 3sen u y{0) — y 0 

permanece finita quando t —* 

31. Considere o problema de valor inicial 

y' - |y = 3f + 2e ', y (0) = y 0 . 

Encontre o valor de y Q que separa as soluções que crescem po- 
sítivamente quando r —* * das que crescem em módulo com 
sinal negativo. Como a solução correspondente a esse valor crí¬ 
tico dc v„ sc comporta quando t «»? 

32. Mostre que todas as soluções de 2y' + ry - 2 [Eq. (41) do tex¬ 
to] tendem a um limite quando t -+ x e encontre o valor desse 
limite. 

Sugestão: Considere a solução geral Eq. (47). e use a regra de 
L Hôpital no primeiro termo. 

33. Mostre que, se a e À são constantes positivas e se h é qualquer 
número real, então toda solução da equação 

y' + ay = be~ u 

tem a propriedade que v —> 0 quando t —> 

Sugestão: Considere os casos a = À e a ^ À separadamente. 

Nos problemas de 34 a 37. construa uma equação diferencial linear 
de primeira ordem cujas soluções têm o comportamento estipulado 
quando r —> Depois resolva sua equação e confirme que as solu¬ 
ções têm. de fato, a propriedade especificada. 

34. Todas as soluções têm limite 3 quando t — > 

35. Todas as soluções são assintóticas à retay = 3 - t quando f-* x, 

36. Todas as soluções são assintóticas à reta y = 2f — 5 quando 
r —» 

37. Todas as soluções se aproximam da curva y = 4 — r* quando 

t oc. 

38. Variação dos Parâmetros. Considere o seguinte método de 
resolução da equação linear geral de primeira ordem: 

y' + p(i)y — g(t). (i) 

(a) Se g(t) — 0 para todo r, mostre que a solução é 


- J p(t)dt , 


y = A exp 


onde A é constante. 

(b) Se g(t) não for identicamente nula. suponha que a solução 
da Eq, (i) é da forma 


y — A(r) exp 


tp - J p(t)dt , 



24 Equações Di/erendíiís de Primeira Ordem 


□nde A , agora. é uma função de í. Substituindo y na equação 
diferencial dada por essa expressão, mostre que A(f) tem que 
satisfazer a condição 

A‘(t) = g(r} exp j p{t) dt j (iv) 

(c) Encontre A(f) da Eq. (iv). Depois substitua A(í) na Eq. (íii) 
pela expressão encontrada e determine v. Verifique que a solu¬ 
ção obtida desse modo coincide com a obtida na Eq. (35) no 
texto. Essa técnica é conhecida pelo método de variação dos 
parâmetros; da é discutida em detalhes na Seção 3.7 em co¬ 
nexão com equações lineares de segunda ordem. 

Nos Problemas de 39 a 42, use o método do Problema 38 para resol¬ 
ver a equação diferencia] dada. 

39. / = 2y = t 2 e 2i 

40. / + (1% = 3 cos 2t, t > 0 

41. ty* + 2y = sen f, f > 0 

42. 2y' 4 y = 3/* 


2.2 Equações Separáveis 

Usamos um processo de integração direta, nas Seções 1.2 e 2.1, 
para resolver equações lineares de primeira ordem da forma 

dy 

= ay + b* (1) 

di 

onde a e b são constantes. Vamos mostrar que esse processo pode 
ser aplicado, de fato. em uma classe muito maior de equações. 

Nesta seção usaremos a letra x para denotar a variável inde¬ 
pendente, em vez de u por duas razões. Em primeiro lugar, le¬ 
tras diferentes são usadas, muitas vezes, para as variáveis em uma 
equação diferencial e você não deve se acostumar a usar um único 
par. Em particular, xé usada freqüentemente como a variável in¬ 


dependente. Além disso, queremos reservar t para outra coisa 
mais tarde na seção. 

A equação geral de primeira ordem é 

^ = ( 2 ) 

dx 

As equações lineares foram consideradas na seção anterior mas, 
se a Eq. (2) for não-linear, então não existe método universal- 
mente aplicável para resolver a equação. Vamos considerar aqui 
uma subclasse de equações de primeira ordem que podem ser 
resolvidas por um processo de integração direta. 

Para identificar essa classe de equações, vamos colocar, pri¬ 
meiro, a Eq. (2) na forma 

M(x , y) + N(x T = 0. (3) 

dx 

É sempre possível fazer isso definindo M(x, y) ~ -fiX y) e MX 
y) = 1, mas podem existir, também, outras maneiras. No caso 
em que M depende apenas dereAí depende apenas de j\ a Eq. 
(3) fica 

M(jc) + N(y)~ — 0. (4) 

■ dx 

Essa equação é dita separável, porque, se for escrita na forma 
diferencial 

M (.V) dx + N{y) dy — 0, (5) 

então, caso se queira, as parcelas envolvendo cada variável po¬ 
dem ser separadas pelo sinal de igualdade, A forma diferencial 
(5) também é mais simétrica e tende a diminuir a distinção entre 
as variáveis independente e dependente, 

Uma equação separável pode ser resolvida integrando-se as 
funções M e iV, Vamos ilustrar o processo através de um exem¬ 
plo e depois discuti-lo, em geral, para a Eq. (4), 


Exemplo 1 


Mostre que a equação 

dy _ x 2 
dx 1 —y z 


( 6 ) 


é separável e depois encontre uma equação para suas cur¬ 
vas integrais. 

Se escrevermos a Eq. (6) na forma 

—jr z + (I — y 2 ) ~ =0, (7) 


então ela tem a forma (4) e é, portanto, separável. A 
seguir, note que a primeira parcela na Eq. (7) é a deri¬ 
vada de —X/3 e que a segunda, pela regra da cadeia, é 
a derivada em relação a x de y - yV3, Assim, a Eq, (7) 
pode ser escrita na forma 



FIG. 2,2,1 Campo de direções e curvas integrais de y' = x 2 / 

(i -y 2 )- 






Equações Diferenciais de Prímdra Ordem 25 



Portanto, integrando, obtemos 

—a 3 + 3 v — y 3 — c, (8) 


onde c é uma constante arbitrária. A Eq. (8) é uma equação para 
as curv as integrais da Eq. (6). A Fíg, 2.2.1 mostra o campo de di¬ 
reções e diversas curvas integrais. Qualquer função diferendável 
y = <M.v) que satisfaz Eq. (8) é uma solução da Eq. (6). Uma 
equação da curv a integral que contém um ponto particular (a 0 , y 0 ) 
pode ser encontrada substituindo-se x e y por x 0 e y 0 , respectiva¬ 
mente, na Eq, (8) e determinando o valor correspondente de c. 


Q mesmo procedimento pode ser seguido, essencialmente, 
para qualquer equação separável, Voltando à Eq. (4), sejam H ] e 
H z primitivai de M e V, respectivamente. Então 


H{(x) = M(x), Hfo) = N(y)' t 
e, a Eq. (4) fica 

Hí(x) + H&)^= 0 . 

dx 

Pela regra da cadeia. 


, dy d 

Logo, podemos escrever a Eq. (10) na forma 


d_ 

dx 


IHiix) + H 2 (y )] = 0 . 


(9) 

( 10 ) 

( 11 ) 


( 12 ) 


Integrando a Eq. (12), obtemos 

// l (A) + // 2 (y)=c 1 (13) 

onde c é uma constante arbitrária. Qualquer função diferenriã- 
vel y = 4>(x) que satisfaça a Eq. (13) é uma solução da Eq. (4): 
em outras palavras, a Eq, (13) define a solução implicitamente, 
em vez de explidtamente. As funções //, e H- são primitivas 
arbitrárias de M e M respectivamente. Na prática, a Eq. (13) é 
obtida da Eq. (5), em geral, integrando-se a primeira parcela em 
relação a x e a segunda em relação a y. 


Se, além da equação diferencial, é dada unia condição iniciai 

?<*□)= >o- (14) 

então a solução da Eq, (4) que satisfaz essa condição é obtida 
fazendo-se x = x 0 e y = y 0 na Eq. (13), Isso implica que 

c-HiixJ + H&J. ( 15 ) 

Substituindo esse valor de c na Eq. í 13) e observando que 


obtemos 


tf, U) - tf, (x 0 ) 
tf 2 (y) - tf 2 (>' 0 ) 



M(s) ds, 
N{s)ds, 


í M (í) ds + f N(s) ds = 0. (16) 

J Xq 

A Eq. (16) é uma representação implícita da solução da equação 
diferencial ( 4 ) que também satisfaz a condição inicial (14). Você 
deve ter em mente que, para a determinação de uma fórmula 
explícita para a solução, é necessário que a Eq. (16) seja resolvi¬ 
da para y como função de r. Infelizmente. é muitas vezes impos¬ 
sível fazer isso analiticamente: em tais casos, pode-se recorrer a 
métodos numéricos para se encontrar valores aproximados de y 
para valores dados de a. 


Exemplo 2 


Resolva o problema de valor inicial 


dy 3 a 3 + 4 a 4- 2 
dx 2 (v — 1) 


v(0) = — 1, 


(17) 


e determine o intervalo no qual a solução existe. 

À equação diferencial pode ser escrita como 

2(y - i) dy = (3a 2 + 4a + 2} dx. 

Integrando a expressão à esquerda do sinal de igualdade em re¬ 
lação a v e a expressão à direita em relação a a, obtemos 


y 2 — 2 v = a 3 -f 2 a 2 + 2a + c, (18) 

onde c é uma constante arbitraria. Para determinar a solução que 
satisfaz a condição inicial dada, substituímos os valores a = 0 e 
V = — 1 na Eq. (t8), obtendo c — 3. Portanto, a solução do pro¬ 
blema de valor inicial é dada implicitamente por 

y 2 - 2 y — x 3 + 2a 2 + 2a + 3, (19) 


Para obter a solução explidtamente. precisamos resolver a Eq. 
(19) paia y em função de a, Isso é fácil nesse caso, já que a Eq. 
(19) é quadrática cm y, e obtemos 

y = 1 ± >4 3 + 2x 2 + 2x + 4. (20) 

A Eq. (20) fornece duas soluções da equação diferencial, mas 
apenas uma delas, no entanto, satisfaz a condição inicial dada, 
Essa é a solução correspondente ao sinal de menos na Eq. (20), 
de modo que obtemos* final mente, 

y — 4>(x) — 1 - Va 3 + 2a 2 + 2a + 4 (21) 

como solução do problema de valor inicial (17). Note que. se o 
sinal de mais for escolhido erroneamente na Eq. (20), então ob¬ 
temos a solução da mesma equação diferencial que satisfaz a con¬ 
dição inicial y(0) = 3. Finalmente, para determinar o intervalo 
no qual a solução (21) é válida, precisamos encontrar o interva¬ 
lo no qual a quantidade debaixo da raiz quadrada é positiva. O 
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único zero real dessa expressão éx ^ —2, logo, o intervalo de- 
sejado éx> —2. A Fig. 2,2,2 mostra a solução do problema de 
valor inicial e algumas outras curvas integrais para a equação di¬ 


ferencial. Note que a fronteira do intervalo de existência da so 
iuçâo (21) é determinado pelo ponto (—2, 1). no qual a reta tau 
gente é vertical. 



FIG, 2,2.2 Curvas integrais de/ 
= (3/ + 4x + 2)/2 (y - 1), 


Exemplo 3 

Resolva a equação 

dy _ 4x — jc 3 
dx 4 4- y 3 


integrando cada lado, multiplicando por 4 e rearrumando os ter¬ 
mos, obtemos 

(22) / H- I6y + V - = c, (23) 


e desenhe gráficos de diversas curvas integrais. Encontre, tam¬ 
bém, a solução cujo gráfico contém o ponto (0, 1) e determine 
seu intervalo de validade. 

Escrevendo a Eq. (22) na forma 

(4 + y : ')dy — (4r — x-)dx. 


onde c é uma constante arbitrária. Qualquer função diferenciável 
y = 0(x) que satisfaz a Eq, (23) é uma solução da equação dife¬ 
rencial (22). A Fig. 2.2.3 mostra gráficos da Eq. (23) para diver¬ 
sos valores de c * 

Para encontrar a solução particular cujo gráfi co contém (0,1), 



FIG, 2.2,3 Curvas integrais de / = (4jc - x 3 )/ 
(4v + /). A solução cujo gráfico contém (0,1) 
corresponde ã curva mais grossa. 
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fazemos x = 0 e y = 1 na Eq. (23). obtendo c = 17. Logo a so¬ 
lução em questão é dada implicitamente por 

/4-i 6y+ **-■«?■- 17, (24) 

Essa solução está ilustrada pela curva mais grossa na Fig. 2.2.3. 
O intervalo de validade dessa solução estende-se dos dois la¬ 


dos do ponto inicial enquanto a função permanecer diferencia- 
vel. Da figura vemos que o intervalo termina quando encontra¬ 
mos pontos onde a reta tangente é vertical. Segue da equação 
diferencial (22) que esses são pontos onde 4 + _y 3 = 0 ou y — 
(—4) l/3 = — 1,5874. Da Eq. (24). os valores correspondentes 
de .v são x = ±3,3488. Esses pontos estão marcados no gráfico 
na Fig. 2.2.3 


Algumas vezes uma equação da forma (2), 


dy 

dx 


f(x.y) 


tem uma solução constante v = y 0 . Em geral, uma tal solução é 
fácil de encontrar, pois seflx . y 0 ) = 0 para algum valor v 0 e para 
todos os valores de x, então a função constante y = y 0 é uma so¬ 
lução da equação diferencial (2). Por exemplo, a equação 


dy _ (y — 3) cos x 
dx ~ 1 + 2y 3 


(25) 


(26) 


(27) 


41 

4c 

41 

fl 


tem a solução constante y ~ 3. Outras soluções dessa equação 
podem ser encontradas separando-se as variáveis e integrando-se. 

A investigação de uma equação de primeira ordem náo-line- 
ar pode ser facilitada, algumas vezes, considerando-se x e y como 
funções de uma terceira variável L Assim. 

dy dyfdt 
dx dx/dt' 

Se a equação diferencial for 

dy _ F(x, y) 
dx G(x, y)" 


41 

41 

4o 


então, comparando-se numeradores e denominadores nas Eqs. 
t26) e (27), obtemos o sistema 

dx/dt = G(x f y), dyfdt ~ F( r, y). (28) 

À primeira vista, pode parecer improvável que um problema seja 
simplificado substituindo-se uma única equação por um par de 
equações, mas, de fato. o sistema (28) pode ser muito mais fácil 
de tratar do que a Eq. (27). O Cap. 9 trata sistemas não-lineares 41 
da forma (28). 

Nota: No Exemplo 2 não foi difícil resolver explicitamente 
i^ara y em função de x e determinar o intervalo exato de existên¬ 
cia da solução. Essa situação, no entanto, é excepcional e será 
melhor, muitas vezes, deixar a solução em forma implícita, como 
nos Exemplos 1 e 3. Assim, nos problemas a seguir e nas outras S *. 
seções onde aparecem equações não-lineares, as palavras “resolva 
i seguinte equação diferenciar significam encontrar a solução 
explicitamente se for conveniente, caso contrário, encontrar uma 
equação que defina a solução implicitamente. 


Problemas 


41 


Nos problemas de 1 a 8. resolva a equação diferencial dada. 

I / = x 2 /y 2. y'=x 2 /y(l+x 3 } 

3. y' + y 1 sen x = 0 4. y' = (3 jc 2 - I )/{3 + 2y 

5. v* = (cos 2 jí)(cos“ 2y) (i ii/ = n — 


7 ‘ T = 


y + £■ 


6. xy-il-y 2 } 
dy x 2 

8, =-T 

dx 1 -j- y- 


Nos 


9. 

10. 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 


problemas de 9 a 20: 

(a) Encontre a solução do problema de valor inicial em forma 
explícita. 

fl>) Desenhe o gráfico da solução. 

(c) Determine, pelo menos aproximadamente, o intervalo no 
qual a solução está definida. 


/ = (1 -2x)y 2 f y{ 0) = —1/6 

y = (l — 2x)/y t y{ 1) =—2 
x dx H Vye~ x dy = 0, y(0) — 1 

drjdB — r 2 jÔ, r(l) = 2 
y' = 2xf(y + x 2 y), y(0) = -2 

y' = xy 3 (l + x 2 )-' /2 , j-ÍO) = 1 
y' = 2x/(l + 2y). y(2) = 0 

/ = x(x 2 + l)/4y\ y(0) = -1/V5 

/ - (3x 2 - e')/(2y - 5). y(0) = I 

y = ie~* - e*)f{3 + 4y), y(0) = 1 

sen2.v dx + cos 3 ydy = 0. y(?r/2) — .t/3 

y“ 1.1 — x 2 ) l ^ 2 dy — arc&en# dx t y(G) = 1 


Alguns dos resultados pedidos nos problemas de 21 a 28 podem ser 
obtidos resolvendo-se a equação analiticamente ou colocando em um 
grafico aproximações da solução geradas numericamente. Tente formar 
uma opinião sobre as vantagens e desvantagens de cada abordagem. 

21. Resolva o problema de valor inicial 

y = d + 3x 2 )/(3y 2 - 6y). y (0) = 1 

e determine o intervalo de validade da solução. 

Sugestão; Para encontrar o intervalo de definição, procure por 
pontos onde a curva integral tem uma tangente vertical. 

22. Resolva o problema de valor inicial 

y = 3-t 2 /(3v 2 — 4), y( I) = 0 

e determine o intervalo de validade da solução. 

Sugestão: Para encontrar o intervalo de definição, procure por 
pontos onde a curva integral tem uma tangente vertical. 

23. Resolva o problema de valor inicial 

y =2y 2 +xy 2 , _y(0) — I 

e determine onde a solução atinge seu valor mínimo. 

24. Resolva o problema de valor iniciai 

y = (2-e*)/(3+2>0, ,v( 0 ) — 0 

e determine onde a solução atinge seu valor máximo. 

25. Resolva o problema de valor inicial 

y — 2 cos 2x / (3 4- 2v). y (0) = -1 

e determine onde a solução atinge seu valor máximo. 

26. Resolva o problema de valor iniciai 

y=2ü+jtiíl+y). y( 0 ) = 0 

e determine onde a solução atinge seu valor mínimo. 
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Ê? 27. Considere o problema de valor inicial 

y -tyl 4 - >0/3, y( 0) = y Q . 

(a) Determine como o comportamento da solução quando r 
aumenta depende do valor inicial y Qr 

(b) Suponha que y 0 = 0,5. Encontre o instante T no qual a solu¬ 
ção atinge, pela primeira vez, o valor 3,98 > 

# 28, Con sidere o probl e m a de va) or i n i ci al 

y f = fv(4 - y)/(í -3- f), y(0) = y 0 > 0. 

(a) Determine o comportamento da solução quando t-> «?, 

(b) Se y 0 = 2, encontre o instante T no qual a solução atinge, 
pela primeira vez, o valor 3,99, 

(c) Encontre o conjunto de valores iniciais para os quais a solu¬ 
ção pertence ao intervalo 3,99 < y < 4,01 no instante t = 2. 

29. Resolva a equação 

dy ay 4 b 

dx cy 4 d T 

onde a, b, c e d são constantes. 


Equações Homogêneas, Se a expressão à direita do sinal de igual¬ 
dade na equação dy/dx = J[x, y } pode ser escrita em função apertas 
da razão v/x, então a equação é dita homogênea. 1 Tais equações sem¬ 
pre podem ser transformadas em equações separáveis por uma mu¬ 
dança da variável dependente, O Problema 30 ilustra como resolver 
equações de primeira ordem homogêneas. 


éi 30. 


Considere a equação 


dy _ y - 4.x 
dx x — y 


(a) Mostre que a Eq, (i) pode ser escrita na forma 
dy _ (y/x) — 4 
dl ~ 1 - {y/x )' 


(ii) 


logo, a Eq. (i) é homogênea. 

(b) Defina uma nova variável dependente utal que v = y/x, ou 
y = xtfjc). Expresse dy/dx em função de x. v e dv/dx. 

(c) Substitua y e dy/dx na Eq. (iij pelas expressões encontradas 
no item (b) que envolvem vt dv/dx. Mostre que a equação di¬ 
ferencial resultante é 


v 


d lí 

+ x-T 
dx 


v — 4 
1 - u’ 


ou 


dv ET -4 
dx 1 — v 


(iü) 


Observe que a Eq. (iii) é separável, 

(d) Resolva a Eq. (iü) obtendo v implicitamente em tennos dex. 

(e) Encontre a solução da Eq, (i) substituindo v por y/x na solu¬ 
ção encontrada no item (d), 

(f) Desenhe um campo de direções e algumas curvas integrais 
para a Eq. (i). Lembre-se de que a expressão à direita do sinal 
de igualdade na Eq. (1) depende apenas da razão y/x * Isso sig¬ 
nifica que as curvas integrais têm tangentes com o mesmo co¬ 
eficiente angular em todos os pontos pertencentes a qualquer 
reta contendo a origem, embora o coeficiente angular varie de 
uma reta para outra. Portanto, o campo de direções e as curvas 
integrais sao simétricas em relação à origem, Essa propriedade 
de simetria é evidente no seu grafico? 


A palavra “homugênea” lem significados diferentes em contexios matemáticos diferentes. 
As equações homogêneas consideradas aqui não têm nada a ver com as equações que vão 
aparecer no Capitulo 3 t em outros lugares. 


O método esquematizado no Problema 30 pode ser usado para qual¬ 
quer equação homogênea, isto é, a substituição y = xtfx) transfor¬ 
ma uma equação homogênea em uma equação separável. Essa últi¬ 
ma pode ser resolvida por integração direta, e a substituição de upor 
v/x, depois, fornece a solução da equação original. Nos problemas 
de 31 a 38: 

(a) Mostre que a equação dada é homogênea. 

(b) Resolva a equação diferencial, 

(c) Desenhe um campo de direções e algumas curvas integrais. 
Eles são simétricos em relação à origem? 

dy _ x 2 4- xy 4 y 2 
dx x 2 

dy _ x 2 +2 y 2 
dx 2 xy 

dy_ _ 4y - 3x 
dx 2x — y 

dy _ 4x 4 3y 
dx 2x 4 y 

dl _ x 4 3y 
dx x — y 

(x 2 4 3xy 4 L V 2 ) dx - x 2 dy — 0 
dy _ x : - 3_y 2 
dx 2xy 

dy _ 3 y 1 — x 2 
dx 2 xy 


2.3 Modelagem com Equações 
de Primeira Ordem 

Equações diferenciais são interessantes para os não-matemáti¬ 
cos principalmente devido à possibilidade de serem usadas para 
investigar uma ampla gama de problemas nas ciências físicas, 
biológicas e sociais. Uma razão para isso é que os modelos ma¬ 
temáticos e suas soluções levam a equações que relacionam as 
variáveis e parâmetros do problema. Essas equações permitem, 
muitas vezes, que se façam previsões sobre o comportamento do 
processo natural em circunstâncias diversas. É fácil, com freqüên- 
cia, fazer com que os parâmetros no modelo matemático variem 
em intervalos grandes, mas isso pode ser um processo muito lon¬ 
go ou caro, ou até impossível, em um contexto experimental. De 
qualquer jeito, a modelagem matemática e a experimentação ou 
observação têm, ambas, uma importância critica e um papel um 
tanto ou quanto complementar nas investigações científicas. 
Modelos matemáticos são validados comparando-se suas previ¬ 
sões com os resultados experimentais. Por outro lado, analises 
matemáticas podem sugerir as direções mais promissoras a se¬ 
rem exploradas experimental mente e podem indicar, com preci¬ 
são razoável, que dados experimentais serão mais úteis. 

Nas Seções 1.1 e 1,2 formulamos e investigamos uns poucos 
modelos matemáticos simples. Começamos recapitulando e ex¬ 
pandindo algumas das conclusões a que chegamos nessas seções. 
Independente do campo específico de aplicação, existem três 
estágios identificáveis que estão sempre presentes no processo 
de modelagem matemática. 

Construção do Modelo. Nesta etapa você traduz a situação físi¬ 
ca em linguagem matemática, usando, muitas vezes, as etapas 


#2-31. 

#2 32. 
#2 33. 
34, 

#2 35. 

36. 

37. 

** 38. 
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listadas no finaJ da Seção 1.1. Talvez o mais crucial nesse está¬ 
gio seja enunciar claramente o(s) princípio(s) físíco(s) que, acre¬ 
dita-se, governa( m) o processo. Por exemplo, foi observado que, 
em algumas circunstâncias, o calor passa de um corpo mais quen¬ 
te para outro mais frio a uma razão proporcional à diferença en¬ 
tre as temperaturas, que objetos se movem de acordo com a lei 
do movimento de Newton e que populações isoladas de insetos 
crescem a uma laxa proporcional à população atual. Cada uma 
dessas afirmações envolve uma taxa de variação (derivada) e, em 
consequência, ao serem expressas matematicamente, levam a 
uma equação diferencial. A equação diferencial é um modelo 
matemático do processo. 

É importante compreender que as equações matemáticas são, 
quase sempre, descrições aproximadas do processo reaf Por 
exemplo, corpos movendo-se a velocidades comparáveis à ve¬ 
locidade da luz não são governados pelas leis de Newton, as 
populações de insetos não crescem indefmidamente como enun¬ 
ciado devido a possíveis limitações no suprimento de comida e 
a transferência de calor é afetada por outros fatores além da di¬ 
ferença entre as temperaturas. De outro modo, pode-se adotar o 
ponto de vista de que equações matemáticas descrevem exata¬ 
mente a operação de um modelo físico simplificado, que foi cons¬ 
truído (ou concebido) de modo a incorporar as características 
mais importantes do processo real, O processo de modelagem 
matemática envolve, algumas vezes, a substituição conceituai de 
um processo discreto por um contínuo. Por exemplo, o número 
de elementos em uma população de insetos muda por quantida¬ 
des discretas; no entanto, se a população é grande, parece razo¬ 
ável consideráda como uma variável contínua e até falar sobre 
sua derivada. 

Análise do Modelo , Uma vez formulado matematicamente o 
processo, vocc se depara, muitas vezes, com o problema dc se 
resolver uma ou mais equações diferenciais ou, se isso não for 
possível, de descobrir tudo que for possível sobre as proprieda¬ 
des da solução. Pode acontecer que esse problema matemático 


Exemplo 1 

Misturas 

No instante t — 0, um tanque contém Q t) 1b de sal dissolvido em 
100 gal (cerca de 455 l); veja a Fig. 2.3.1. Suponha que água con¬ 
tendo 1/4 1b (cerca de 113 g) de sal por galão está entrando no 
tanque a uma taxa de r galões por minuto e que o líquido, bem 
misturado, está saindo do tanque à mesma taxa. Escreva o pro¬ 
blema de valor inicial que descreve esse fluxo. Encontre a quan¬ 
tidade de sal Q(t) no tanque em qualquer instante t e ache, tam¬ 
bém, a quantidade limite Q L presente após um período muito lon¬ 
go de tempo. Se r = 3 e Q (i ~ 2Q L , encontre o instante T após o 
qual o nível de sal está dentro de uma faixa a 27c de Q L . Encon¬ 
tre, também, a taxa de fluxo necessária para que o valor de T não 
exceda 45 minutos. 

Vamos supor que o sal não é criado nem destruído no tanque. 
Portanto, as variações na quantidade de sal devem-se, apenas, aos 
fluxos de entrada e saída no tanque. Mais precisamente, a taxa 
de variação de sal no tanque, dQfdt, é igual à razão de entrada 
do sal menos a razão de saída. Em símbolos, 

dQ 

—- — taxa de entrada — taxa de saída Ql 


seja muito difícil e, nesse caso, podem ser indicadas mais apro¬ 
ximações para tomar o problema tratãvel do ponto de vista ma¬ 
temático, Por exemplo, uma equação não-linear pode ser apro¬ 
ximada por uma linear, ou um coeficiente que varia lentamente 
pode ser substituído por uma constante. É claro que qualquer 
aproximação desse tipo também tem que ser examinada do pon¬ 
to de vista físico, para se ter certeza de que o problema matemá¬ 
tico ainda reflete as características essenciais do processo físico 
sendo investigado. Ao mesmo tempo, um conhecimento profundo 
da física do problema pode sugerir aproximações matemáticas 
razoáveis que tomarão o problema matemático mais fácil de 
analisar. Essa interação, entre a compreensão do fenômeno físi¬ 
co e o conhecimento das técnicas matemáticas e suas limitações, 
é característica da matemática aplicada de excelência e é indis¬ 
pensável para a construção bcm-sucedida de modelos matemá¬ 
ticos úteis e processos físicos complexos. 

Comparação com Experimentos ou Observações. Fínalmente, 
tendo obtido a solução (ou, pelo menos, alguma informação so¬ 
bre ela), você precisa interpretar essa informação no contexto 
onde o problema apareceu. Em particular, você deve sempre 
verificar que a solução matemática parece razoável do ponto de 
vista físico. Se possível, calcule a solução em pontos seleciona¬ 
dos e compare-a com valores observados experimental mente. Ou 
questione se o comportamento da solução após muito tempo é 
consistente com as observ ações. Ou examine as soluções corres¬ 
pondentes a determinados valores especiais dos parâmetros no 
problema. É dara que o fato de a solução matemática parecer 
razoável não garante que esteja correta. No entanto, se as previ¬ 
sões do modelo matemático são seriamente inconsistentes com 
as observações do sistema tísico que o modelo é suposto de des¬ 
crever, isso sugere que foram feitos erros na resolução do pro¬ 
blema matemático, que o modelo matemático precisa ser refina¬ 
do, ou que as observações precisam ser feitas com mais cuidado. 

Os exemplos nesta seção são típicos de aplicações onde apa¬ 
recem equações diferenciais de primeira ordem. 


rgal/min H { ib/gai 



FIG, 2.3,1 O tanque de água do Exemplo 1. 

A taxa de entrada no tanque é a concentração 1/4 Ib/gal vezes a 
taxa do fluxo de entrada r gal/min, ou (r/4) lb/min, Para calcular 
a taxa de saída de sal do tanque, precisamos multiplicar a con¬ 
centração de sal no tanque pela taxa do fluxo de saída, r gal/min. 
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Como as taxas dos fluxos de entrada e de saída são iguais» o 
volume de água no tanque permanece constante em 100 galões 
e, como o líquido está "bem mexido”, a concentração em todo o 
tanque é a mesma, a saber, [g(0/l 00] lb/gal. Portanto, a taxa 
segundo a qual o sal deixa o tanque é {rQ(t)i\ 00] lb/mín, Assim, 
a equação diferencial que governa esse processo é 


A condição inicial é 


dQ _r rQ 
dt ~ 4 100' 

(2) 

Ô(0> = q q . 

(3) 


Pensando sobre o problema do ponto de vista físico, podería¬ 
mos antecipar que a mistura originalmente no tanque será subs¬ 
tituída, final mente, pela mistura que está entrando, cuja concen¬ 
tração é de 1/4 Ib/gaL Em conseqüência, poderiamos esperar que 
a quantidade de sal no tanque, após um longo período, estará perto 
de 25 1b. Podemos também encontrar a quantidade limite Q L = 
25 igualando dQ/dt a zero na Eq. (2) e resolvendo a equação al¬ 
gébrica resultante para Q, 

Para resolver o problema analiticamente, note que a Eq. (2) é 
linear e separável. Escrevendo-a na forma usual para uma equa¬ 
ção linear, temos 

dQ rQ _ r 
~di + 1ÕÕ ~ 4' 

Logo, o fator integrante é e ním e a solução geral é 

QU) = 25 + ce-' ,/m , 

onde c é uma constante arbitrária. Para satisfazer a condição ini¬ 
cial (3). precisamos escolher c = Q d — 25. Portanto, a solução 
do problema de valor inicial (2), (3) é 

ÔCO = 25 + (Õ 0 -25)e- rr/mo (6) 

OU 

Q(t ) = 25(1 - + Q 0 e~ r,/m . (7) 


(4) 

(5) 


Da Eq. (6) ou (7), você pode ver que Q(r) 25 quando / —* 
logo o valor limite Q L é 25, confirmando nossa intuição física. 
Além disso. Q(t) se aproxima mais rapidamente do limite quan¬ 
do r aumenta. Ao interpretar a solução (7), note que a segunda 
parcela na expressão à direita do sinal de igualdade é a porção 
do sal original que permanece no instante f, enquanto a primeira 
parcela fornece a quantidade de sal no tanque devido à ação dos 
processos de fluxo. A Fig. 23.2 mostra gráficos da solução para 
r = 3 e diversos valores de Q h . 

Suponha, agora, que r = 3 e Q {] = 2 Q L = 50; então a Eq. (6) 
fica 


Q(t) = 25 + 25e“ 0,03 '. (8) 

Como 27o de 25 é 0,5, queremos encontrar o instante T no qual 
Q(t) tem o valor 25,5. Substituindo t = T e Q — 25,5 na Eq. (8) 
e resolvendo para E, encontramos 

T = (ln 50)/0,03 = 130,4 ( min). (9) 

Para determinar r de modo que T = 45, volte à Eq. (6), faça f 
= 45, Q {) = 50, Q(t) = 25,5 e resolva para r. O resultado é 

r = (100/45) ln50 = 8,69 gal/min. (10) 

Como esse exemplo é hipotético, a validade do modelo não 
esta em questão. Se as taxas de fluxo são como enunciadas e se 
a concentração de sal no tanque é uniforme, então a equação 
diferencial (1) fornece uma descrição precisa do processo de flu¬ 
xo, Embora esse exemplo particular não tenha um significado 
especial, modelos desse tipo são usados, freqüente mente, em 
problemas envolvendo poluentes em um lago. ou quantidade de 
remédio em um órgão do coipo. por exemplo, em vez de um tan¬ 
que de água salgada. Nesses casos, as taxas de fluxo podem não 
ser fáceis de determinar, ou podem variar com o tempo. Analo¬ 
gamente. a concentração pode estar longe de ser uniforme em 
alguns casos. Finalmente, as taxas de fluxo de entrada e de saída 
podem ser diferentes, o que significa que a variação da quanti¬ 
dade de líquido no problema também tem que ser levada em con¬ 
sideração. 



FIG, 23.2 Soluções do problema de valor inicial (2), (3) paia r - 3 e diversos valores de Q ([ . 
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Exemplo 2 


Juros Compostos 

Suponha que uma certa quantidade de dinheiro é depositada em 
um banco ou fundo de investimento que paga juros a uma taxa 
atuai r. O valor S(t) do investimento em qualquer instante f de- 
jende da frequência na qual os juros são compostos, bem como 
da laxa de juros. Instituições financeiras têm políticas diferentes 
iobre a composição dos juros; algumas calculam os juros men- 
^Imente, outras semanal mente, outras até diariamente, Se su¬ 
pusermos que os juros são calculados continuamente , podemos 
escrever um problema de valor inicial que descreva o crescimento 
áo investimento. 

A taxa de variação do valor do investimento é dSfdt e essa 
paantidade é igual à taxa segundo a qual o investimento aumen¬ 
ta que é a taxa de juros r vezes o valor corrente do investimento 
5 Assim, 


dS/dt — rS 


(JIí 


é a equação diferencial que governa o processo. Suponha que 
abemos, também, o valor do investimento em um instante par- 
^cular, por exemplo. 

5(0) - 5 0 . (12) 

Esôi», a solução do problema de valor inicial (II), (12) nos dá o sal- 
é: >: i na conta em qualquer instante t. Esse problema de valor inicial 
pede ser resolvido facilmente, já que a equação diferencial (ll)éíi- 
e reparável. Logo. resolvendo as Eqs. {11) e (12). encontramos 

5(0 = $ Q e n . (13) 

Fccunto, uma coma bancária onde os juros são compostos con- 
Muamente cresce expcnencialmente. 

Vamos comparar, agora, os resultados desse modelo contínuo com 
k onde os juros são compostos em intervalos de tempo finitos. 

Sc os juros são calculados uma vez por ano, então, após t anos. 

S(D = S 0 U+/•)'. 

Se juros são calculados duas vezes por ano, então, ao final dc 
t :ne>es. o valor do investimento é 5J1 + (r/2)] e, ao final de 1 
. é SJ1 + (r/2)] 2 . Assim, ao final de t anos, temos 

/ r\ 2t 
S{t) = 5 0 (l + -) . 

£ - jeral, se os juros são calculados m vezes ao ano. então 

*(»)-$,(>+-) . ( 14 ) 

K relação entre as fórmulas (13) e (14) fica mais clara se iem- 
«rmos. do cálculo, que 


( r 

1 + — ) = S 0 e r 

m / 


E>se mesmo modelo pode ser aplicado da mesma forma a 
tt t-sn mentos em geral, onde se pode acumular dividendos e até 
de capital, além dc juros. De vido a isso, vamos nos refe- 
“ áe ^çora em diante a r como sendo a taxa de rendimento. 

A Tabela 2.3.1 mostra o efeito do aumento da freqüência de 
cficslo para uma taxa de rendimento r dc 8%. As segunda e ter¬ 
em colunas são calculadas usando-se a Eq. (14) para o cálculo 
■vstnii e o diário, respectivamente, e a quarta coluna é calcu- 
peia Eq. (13) para o cálculo contínuo. Os resultados mos- 


TABELA 2,3.1 Crescimento de Capital a uma Taxa de 
Rendimento de r = 8% para Diversas Composições dos Juros 



S(í)/S(/ 0 ) da Eq. (14) 

StfVSíia) 

Anos 

m = 4 

m = 365 

da Eq. (13) 

1 

1,0824 

1,0833 

1,0833 

2 

1,1717 

1,1735 

1,1735 

5 

1,4859 

1,4918 

1,4918 

10 

2,2080 

2.2253 

2,2255 

20 

4.8754 

4,9522 

4,9530 

30 

10,7652 

11,0203 

11,0232 

40 

23,7699 

24.5239 

24,5325 


tram que a freqüência de cálculo não é particularmente impor¬ 
tante na maioria dos casos. Por exemplo, durante um período de 
10 anos. a diferença entre o cálculo trimestral e o contínuo é de 
RS 17,50 por RS 1000.00 investidos, ou menos de R$2,00 por ano. 
A diferença seria um pouco maior para taxas de rendimento 
maiores e seria um pouco menor para taxas dc rendimento me¬ 
nores. Pela primeira linha da tabela, vemos que, para a taxa de 
rendimento r = 8%, os juros compostos anuais calculados tri¬ 
mestral mente correspondem a 8,24% e os calculados diariamente 
ou continuamente correspondem a 8.33%. 

Voltando ao caso da composição contínua, vamos supor que 
podem existir depósitos e saques, além do acréscimo de juros, 
dividendos ou ganhos de capital. Se supusermos que os depósi¬ 
tos ou saques são feitos a uma taxa constante £, então a Eq. (11) 
é substituída por 

dS/dt + 

ou, em forma padrão, 

dS/dt-rS = k f (15) 

onde a constante k é positiva para depósitos e negativa para saques. 

A Eq. (15 ) é claramente linear com fator integrante e ", logo 
sua solução geral é 

S(t) = ce" -(k/r), 

onde c é uma constante arbitrária. Para satisfazer a condição ini¬ 
cial (12), precisamos escolher c = S u + (k/r). Logo, a solução 
do problema de valor inicial (15), (12) é 

S(t)^S Q e n + (k/r)(e rt - 1), (16) 

A primeira parcela na fórmula (16) é a parte de 5(r) devida ao ren¬ 
dimento acumulado sobre o investimento inicial 5 0 e a segunda 
parcela é a parte devida à taxa k de depósito ou saque. 

A vantagem de enunciar o problema dessa forma geral, sem 
valores específicos para r ou k, é a generalidade da fórmula 
resultante, (16), para 5(r). Com essa fórmula, podemos compa¬ 
rar. facilmente, os resultados de programas de investimento di¬ 
ferentes ou taxas diferentes de rendimento. 

Por exemplo, suponha que uma pessoa abre uma conta 
(PREV) para complementar sua aposentadoria com 25 anos e faz 
investimentos anuais dc R$2000,00 daí para a frente de um modo 
contínuo. Supondo uma taxa de rendimento de 8% ao ano* qual 
será o saldo na conta PREV quando a pessoa tiver 65 anos? Te¬ 
mos S D = 0, r = 0,08, k = RS2000.00 e queremos determinar 
5(40). Da Eq. (16), temos 

5(40) = (25.000)(e*- 2 - 1) = S588.313. (17) 
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É interessante observar que a quantia total investida é de 
R$80.000, de modo que a quantia a mais. R$508.313, resulta 
do rendimento acumulado sobre o investimento. O saldo depois 
de 40 anos é bastante sensível à taxa suposta. Por exemplo. 
5(40) = R$508.948 se r = 0,075 e 5(40) = R$681,508 se r = 
0,085, 

Vamos examinar, agora, as hipóteses que usamos no mode¬ 
lo. Primeiro, supusemos que o rendimento é composto continu- 
amente e que o capital adicional é investido continuamente. 
Nenhum desses fatos é verdadeiro em uma situação financeira 
real. Supusemos, também, que a taxa de rendimento r é constan¬ 


te durante todo o período em questão, enquanto, de fato, ela pro¬ 
vavelmente flutuará bastante. Embora não possamos prever ta¬ 
xas futuras de maneira confiável, podemos usar a fórmula (16) 
para determinar os efeitos aproximados das projeções de taxas 
diferentes. É possível, também, considerar re À na Eq. (15) como 
funções de u em vez de constantes; é claro que, nesse caso, a 
solução pode ser muito mais complicada do que a Eq. (16). 

O problema de valor inicial {15). (12) e a solução (16) tam¬ 
bém podem ser usados para analisar outras diversas situações 
financeiras, incluindo pensões, hipotecas, financiamentos de 
imóveis e financiamentos de carros. 


Exemplo 3 

Produtos Químicos em um Açude 

Considere um açude contendo, inicialmente, 10 milhões de ga¬ 
lões (cerca de 45 milhões dc litros) dc água fresca. O açude re¬ 
cebe um fluxo indesejável de produtos químicos a uma taxa de 5 
milhões de galões por ano e a mistura sai do açude a uma mes¬ 
ma taxa. A concentração 7 (f) de produtos químicos na água que 
está entrando varia periodicamente com o tempo de acordo com 
a fórmula t(/) = 2 + sen 2 1 g/gal. Construa um modelo mate¬ 
mático desse processo de fluxo e determine a quantidade de pro¬ 
dutos químicos no açude em qualquer instante. Faça um gráfico 
da solução e descreva, em palavras, o efeito da variação na con¬ 
centração de produtos químicos entrando. 

Como os fluxos de entrada e saída de agua são iguais, a quan¬ 
tidade de água no açude permanece constante e igual a 1(F ga¬ 
lões. Vamos denotar o tempo por f. medido em anos, e a quanti¬ 
dade de produtos químicos por Q(t) r medido em gramas. Esse 
exemplo é semelhante ao Exemplo I e aplica-se o mesmo prin¬ 
cípio de fluxos de entrada e saída. Assim. 

dQ 

—— = taxa de entrada — taxa de saída 
dí 

onde “taxa de entrada” e "taxa de saída” se referem às taxas se¬ 
gundo as quais os produtos químicos entram e saem do açude, 
respectivamente. A taxa segundo a qual os produtos químicos 
entram é dada por 


taxa de entrada = (5 x lfl 6 ) gal/ano (2 -h sen 2 1) g/gal ♦ (18) 

A concentração de produtos químicos no açude é Q(t)í lü 7 g/gal, 
de modo que a taxa dc saída é 

taxa de saída = (5 x 10 ó ) gal/ano [0(/)/lO 7 ] g/gal (19) 
= 0(0/2 g/ano. 

Obtemos, então, a equação diferencial 

dQ ^ , Q(t ) 

^ = ( 5 x 10 6 )(2 + sen 2/) - . ( 20 ) 

onde cada parcela tem unidades de g/ano. 

Para tomar os coeficientes mais tratáveis, é conveniente usar 
uma nova variável dependente definida por q{r) = £>(f)/10 6 ou 
0(f) = 10 6 q{t). Isso significa que q(t) é medido em milhões de 
gramas, ou megagramas. Fazendo essa substituição na Eq. (20), 
cada parcela passa a conter o fator I CP, que pode ser cancelado. 
Se trocarmos o lado da parcela envolvendo q(t ), do lado direito, 
em relação ao sinal de igualdade, para o esquerdo, temos, final- 
mente, 

dq , 

— + jq « 10 + 5 sen 2 r. (21) 



FIG. 2,3.3 Solução do problema de valor inicial (21), (22). 
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Original mente, não existiam produtos químicos no açude. logo 
a condição inicial é 

q( 0) = 0. (22) 

A Eq . (21) é linear e, embora a expressão à direita do sinal de 
igualdade seja uma função do tempo, o coeficiente de qit)ê cons¬ 
tante. Portanto, o fator integrante é e rI . Multiplicando a Eq. (21) 
por esse fator e integrando a equação resultante, obtemos a solu¬ 
ção geral 

q(t) = 20 — H cos 2/ 4- || sen2f 4- ce~ (23) 

A condição inicial i 22) implica que c = —300/17, logo a solu¬ 
ção do problema de valor inicial (21), (22) é 

q <n = 20 - ^ COS 2t + sen2/ - (24) 

A Fig. 2.3.3 mostra o gráfico da solução (24) junto com a reta 
q = 20, A parcela exponencial na solução é importante para va¬ 


lores pequenos de ;. mas diminui rapidamente quando r cresce. 
Mais tarde, a solução consiste em uma oscilação, devido às par¬ 
celas sen 2/ e cos 2r. em tomo do nível constante q — 20. Note 
que, se a parcela sen 2r não estivesse presente na Eq. (21), então 
q — 20 seria a solução de equilíbrio da equação. 

Vamos considerar, agora, o quão adequado 6 esse modelo 
matemático para esse problema. O modelo baseia-se em diver¬ 
sas hipóteses ainda não enunciadas explicítamente. Em primeiro 
lugar, a quantidade de água no açude é inteiramente controla¬ 
da pelas taxas de fluxo de entrada e saída — nada é perdido 
por evaporação ou absorção pelo solo e nada é acrescentado pe¬ 
las chuvas. O mesmo é válido para os produtos químicos: eles 
entram e saem do açude, mas nem um pouco é absorvido por 
peixes ou outros organismos que vivem no açude. Além disso, 
supusemos que a concentração de produtos químicos no açude 
é uniforme no açude inteiro. Se os resultados obtidos desse mo¬ 
delo são precisos ou não depende fortemente da validade des¬ 
sas hipóteses que simplificam o problema. 


Exemplo 4 


Velocidade de Escape 

Um corpo de massa constante m é projetado para fora da Terra 
em uma direção perpendicular à superfície da Terra com uma 
velocidade inicial t^. Supondo desprezível aresistência do ar, mas 
levando em consideração a variação do campo gravitacional da 
Terra com a distância, encontre uma fórmula para a velocidade 
desse corpo em movimento. Encontre, também, a velocidade 
iniciai necessária para levantar o corpo até uma altitude máxima 
dada £ acima da superfície da Terra e a menor velocidade inicial 
para a qual o corpo não retoma à Terra: essa ultima é a veloci¬ 
dade de escape. 

Vamos colocar o eixo positivo dos x apontando para fora do cen¬ 
tro da Terra, ao longo da linha do movimento, com x — 0 na super¬ 
fície da Terra: veja a Fig. 2,3 A A figura esta desenhada horizontal¬ 
mente para lembrá-lo de que a gravidade está direcionada para o 
centro da Terra, o que não é, necessariamente, para baixo de uma 
perspectiva longe da superfície da Terra. À força gravitacional agindo 
sobre o corpo (isto é. seu peso ) é inversamente proporcional ao qua¬ 
drado da distância ao centro da Terra e é dada por w (x) = —kJ(x 4 
R)\ onde k é uma constante. Ré o raio da Terra e o sinal de menos 
significa que w Çr) aponta na direção negativa dos x. Sabemos que, 
na superfície da Terra, w (0) é dada por - mg , onde g é a aceleração 
da gravidade no nível do mar, Portanto, k — mgR~ e 

mgR 2 

«»(*)=- , , l2 - (25) 

(R -T x ) 


Como não existem outras forças agindo sobre o corpo, a equa¬ 
ção de movimento é 


dv mgR 2 

di ~ {R + *) 2 ’ 


(26) 


e a condição inicial é 


»(0) = V (27) 

Infelizmente. a Eq. (26) envolve variáveis demais, já que de¬ 
pende de /. _r e v. Para consertar essa situação, podemos eliminar 
t da Eq. (26) considerando x, em vez de r, como a variável inde¬ 
pendente. Precisamos expressar, então, dvfdr em função de dvt 
dx pela regra da cadeia: logo, 

dv dv dx dv 

dt dx dt dx 


e a Eq. (26) é substituída por 

dv gR 2 

v - -- - 

dx (R + xf 


(28) 


A Eq. (28) é separável, mas não-linear, logo, separando as vari¬ 
áveis e integrando, obtemos 


v 


2 


2 


gR 2 

R + x 


+ e. 


(29) 



FIG, 2.3.4 Um corpo no campo gravitacional da Terra. 


Como v = 0 quando t = 0, a condição inicial (27) em t = 0 pode 
ser substituída pela condição u = q-, quando x — 0. Portanto, c — 
(M)"/2) - gR e 


w = ± y v o ~ 2 S R+ ■ (30) 

Note que a Eq. (30) fornece a velocidade em função da altitude, 
em vez de em função do tempo. O sinal de mais tem que ser es¬ 
colhido se o corpo está subindo e o sinal de menos se o corpo 
está caindo de volta na Terra. 
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Para determinar a altitude máxima atingida pelo corpo fazemos 
v — 0 e a = è na Eq. (30) e depois resolvemos para obtendo 


y}R 

2 gR - »o 


(31) 


Resolvendo a Eq, (31) para % encontramos a velocidade inicial 
necessária para levantar o corpo até a altitude £ a saber* 


(32) 

A velocidade de escape v e é encontrada* então, fazendo-se f —* 
sc, Temos, então, 

v, - y/2JR. (33) 


O valor numérico de u r é de, aproximadamente, 6,9 milhas/s ou 
11,1 km/s. 

Esses cálculos para a velocidade de escape desprezam os 
efeitos da resistência do ar, de modo que a velocidade de esca¬ 
pe real (incluindo o efeito da resistência do ar) é um pouco 
maior. Por outro lado, a velocidade de escape efetiva pode ser 
reduzida substancialmente se o corpo for transportado a uma 
distância considerável acima do nível do mar antes de ser lan¬ 
çado, Ambas as forças gravítacional e de atrito ficam bastante 
reduzidas; a resistência do ar, cm particular, diminui rapidamen¬ 
te quando a altitude aumenta. Você deve manter em mente, 
também, que pode ser impossível, na prática, dar uma veloci¬ 
dade inicial muito grande instantaneamente: veículos espaci¬ 
ais, por exemplo, recebem sua aceleração inicial durante um 
período de vários minutos. 


Problemas 

1. Considere um tanque usado em determinados experimentos 
hidrodinâmicos. Após um experimento, o tanque contém 200 
litros de uma solução de tinta a uma concentração de I g/l. Para 
preparar para o próximo experimento, o tanque tem que ser 
lavado com água fresca entrando a uma taxa de 2 litros por 
minuto, a solução bem misturada saindo à mesma taxa. Encon¬ 
tre o tempo necessário para que a concentração de tinta no tan¬ 
que atinja 1% de seu valor original. 

2. Um tanque c ontém, ínicial me nte, 1201 ítros de água pura. Uma 
mistura comendo uma concentração de y g/l de sal entra no 
tanque a uma taxa de 2 l/min e a solução, bem misturada, sai 
do tanque à mesma taxa. Encontre uma fórmula, em função de 
y. para a quantidade de sal no tanque em qualquer instante t. 
Encontre, também, a quantidade limite de sal no tanque quan¬ 
do t —> 3C. 

3. Um tanque contém. ongmaJmente, 100 galões (cerca de 455 
litros) de água fresca. E despejada, então, água no tanque con¬ 
tendo 1/2 1b (cerca de 227 g) de sal por galão a uma taxa dc 2 
galões por minuto e a mistura sai do tanque à mesma taxa. Após 
10 minutos, o processo é parado e é despejada água fresca no 
tanque a uma taxa de 2 galões por mm, com a mistura saindo, 
novamente, à mesma taxa. Encontre a quantidade de sal no tan¬ 
que após mais 10 minutos. 

4. Um tanque, com uma capacidade de 500 galões, contém, origí- 
nalmente, 200 galões (cerca de 910 litros) de uma solução de 
água com 100 lb (cerca de 45,4 kg) de sal. Uma solução de água 
contendo 1 lb de sal por galão entra a uma taxa de 3 galões por 
minuto e permite-se que a mistura saia a uma taxa de 2 galões 
por minuto. Encontre a quantidade de sal no tanque em qual¬ 
quer instante anterior ao instante em que o tanque começa a 
transbordar. Encontre a concentração (em libras por galão) dc 
sa! no tanque quando ele está a ponto de transbordar. Compare 
essa concentração com o limite teórico de concentração se o 
tanque tivesse capacidade infinita, 

5. Um tanque contém 100 galões (cerca de 455 litros) de água e 
50 onças (cerca de 1,42 kg) dc sal. Água contendo uma con¬ 
centração de sal de 1/4 (1.4- 1/2 sen f) oz/gal entra no tanque a 
uma taxa de 2 galões por minuto e a mistura no tanque sai à 
mesma taxa. 

(a) Encontre a quantidade de sal no tanque em qualquer instante. 

(b) Desenhe a solução para um período de tempo suficientemen¬ 
te grande de modo que você possa ver o comportamento limite 
da solução. 

(c) O comportamento limite da solução é uma oscilação em 
torno de um determinado nível constante. Qual é esse nível? 
Qual a amplitude da oscilação? 


6, Suponha que um ianque contendo um determinado líquido tem 
um dreno perlo do fundo. Seja h(t) a altura da superfície acima 
do dreno no instante t. O princípio de Torricelli-' afirma que a 
velocidade udo fluxo no dreno é igual à velocidade de uma 
partícula em queda livre (sem atrito) de uma altura h. 

(a) Mostre que v — ^ 2gh~ onde g é a aceleração da gravidade. 

(b) Igualando a taxa do fluxo no dreno à taxa de variação da 
quantidade de líquido no tanque, mostre que h(t) satisfaz a 
equação 

dh f— 

A(h) — = -aa^lgh* (i) 

Gt 

onde A(h) é a área da seção reta do tanque à altura h e a é a área 
da abertura do dreno. A constante a é o coeficiente de contra¬ 
ção que considera o fato observado que a seção reta do jato de 
liquido fluindo é menor do que a. O valor de a para a água é 
cerca de 0,6. 

(c) Considere um tanque dc água com o formato de um cilin¬ 
dro circular reto com 3 m de altura acima do dreno. O tanque 
tem 1 m de raio e o raio da abertura circular do dreno é de 0,1 
m. Se o tanque está cheio de água inicialmente, determine quan¬ 
to tempo vai levar para esvaziar o tanque até o nível do dreno. 

7, Suponha que é investida uma quantia S Q a uma taxa de rendi¬ 
mento anual r composto continuamente, 

(a) Encontre o tempo T necessário, em função de r, para a quan¬ 
tia original dobrar de valor. 

(b) Determine T se r ~ 7%. 

(c) Encontre a taxa de rendimento que tem que ser usada para 
que o investimento inicial dobre em 8 anos. 

8, Um jovem, sem capital inicial, investe k reais por ano a uma 
taxa anual de rendimento r. Suponha que os investimentos são 
feitos continuameme e que o rendimento é composto continu¬ 
amente. 

(a) Determine a quantia S(f) acumulada em qualquer instante í. 

(b) Se r = 7,5%. determine k de modo que esteja disponível 
RS 1 milhão para a aposentadoria após 40 anos. 

(c) Se k = RS2000/ano, determine a taxa de rendimento rque 
precisa ser aplicada para se ter R$1 milhão após 40 anos, 

9, Uma pessoa, ao se formar na faculdade, pega R$8000 empres¬ 
tados para comprar um carro. A financeira cobra taxas de juros 
anuais de 10%, Supondo que os juros são compostos continua- 


: Evangelista Tortkellí 11608.-1647), sucessor de Galiteu como matemático da cone etm Flo¬ 
rença. publicou este resultado em 1644. Ele também é conhecido por ter construído o pri¬ 
meiro barômetro de mercúrio e por ter feito contribuições impou antes na Srea de geome¬ 
tria. 
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mente e que a pessoa faz pagamentos contínuos a uma taxa 
constante anual k T determine a taxa de pagamento k necessária 
para que o empréstimo seja pago em 3 anos. Determine, tam¬ 
bém, o total de juros pagos durante o período de 3 anos. 

10. U m com prador de mióvel não pode pagar mai s q ue R$ SÜO/mês 
para o financiamento de sua casa própria. Suponha que a taxa 
de juros e de 9 7c ao ano e que o financiamento ê de 20 anos. 
Suponha que os juros são compostos continuamente e que os 
pagamentos também sao feitos continuamente. 

(a) Determine o empréstimo máximo que esse comprador pode 
pedir. 

(b 1 Determine os juros totais pagos durante todo o empréstimo. 

11. Uma pessoa recém-graduada obteve um empréstimo de 
RS 1 00.000 a uma taxa de 97c ao ano para comprar um aparta¬ 
mento. Antecipando aumentos regulares de salário, o compra¬ 
dor espera efetuar pagamentos a uma taxa mensal de 800( 1 + 
f/120), onde fé o número de meses desde que o empréstimo foi 
feito. 

(a) Supondo que essa programação de pagamentos possa ser 
mantida* quando o empréstimo estará liquidado? 

(b) Supondo o mesmo programa de pagamento, qual o emprés¬ 
timo máximo que pode ser liquidado em exatamente 20 anos? 

12. Uma ferramenta importante em pesquisa arqueológica é a 
datação por carbono radioativo desenvolvida pelo químico 
americano Willard F. Libby. ’ Essa é uma maneira de determi¬ 
nar a idade de restos de certas madeiras e plantas, assim como 
de ossos* humanos ou de animais, ou de artefatos enterrados nos 
mesmos níveis. À datação por carbono radioativo é baseada no 
fato de que algumas madeiras ou plantas contem quantidades 
residuais de carbono-14. um isótopo radioativo do carbono. Esse 
isótopo é acumulado durante a vida da planta e começa a decair 
na sua morte. Como a meia-vida do carbono é longa {aproxi¬ 
madamente 5730 anos 4 ), podem ser medidas quantidades rema¬ 
nescentes de carbono-14 após muitos milhares de anos. Mesmo f 
que a fração da quantidade original de carbono-14 ainda presen¬ 
te seja muito pequena, através de medidas adequadas feitas em 
laboratório, a proporção da quantidade original de carbono-14 
que permanece pode ser determinada precisamente. Em outras 
palavras* se QU) é a quantidade de carbono-14 no instante r e se 
Q,, é a quantidade originai, então a razão Q(t}/O ít pode ser de¬ 
terminada. pelo menos se essa quantidade não for pequena de¬ 
mais, Técnicas atuais de medida permitem a utilização desse 
método para períodos de tempo até em tomo de 5 D.000 anos ou 
mais, 

(a) Supondo que Q satisfaz a equação diferencial rQ, 

determine a constante de decaimento r para o carbono-14, 

(b) Encontre uma expressão para Q(t) em qualquer instante / se 

Q( 0) - ft, 

(c) Suponha que sao descobertos certos restos de plantas nos 
quais a quantidade residual atual de carbono-14 é 20% da quan¬ 
tidade original. Determine a idade desses restos. 

13. A população de mosquitos em determinada área cresce a uma 
taxa proporcional à população atual e. na ausência de outros fa¬ 
tores. a população dobra a cada semana. Existem, inicial men¬ 
te. 200*000 mosquitos na área e os predadores (pássaros, mor¬ 
cegos. etcj comem 20.000 mosquitos/dia. Determine a popu¬ 
lação de mosquitos na área em qualquer instante t. 

£ 14. Suponha que uma determinada população tem uma taxa de cres¬ 

cimento que varia com o tempo e que essa população satisfaz a 
equação diferencial 


(a) Se y(0) = 1. encontre íou estime) o instante mn qual a 
população dobra. Escolha outra condição inicial e determine se 
o tempo 7 em que ela dobra depende da população inicial, 
íb) Suponha que a taxa de crescimento é substituída pelo seu 
valor médio 1/10. Determine o tempo messe caso. 

(c) Suponha que a parcela sen T na equação diferencial é subs¬ 
tituída por sen 2 ttt, isto é* a v ariação na taxa de crescimento 
tem uma frequência substancial mente maior* Qual o efeito dis¬ 
so sobre o tempo em que a população dobra? 

(d) Faça os gráficos das soluções obtidas em (a), (b) e (c) em 
um mesmo par de eixos* 

15. Suponha que uma determinada população satisfaz o problema 
de valor inicial 

dyját — r{i)y - k. y(G) — y u * 

onde a taxa de crescimento rU) é dada por rir) = (1 + sen t)/5 
e k representa a taxa predatória. 

(a) Suponha que £ = 1/5. Faça o gráfico de y em função de t 
para diversos valores de _v (l entre 1/2 e 1. 

(b) Estime a população inicial crítica v. abaixo da quai a popu¬ 
lação se torna extinta* 

(c) Escolha outros valores para k e encontre oy r corresponden¬ 
te para cada um deles. 

(d) Use os dados encontrados em (a) e (b) para fazer o gráfico 
de y c em função de k. 

16. A lei do resfriamento de Newton diz que a temperatura de um 
objeto muda a uma taxa proporcional à diferença entre sua tem¬ 
peratura e a do ambiente que o rodeia. Suponha que a tempera¬ 
tura de uma xícara de café obedece à lei do resfriamento de 
Newton* Se o café estava a uma temperatura de 200°F fcerca 
de 93 Q C) 5 ao ser colocado na xícara e* I minuto depois* esfriou 
para 190°F em uma sala a 70°F, determine quando o café atin¬ 
ge a temperatura de 150 C F 

17. A transferencia de calor de um corpo para o ambiente que o 
rodeia por radição. segundo a lei de Siefan-Boltzmann** é des¬ 
crita pela equação diferencial 

~ --aiu^ — (i) 

dt 

onde u{t)è a temperatura absoluta do corpo no instante t. Té a 
temperatura absoluta do ambiente e a é uma constante que de¬ 
pende dos parâmetros físicos corpo. No entanto* se u é muito 
maior do que F* então as soluções da Eq. (i) podem ser bem 
aproximadas pelas soluções da equação mais simples 

du 

—— — CEÜ 4 . (U) 

dt 

Suponha que um corpo com temperatura inicial de 2000°K está 
imerso em um meio à temperatura de 300° K e que a - 2*0 X 

io- ,ao jr J /s. 

(a) Determine a temperatura do corpo em qualquer instante 
resolvendo a Eq* (íi). 

(b) Faça o gráfico de u em função de t. 

(c) Encontre o instante rno qual //{-) = 600. isto é, o dobro da 
temperatura ambiente. Até esse instante, o erro na utilização da Eq. 
(ii) para aproximar as soluções da Eq. (i) nao é maior do que I %. 

S* 18. Considere uma caixa isolada íermicanieme (um edifício, talvez) 
com temperatura interna u{T). De acordo com a lei do resfria¬ 
mento de Newton. u satisfaz a equação diferencial 


dyfdt = (0,5 + sen O v/5, du 

— - -k[u - FU)]* (i) 

dt 


Willar d F. Libby < 1908-19801 nasceu na zona rural do Colorado, nos Esiados Unidos, e 
estudou na Universidade da Califórnia em Berkeley. Começou a desenvolver o método de 
Uitaçào por carbono radioativo em 1947 na Universidade de Chicago. Recebeu o Prémio 
\obel de química em 1960 por esse trabalho. 

J UcGraw-Mill Encycbpedia qf Science and Technology ÍS^Ed. s (New York: \íçGmw-HUL 
í 9971* Vol 5, p. 48. 


■A fórmula que relaciona graus Fahrenheit e graus Celsius é tF — 32.1/9 = C/5, i.Y. T. \ 
Tíozcl Stefan (i835-18931. professor de Física em Viena, enunciou a lei de radiação em bases 
empíricas em IS79. Seu discípulo Ludwig Boúzmann i 1 844-1 906 ha deduziu teoricamente 
através dos princípios de termodinâmica em 1884. Boltzmann é mais conhecido por seu 
trabalho pioneiro em mecânica estatística. 
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onde T(r)é a temperatura ambiene (externa). Suponha que T{t) 
varia senoidalmente; por exemplo, suponha que Tit) = T ü + 

T, cos cot. 

(a) Resolva a Eq. (i) e expresse u(t) em função de /. k. T 0 . T e 

to. Observe que parte de sua solução tende a zero quando r tor- 21. 
na-se muito grande: essa é chamada de parte transiente. A par¬ 
le restante da solução é chamada de estado estacionário: deno¬ 
te-a por S(t). 

(b) Suponha que t é medido em horas e que co = 77 /12. corres¬ 
pondendo a um período de 24 horas para T(t). Além disso, su¬ 
ponha que T 0 = 60°F (cerca de 15,5°C). T , = 15°F (cerca de 
-9,4°C) ck = 0.2/h. Desenhe os gráficos de S(t) e T{t) em fun¬ 
ção de / no mesmo conjunto de eixos. A partir de seu gráfico, 22. 
estime a amplitude R da parte oscilatória de S(t). Além disso t 

estime a defasagem de tempo entre os máximos corresponden¬ 
tes de T\t) e de S(t). 

(c) Suponha agora que *. To, r, e co não estão especificados. 

Escreva a parte oscilatória de S(t) na forma R cos [uAt - r)]. 

Use identidades trigonométricas para encontrar expressões para 
R e t. Suponha que T, e co assumem os valores dados no item 

(b) e desenhe os gráficos de R e rem função de k. #* 23. 

19. Considere um lago de volume constante V contendo, no instante 
/, uma quantidade Q(t ) de poluentes, distribuídos uniformemen¬ 
te no lago. com uma concentração c(f). onde e(t) = Q(t)/V. Su¬ 
ponha que entra no lago água contendo uma concentração k de 
poluentes a uma taxa r e que a água deixa o lago à mesma taxa. 

Suponha que os poluentes são. também, adicionados diretamen¬ 
te ao lago a uma taxa constante P. Note que as hipóteses feitas 
negligenciam uma série de fatores que podem ser importantes em 
alguns casos — por exemplo, a água adicionada ou perdida por 
precipitação, absorção ou evaporação: o efeito estratificador de 
diferenças de temperatura em um lago profundo: a tendência de 
irregularidades na costa produzirem baías protegidas: e o fato de 
que os poluentes não são depositados uniformemente no lago. 24. 
mas (cm geral) cm pontos isolados de sua periferia. Os resulta¬ 
dos a seguir têm que ser interpretados levando-se em considera¬ 
ção que fatores desse tipo foram desprezados. 

(a) Sc. no instante t = 0. a concentração de poluentes é c n . en¬ 
contre uma fórmula para a concentração cit) em qualquer ins¬ 
tante t. Qual a concentração limite quando t —* *? 

(b) Se termina a adição de poluentes ao lago (k = 0 e P = 0 
para t > 0), determine o intervalo de tempo T necessário para 
que a concentração de poluentes seja reduzida a 50% de seu 
valor original: e a 10% de seu valor original. 

(c) A Tabela 2.3.2 contém dados" para diversos lagos na região 
dos grandes lagos americanos. Usando esses dados, determine, 

do item (b), o tempo T necessário para reduzir a contaminação 25. 
de cada um desses lagos a 10% de seu valor original. 


TABELA 2.3.2 Dados sobre Volume e 
Fluxo nos Grandes Lagos Americanos 


Lago 

V(km- X 10 3 ) 

r (kmVano) 

Superior 

12,2 

65,2 

Michigan 

4,9 

158 

Erie 

0,46 

175 

Ontário 

1,6 

209 


20. 


Uma bola de massa 0.15 kg é atirada para cima com velocida¬ 
de inicial de 20 m/s do teto de um edifício com 30 m de altura. 
Despreze a resistência do ar. 

(a) Encontre a altura máxima, acima do chão. atingida pela bola. 


26. 


'Esse problema baseia-se no artigo de R. H. Rainey. “Natural Displacement of Pollution 
frnm lhe Grear Lakes'\ Science 155 ( 1967). pp. 1242-1243. de onde foi lirada a informação 
contida na tabela. 


(b) Supondo que a bola não bate no prédio ao descer, encontre 
o instante em que ela atinge o solo. 

(c) Desenhe os gráficos da velocidade e da posição em função 
do tempo. 

Suponha que as condições são como no Problema 20 exceto que 
existe uma força devido à resistência do ar de lri/30, onde ué a 
velocidade medida em m/s. 

(a) Encontre a altura máxima, acima do chão. atingida pela bola. 

(b) Encontre o instante em que a bola atinge o solo. 

(c) Desenhe os gráficos da velocidade e da posição em função 
do tempo. Compare esses gráficos com os gráficos correspon¬ 
dentes do Problema 20. 

Suponha que as condições são como no Problema 20 exceto que 
existe uma força devido à resistência do ar de ir/1325. onde ué 
a velocidade medida em m/s. 

(a) Encontre a altura máxima, acima do chão. atingida pela bola. 

(b) Encontre o instante em que a bola atinge o solo. 

(c) Desenhe os gráficos da velocidade e da posição em função 
do tempo. Compare esses gráficos com os gráficos correspon¬ 
dentes dos Problemas 20 e 21 . 

Um homem de 180 lb (cerca de 82 kg) cai vertical mente de uma 
altitude de 5000 ft (cerca de 1524 m) e abre o pára-quedas após 
10 segundos de queda livre. Suponha que a força da resistência 
do ar é de 0.75lri quando o pára-quedas está fechado e de 12lri 
quando está aberto, onde a velocidade ué medida em pés/s. 

(a) Encontre a velocidade do homem quando o pára-quedas abre. 

(b) Encontre a distância que ele caiu até a abertura do pára- 
quedas. 

(O Qual é a velocidade limite v L depois que o pára-quedas abre? 

(d) Determine por quanto tempo o homem permanece no ar após 
a abertura do pára-quedas. 

(e) Faça o gráfico da velocidade em função do tempo desde o 
início da queda até o homem atingir o solo. 

Um trenó foguete com velocidade inicial de 150 milhas/h (cer¬ 
ca de 241 km/h) tem sua velocidade diminuída por um canal 
de água. Suponha que durante o processo de freagem a acele¬ 
ração a é dada por a(v) = -fiir. onde u é a velocidade cgé 
uma constante. 

(a) Como no Exemplo 4 do texto, use a relação cl v/cl t - vidv/ 
dx) para escrever a equação de movimento em função de ue de 

.r. 

(b) Se é necessária uma distância de 2000 pés (cerca de 6562 
m) para o trenó atingir a velocidade de 15 milhas/h. determine 
o valor de /x. 

(c) Encontre o tempo r necessário para o trenó atingir a veloci¬ 
dade de 15 milhas/h. 

Um corpo de massa constante m é projetado vertical mente para 
cima com uma velocidade inicial q, em um meio que oferece 
uma resistência Àlul, onde k é uma constante. Despreze mudan¬ 
ças na força gravitacional. 

(a) Encontre a altura máxima .t m atingida pelo corpo e o instan¬ 
te t m no qual essa altura máxima é atingida. 

(b) Mostre que, se kvjmg < 1. então t m e x M são iguais a 



* * l o \ _ 

2 mg 3 ' 

< mg ) 

2 kv 0 1 

1 - 1 

r*sV-..' 

3 mg 2 

V mg ) 


(c) Mostre que a quantidade kvjmg é adimensional. 

Um corpo de massa m é projetado verticalmente para cima com 
uma velocidade inicial q, em um meio que oferece uma resis¬ 
tência k\ti. onde k é uma constante. Suponha que a atração gra¬ 
vitacional da Terra é constante. 

(a) Encontre a velocidade t (t) do corpo em qualquer instante t. 

(b) Use o resultado do item (a) para calcular o limite de u(/) 
quando k —* 0, isto é. quando a resistência do ar tende a zero. 
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Esse resultado coincide com a velocidade de uma massa m pro- 
jeLada verticalmeme para cima com uma velocidade inicial t{, 
no vácuo? 

(ç) Use o resultado do item (a) para calcular o limite de u(0 #' 
quando m-* 0, isto é. quando a massa tende a zero. 

27. Três forças (veja a Fig. 2.3.5) agem em um corpo caindo em 
um fluido relanvameme denso (óleo, por exemplo): uma força 
de resistência R. uma força de empuxo B e seu peso w devido 
à gravidade, A força de empuxo é igual ao peso do fluido deslo¬ 
cado pelo objeto. Para um corpo esférico de raio a movendo-se 
lentaniente. a força de resistência é dada peia íei de Stokes 
R — ÓTT/rzílri. onde ué a velocidade do corpo egé o coeficien¬ 
te de viscosidade do fluido. 


R B 



f tíi 

FIG» 23.5 Um corpo caindo em um fluido denso. 

(a) Encontre a velocidade limite de uma esfera sólida de raio a 
e densidade p em queda livre em um meio de densidade p' e 
coeficiente de viscosidade fi. 

(b) Em 1910. o físico americano R. A. Millikan* estudou o mo¬ 
vimento de gotículas minúsculas de óleo caindo em um campo 
elétrico, O campo de imensidade E exerce uma força Ee em uma 
gotícula com carga e. Suponha que E tenha sido ajustada de 
modo que a gotícula é mantida estacionaria (v = 0) e que w e 
B são como descritos anteriormeme. Encontre uma formula para 
e. Millikan repetiu esse experimento muitas vezes e foi capaz 
de deduzir a carga de um elétron a partir dos dados obtidos. 

0 28. Uma massa de 0.25 kg cai. a partir do repouso, em um meio 

com uma resistência de 0.21 ri, onde ué medida em m/s. 

(a) Se a massa cai de uma altura de 30 m. encontre sua veloci¬ 
dade ao atingir o solo. 

(b) Se a massa não atinge uma velocidade de mais de 10 m/s. 
encontre a altura máxima da qual ela pode cair. 

(c) Suponha que a força de resistência é kliL onde u é medida 
em m/s e k é uma constante, Se a massa cai de uma altura de 30 
m e tem que atingir o solo com uma ^ elocidade que não pode 
ser maior do que lü m/s. determine o coeficiente k. 

29. Suponha que um foguete é projetado da superfície da Terra 
diretamente para cima com v elocidade inicial v u — ^2gR , 
onde Ré o raio da Terra. Despreze a resistência do ar. 

(a) Encontre uma fórmula para a velocidade v em função da 
distância _v à superfície da Terra. 


Oí *££ Gabriel Stokes I 1819-Í9Ü3 l professor em Cíimbridge. foi um dos matemáticos 
.cxjcidos mais importantes do século XIX. As equações básicas da mecânica dos fluidos 
í£jitfçde Navier-Stofccs) íevam seu nome. assim como um dos teoremas fundamentais 
âj £ikuIo vetorial, Foi, também, um dos pioneiros no uso de séries divergentes i assimòiicas k 
_r isstiüto de grande interesse e importância hoje em día. 

v èvrt A. Millikan < 1 SÓS-1953 > estudou em Oberlin College e tia Universidade de Cohtonbia, 
urde foi professor na Universidade de Chscago e no Instituto de Tecnologia da 
Cjüfúmia. Seu trabalho contendo a determinação da carga de um elétron foi publicado em 
?í*Il Por esse e outros trabalhos sobre o efeito fotoelétrico recebeu o Prémio No bei em 
^23 


(b > Encontre o tempo necessário para o foguete percorrer 
240.000 milhas (a distância aproximada da Terra à Lua). Su¬ 
ponha que R — 4000 milhas. 

30, Sejam r<0 e ü/ír). respectivamente, as componentes horizontal 
e vertical da velocidade de uma bola de beisebol rebatida íou 
jogada). Na ausência de resistência do ar, ue lí 1 satisfazem as 
equações diferenciais 

dv/dt = 0 , chr/dr = -g. 

(a) Mostre que 

i 1 = u cos A, u 1 = —gt + a sen A* 

onde a é a velocidade inicial da bola e A é o ângulo iniciai de 
elevação, 

í b I Sejam xff) e_v(í), respectivamente, as coordenadas horizon¬ 
tal e vertical da bola no instante r. Se .v(0) = 0 e v(0) — h , en¬ 
contre x{t) e y(f) em qualquer instante f, 

(c) Sejam g = 32 ft/sL u = 125 Ft/s e h = 3 ft (1 ft tem, aproxi¬ 
madamente, 30,5 cm). Desenhe a trajetória da bola para dtver- 
sos valores do ângulo inicial A, isto é, faça o gráfico 
paramétrico" 1 dc .ví O e y(r). 

(d) Suponha que o muro que limita o campo externo está a uma 
distância L e tem altura H, Encontre uma relação entre u e A 
que tem que ser satisfeita para que a bola passe por cima do 
muro. 

(e) Suponha que L — 350 ft e H — 10 ft. Usando a relação no 
item ídj, encontre íou estime através de um gráfico) o conjun¬ 
to de valores de A que correspondem a uma velocidade inicial 
íí - 110 ft/s. 

(f) Para L = 350 e H — 10, encontre a velocidade inicial míni¬ 
ma u e o ângulo ótimo correspondente A para os quais a bola 
passa por cima do muro. 

3 L Um modelo mais realista (do que o do Problema 30) para a tra¬ 
jetória de uma bola de beisebol inclui a resistência do ar. Nesse 
caso. as equações de movimento são 

dv/di — —rv* dw/dr — —g — rw, 

onde r é o coeficiente da resistência do ar, 

(a) Determine rir) e w(t) em função da velocidade inicial u e 
do ângulo inicial de elevação A. 

{b ) Encontre \ff \ e y(n se _r( 0) = 0 e v(Ü) = h. 

(c) Faça o gráfico da trajetória da bola para r — 1/5, u = 125, 
h = 3 e diversos valores de A . Como essas trajelórias diferem 
das do Problema 30 com r = 0? 

(d) Supondo que r — 1/5 e h — 3, encontre a velocidade inicial 
mínima e o ângulo ótimo À para os quais a bola passa por cima 
de um muro que dista 350 fl e tem 10 fi de altura. Compare esse 
resultado com o do Problema 30(f). 

32, O Problema da Braquistikrona. Um dos problemas famosos 
na história da matemática é o problema da braquistócrona 13 : en¬ 
contrar a curva ao longo da qual uma partícula desliza, sem fric¬ 
ção. em tempo mínimo, dc um ponto dado P para um outro ponto 
Q , o segundo ponto estando mais baixo do que o primeiro, mas 
não díretamente abaixo (veja a Fig. 2.3.6). Esse problema foi 
colocado por Johann Bemoulli em 1696 como um desafio aos 
matemáticos de sua época. Soluções corretas foram encontra¬ 
das por Johann Bemoulli e por seu irmão Jakob Bemoulli, além 
de Isaae Newton, Gottfried Leibniz e Marquês de L'Hospital. 
O problema da braquistócrona é importante no desenvolvimento 
da matemática como um dos precursores do cálculo das varia¬ 
ções. 

Para resolver esse problema, é conveniente colocar o ponto 
superior P na origem e orientar os eixos como na Fig. 2.3.6, O 


Desenhe o gráfico usando us eixos, a e v. calculando pares t.d ri. v(r)) para diversos valores 
do parâmetro L (N.T, > 

A palavra "braquistócrona ' vem das palavras gregas hraehistos., que síenifiLa o mais cur¬ 
to, e chrcmo.%, que significa tempo 
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FIG. 23.6 A braquistócrona. 


ponto inferior 2 tem coordenadas (jc flt v 0 ). É possível, então, 
mostrar que a curva de tempo mínimo e dada por uma função y 
— 4áx) que satisfaz a equação diferencial 

(l+/ 2 )v = * 2 , <i) 

onde k 1 é uma certa constante positiva a ser determinada mais 
tarde. 

(a) Resolva a Eq. (i) para y*. Por que é necessário escolher a 
raiz quadrada positiva? 

(b) Defina uma nova variável i pela relação 

y ~ í 2 seir/. (ii) 

Mostre que a equação encontrada em (a) fica, então, na forma 

2 £"setr t dt — dx. (iii) 

(c) Fazendo d = 2f, mostre que a solução da Eq, (iii) para a qual 
x — 0 quando y = 0 é dada por 

x = k 2 (0 — sen£)/2, v = £ : (I — cos0)/2. (iv) 

As Eqs.fiv) são as equações paramétricas da solução da Eq, (i) 
cujo gráfico contém o ponto (0. 0). O gráfico das Eqs, (iv) é 
chamado de ciclóide, 

íd) Fazendo uma escolha apropriada da constante k. o gráfico 
da ciclo ide também contém o ponto (% y n ) e é solução do pro¬ 
blema da braquistócrona, Encontre k se x Q — i e y L , — 2. 


2.4 Diferenças entre Equações 
Lineares e Não-Lineares 

Até agora, estivemos preocupados, principal mente, em mostrar 
que equações diferenciais de primeira ordem podem ser usadas 
para se investigar muitos tipos diferentes de problemas nas ci¬ 
ências naturais e apresentar métodos de resolução de tais equa¬ 
ções se elas forem lineares ou separáveis, Agora está na hora de 
voltar nossa atenção para questões mais gerais sobre equações 
diferenciais e de explorar, mais detalhadamente, algumas manei¬ 
ras importantes em que as equações não-lineares diferem das li¬ 
neares. 

Existência e Unicidade de Soluções . Discutimos, até agora, di¬ 
versos problemas de valor inicial, cada um dos quais tendo solu¬ 
ção e. aparentemente, apenas uma solução, Isso nos leva a per¬ 
guntar se isso é verdade para todos os problemas de valor inicial 
para equações de primeira ordem. Em outras palavras, todo pro¬ 
blema de valor inicial tem exatamente uma solução? Essa pode 
ser uma pergunta relevante mesmo para quem não é matemáti¬ 


co. Se você encontrar um problema de valor inicial durante a in¬ 
vestigação de um problema tísico, você pode querer saber se ele 
tem solução antes de gastar um bocado de tempo e esforço para 
resolvê-lo. Além disso, se conseguir encontrar uma solução, você 
pode estar interessado em saber se deve continuar a procurar ou¬ 
tras soluções possíveis ou se pode ter certeza de que não existem 
outras soluções, Para equações lineares, as respostas a essas per¬ 
guntas são dadas pelo teorema fundamental a seguir. 


Teorema 2.4.1 

Se as funções p e g são contínuas em um intervalo aberto /: 
a < t < j3 contendo o ponto r = r 0 , então existe uma única 
função v - 4>(t) que satisfaz a equação diferencial 

/ + P(tj% = gU) (0 

para cada temi e que também satisfaz a condição inicial 

>’(í 0 ) = - v o* (2) 

onde y 0 é um valor inicial arbitrário prescrito. 


Observe que o Teorema 2.4.1 afirma que o problema de va¬ 
lor inicial dado tem solução e, também, que tem apenas uma 
solução. Em outras palavras, o teorema afirma tanto a existência 
quanto a unicidade da solução do problema de valor inicia! (1), 
(2). Além disso, de diz que a solução existe em qualquer inter¬ 
valo /, contendo o ponto inicial f lf , no qual os coeficientes p e g 
são contínuos. Isto é, a solução pode ser descontínua, ou deixar 
de existir, apenas em pontos onde pelo menos uma das funções, 
p ou g, é descontínua. Tais pontos podem ser identificados, com 
freqíiênria. com um simples olhar, 

A demonstração desse teorema está parcial mente contida na 
discussão, na Seção 2.1, que leva à fórmula [Eq, (32) na Seção 
2 . 1 ] 


H(r)y = J fi(t)g(t)di+c, (3) 

onde [Eq. (30) na Seção 2.1] 

p{t) — exp j p{t)dt. (4) 

A dedução na Seção 2.1 mostra que, se a Eq, (1) tem solução, 
então ela tem que ser dada pela Eq, (3), Analisando um pouco 
mais a fundo essa dedução, podemos concluir, também, que a 
Eq. (1) tem que ter, de fato, solução, Como p é contínua para 
a < t < p está definida nesse intervalo e é uma função dife- 
renciável não-nula. Multiplicando a Eq. (1) por ^t(r), obtemos 

D*(f)y]' = p(t)g(t). (5) 

Como ambas as funções p e g são continuas, a função pg é in¬ 
tegrável e a Eq. (3) segue da Eq. (5). Além disso, a integral de 
pg é diferenciável, de modo que y dado pela Eq, (3) existe e é 
diferenciável no intervalo a < / < /3, Substituindo a fórmula 
para y dada pela Eq. (3) na Eq. (I) ou na Eq. (5), pode-se veri¬ 
ficar facilmente que y satisfaz a equação diferencial no inter¬ 
valo a < t < jB. Final mente, a condição inicial (2) determina a 
constante c de maneira única, de modo que existe apenas uma 
solução do problema de valor inicial, completando, então, a 
demonstração. 
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A Eq. (4) determina o fator integrante pit) a menos de um fator 
multiplicativo que depende do limite inferior de integração, Se 
escolhermos esse limite inferior como sendo r 0 , então 

fiti) = exp / p(s)ds , (6) 

h 

e segue que p(r 0 ) = 1. Usando o fator integrante dado pela Eq, 

* 6) e escolhendo o limite inferior de integração na Eq. (3) tam¬ 
bém como i 0 , obtemos a solução gerai da Eq, (1) na forma 

y = -77: f i4s)gis)ds+c (7) 

W) L J «i J 

Para satisfazer a condição iniciai (2). precisamos escolher c - 
j y. Assim, a solução do problema de valor inicial (1), (2) é 

• v 'í7[I'“ s)8(sWs+v "} (81 

onde jx(í) é dado pela Eq. (6). 

Considerando, agora, equações diferenciais não-lineares, pre¬ 
cisamos substituir o Teorema 2,4.1 por um teorema mais geral, 
tal como o seguinte: 

Teorema 2.4.2 

Suponha que as funções/e fl y são contínuas em um retân¬ 
gulo a < t < y < y < 8 contendo o ponto (r a , y 0 ). Então, 
em algum intervalo í n - h < t < t u + h contido ema<K 


Exemplo 1 

Use o Teorema 2,4,1 para encontrar um intervalo no qual o pro¬ 
blema de valor inicial 

ty' + 2v = 4/ 2 . (10) 

y(l) = 2 (11) 

:em uma única solução. 

Escrevendo a Eq. (10) na forma padrão (1), temos 
/ + (2/0y 4f, 

ie modo quep(f) = 2/r e g(t) = 4r, Logo, para essa equação, g é 
contínua para todo r, enquanto p é contínua apenas para r < 0 ou 
■ > 0. O intervalo / > 0 contém a condição inicial, portanto, o 


existe uma única solução v = $U) do problema de valor 
inicial 

y = f{t,yh >%)= V 0 . (9) 

Observe que as hipóteses no Teorema 2.4.2 se reduzem às do 
Teorema 2.4,1 se a equação diferencial for linear. De fato, nesse 
cas o/í, y) = -p(t)y + g(t) e fit, y)f y = —p(t), de modo que a 
continuidade de/e de fl y é equivalente à continuidade de p e 
g. A demonstração do Teorema 2.4.1 foi relativamente simples 
porque pôde se basear na fórmula (3) que dá a solução para uma 
equação linear arbitrária, Não existe fórmula correspondente para 
a solução da equação diferencial (9), de modo que a demonstra¬ 
ção do Teorema 2,4.2 é muito mais difícil, Ela é discutida, até 
certo ponto, na Seção 2,8, e em maior profundidade em livros 
mais avançados de equações diferenciais. 

Observamos que as condições enunciadas no Teorema 2.4,2 
são suficientes, mas não necessárias, para garantir a existência 
de uma única solução do problema de valor inicial (9) em algum 
intervalo t 0 — h < t < + /í. isto é, a conclusão peimanece válída 

sob hipóteses ligeiramente mais fracas sobre a função/ De fato, 
a existência de uma solução (mas não sua unicidade) pode ser 
estabelecida baseando-se apenas na continuidade de/ 

Uma consequência geométrica importante da unicidade nos 
Teoremas 2,4,1 e 2,4,2 é que os gráficos de duas soluções não 
podem se intersectar. Caso contrário, existiriam duas soluções 
satisfazendo a condição inicial correspondente ao ponto de in¬ 
terseção, contradizendo o Teorema 2.4.1 ou o 2.4.2. 

Vamos considerar alguns exemplos. 


Teorema 2,4.1 garante que o problema (10), (11) tem uma única 
solução no intervalo 0 < t < No Exemplo 3 da Seção 2.1 vi¬ 
mos que a solução desse problema de valor inicial é 

y = ; 2 + -1 t > 0. (12} 

r 

Suponha, agora, que a condição inicial é modificada para 
j( — 1) = 2. Então, o Teorema 2,4.1 garante a existência de uma 
única solução para t < 0, Como você pode verificar facilmente, 
a solução é dada. novameme, pela Eq. (12) mas, agora, no inter¬ 
valo < t < 0. 


Exemplo 2 


Aplique o Teorema 2.4.2 ao problema de valor inicial 
dy 3x 2 + Ax + 2 


dx 


2(y - D 


>•( 0 ) = - 1 . 


(13) 


Note que o Teorema 2.4.1 não se aplica a esse problema, já 
jue a equação diferencial não é linear. Para aplicar o Teorema 
2 - 2. observe que 


f(x,y) 


3x 2 + Ax + 2 3/ 3x 2 +4x + 2 

2(.v - 1) ’ 3y “ 2(v — 1)* 


Assim, cada uma dessas funções é contínua em toda parte exce¬ 
to na reta y = 1. Em consequência, pode-se desenhar um re¬ 
tângulo contendo o ponto inicial (0, — 1) no qual ambas/e 
Bf/dy são contínuas. Portanto, o Teorema 2.4,2 garante que o 
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problema de valor inicial tem uma única solução em algum In¬ 
tervalo em tomo de .r - 0. No entanto, mesmo que o retângulo 
possa ser esticado infinitamente nas direções dos i positivo e 
negativo, isso não significa, necessariamente, que a solução 
existe para todo a. De fato, o problema de valor inicial (13) foi 
resolvido no Exemplo 2 da Seção 2.2 e a solução existe apenas 
para a > — 2. 

Suponha, agora, que mudamos a condição inicial para v(0) = 
1.0 ponto inicial pertence, agora, á reta y = 1, de modo que não 
é possível desenhar nenhum retângulo contendo esse ponto den¬ 
tro do qual/e dfldy são contínuas. Em consequência, o Teorema 
2.4.2 não diz nada sobre soluções possíveis desse problema 


modificado, No entanto, se separarmos as variáveis e integrar¬ 
mos, como na Seção 2.2, encontramos que 

v 2 -2v = P + 2 a- 2 + 2a + c. 

Além disso, se x = 0 e v = 1, então c = — 1. Finalmente, resol¬ 
vendo para y, obtemos 

y = 1 ± Va 3 + 2 a 2 + 2 a . ( 14 ) 

A Eq. (14) fornece duas funções que satisfazem a equação dife¬ 
rencial dada para .v>0e que também satisfazem a condição 
inicial y(0) = 1. 


Exemplo 3 


Considere o problema de valor inicial 


/ = .y 1/3 , ;y(0) = 0 


( 15 ) 


para t > 0. Aplique o Teorema 2,4.2 a esse problema de valor 
inicial e depois resolva o problema. 

A função//, y) = y 1/3 é contínua em toda a pane mas òfíòy = 
y~ m /3 não existe quando y = 0, logo não é contínua aí. Assim, o 
Teorema 2.4.2 não se aplica a esse problema e não podemos con¬ 
cluir nada dele. No entanto, pela observação após o Teorema 2,4,2, 
a continuidade de /garante a existência de soluções, embora não 
garanta a unicidade. 

Para compreender a situação mais claramente, precisamos re¬ 
solver, de fato, o problema, o que é fácil de fazer, já que a equa¬ 
ção é separável. Temos, então, 

y~ l/i dy = dt . 


é ainda outra solução. De fato. não é difícil mostrar que. para 
qualquer t 0 positivo, as funções 


y = xU) = 


0. se 0 < í < í 0 , 

± [ftt ~ í b } ] 3, " - se f - r o 


(19) 


são contínuas, diferenciáveis (em particular em r = í 0 ) e solu¬ 
ções do problema de valor inicial (15). Portanto, esse problema 
tem uma família infinita de soluções: veja a Fig. 2.4,1, onde apa¬ 
recem algumas dessas soluções. 

Como já observamos, a não unicidade das soluções do proble¬ 
ma (15) não contradiz o teorema de existência e unicidade, já que 
o teorema não é aplicável se o ponto inicial pertence ao eixo dos t. 
Se (/ n , y 0 ) é qualquer ponto que não pertence ao eixo dos í, no en¬ 
tanto, então o teorema garante que existe uma única solução da 
equação diferencial v' = y V3 cujo gráfico contém o ponto (/, y 0 ). 


logo 



y =$(t) = 0. / > 0 


(18) FIG, 2.4,1 Diversas soluções do problema, de valor inicial y = y m fy(Q) = 0. 


imerraio de Definição. De acordo com o Teorema 2.4.1, a so¬ 
lução da equação linear (1), 

y 4 p(t)y = g(t ), 

ui§i ií i . .. inicial yí/.d = existe em qualquer intervalo 

n ie - iic qual as funções p e g são contínuas. Assim, 


assintotas verticais ou outras descontinuidades na solução só po¬ 
dem ocorrer em pontos de descontinuidade de p ou de g. Por 
exemplo, as soluções no Exemplo 1 (com uma exceção) são as- 
sintóticas ao eixo dos y, correspondendo à descontinuidade em r 
= 0 do coeficiente p(t) = 2/í, mas nenhuma das soluções deixa 
de existir ou de ser diferenciável em outro ponto. A solução ex- 
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cepcional mostra que as soluções podem permanecer contínuas, 
algumas vezes, mesmo nos pontos de descontinuidade dos coe¬ 
ficientes. 

Por outro lado, para um problema de valor inicial não-linear 
satisfazendo as hipóteses do Teorema 2.4.2, o intervalo no qual 
a solução existe pode ser difícil de determinar. A solução y = 
éí» existe, com certeza, enquanto o ponto [t\ <#/)] permanece 


em uma região na qual as hipóteses do Teorema 2.4.2 são satis¬ 
feitas, Isso é o que determina o valor de h no teorema, No entan¬ 
to, como é(t) não é conhecida em geral, pode ser impossível 
localizar o ponto [r, éír)] em relação a essa região. De qualquer 
jeito, o intervalo no qual existe uma solução pode não ter uma 
relação simples com a função/na equação diferencial y' = fiu 
y). Isso é ilustrado pelo exemplo a seguir. 


Exemplo 4 


Resolva o problema de valor inicial 

/=*y. yí 0)= 1, (20) 

e determine o intervalo no qual a solução existe. 

O Teorema 2.4.2 garante que esse problema tem solução úni¬ 
ca, já que /tf. y) = _v : e Bfidy = 2y são contínuas em toda a parte. 
Para encontrar a solução, separamos as variáveis e integramos, 
obtendo 


é a solução do problema de valor inicial dado. É claro que a so¬ 
lução toma-se ilimitada quando / —* 1; portanto, a solução exis¬ 
te apenas no intervalo —^ < r < 1. Não existe, no entanto, ne¬ 
nhuma indicação na equação diferencial propriamente dita de que 
o ponto f = 1 é especial de algum modo. Além disso, se a condi¬ 
ção inicial for substituída por 

yí 0) = y 0 , (24) 


y~ 2 dy = dt 
e 

-.V -1 = t + C. 

Então, resolvendo para y, temos 

1 

y = - -——. 

/ + c 


( 21 ) 


( 22 ) 


Para satisfazer a condição inicial, precisamos escolher c — — 1 ? logo 


(23) 


então a constante c na Eq. (22) tem que ser escolhida como ç — 
— l/y Dí e segue que 


y — 


>0 

i - v 


(25) 


é a solução do problema de valor inicial com condição inicial (24). 
Note que a solução (25) toma-se ilimitada quando t l/y m de 
modo que o intervalo de existência dessa solução é -x < t < 1/ 
y ü se y 0 > 0 e é í fy Q </<*sc y a < 0. Esse exemplo ilustra uma 
outra característica de equações não-lineares: as singularidades 
da solução podem depender, de modo essencial, tanto das con¬ 
dições iniciais quanto da equação diferencial 


Solução Gerai Uma outra maneira na qual as equações lineares 
e não-lineares diferem é em relação ao conceito de solução ge¬ 
ral Para uma equação linear de primeira ordem, pode-se obter 
ema solução contendo uma constante arbitrária, a partir da qual 
obtêm-se todas as soluções possíveis atribuindo-se valores a essa 
constante. Para equações não-lineares, isso pode não acontecer; 
mesmo que se encontre uma solução contendo uma constante 
arbitrária* podem existir outras soluções que não podem ser ob¬ 
tidas atribuindo-se valores a essa constante. Por exemplo, para a 
-quação diferencial y r = r no Exemplo 4, a fórmula na Eq. (22) 
contém uma constante arbitrária, mas não inclui todas as solu¬ 
ções da equação diferencial. Para ver isso. note que a função v 
= 0 para todo t é certamente uma solução da equação diferenci¬ 
al, mas não pode ser obtida da Eq. (22) atribuindo-se um valor 
rara t . Poderíamos antecipar que algo desse tipo fosse acontecer 
nesse exemplo, já que, ao colocara equação na forma (21), preci¬ 
samos supor que v não é zero. No entanto, a existência de solu¬ 
ções "adicionais” não é raro para equações nào-líneares; um exem- 
P ko menos óbvio é dado no Problema 22. Portanto, usaremos a ex- 
pregão “solução geral” apenas ao discutir equações lineares. 

Soluções Implícitas. Lembre-se novamente de que, para um pro¬ 
blema de valor inicial para uma equação linear de primeira or- 
ãsn. a Eq. (8) fornece uma fórmula explícita para a soluçãov = 
Desde que as primitivas necessárias sejam encontradas, o 
ák solução em qualquer ponto pode ser determinado subs¬ 


tituindo-se, simplesmente, o valor apropriado de t na equação. 
A situação para equações não-lineares é muito menos satisfató¬ 
ria. Em geral, o melhor que podemos esperar é encontrar uma 
equação 

FV.y)= 0 (26) 

envolvendo tey que é satisfeita pela solução y = E isso 
pode ser feito apenas para equações diferenciais de determina¬ 
dos tipos específicos, das quais as equações separáveis são as 
mais importantes, A Eq. (26) é dita uma integral, ou a primeira 
integral da equação diferencial e (como jã observamos) seu grá¬ 
fico é uma curva integral ou, talvez, uma família de curvas inte¬ 
grais. Supondo que a Eq. (26) possa ser encontrada, cia define a 
solução implicitamente, ísto é. para cada valor de /, precisamos 
resolver a Eq, (26) para encontrar o valor correspondente de y, 
Se a Eq. (26) for suficientemente simples, pode ser possível re¬ 
solver para y por métodos analíticos obtendo-se. assim, uma fór¬ 
mula explícita para a solução, No entanto, na maioria das vezes, 
isso não será possível e você terá que recorrer a cálculos numéri¬ 
cos para determinar o valor de y para um valor dado de L Uma vez 
calculados diversos pares de valores de t e de v, muitas vezes é 
útil colocá-los em um gráfico e traçar uma curva integral que os 
contém. Você deveria fazer isso em um computador, se possível 
Os Exemplos 2, 3 e4 são problemas não-lineares nos quais é 
fácil obter uma fórmula explíeita para a solução y ~ $(f). Por 
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outro lado, os Exemplos I e 3 na Seção 2.2 são casos nos quais 
é melhor deixar a solução em forma implícita e usar meios nu¬ 
méricos para calculá-la para valores particul ares da variável in¬ 
dependente. Essa última situação é mais típica; a menos que a 
relação implícita seja quadrática em y, ou tenha outra forma 
particularmente simples, as chances são de que ela não pode¬ 
rá ser resolvida exatamente por métodos analíticos. De fato, 
na maior parte dos casos, é impossível encontrar uma fórmula 
implícita para a solução de uma equação nâo-línear de primeira 
ordem. 

Construção Gráfica ou Numérica de Curvas Integrais, Devi¬ 
do à dificuldade em se obter soluções analíticas exatas de equa¬ 
ções diferenciais não-lineares, métodos que geram soluções 
aproximadas ou outras informações qualitativas sobre as solu¬ 
ções têm uma importância corre spondentemente maior. Jã vi¬ 
mos, iia Seção 1.1, como construir campos de direções para uma 
equação diferencial. O campo de direções mostra, muitas ve¬ 
zes, a forma qualitativa das soluções e pode ajudar, também, a 
identificar regiões no plano ty onde as soluções apresentam 
características interessantes que merecem uma investigação 
analítica ou numérica mais profunda. A Seção 2,5 discute mais 
métodos gráficos para equações de primeira ordem. É dada, na 
Seção 2.7. uma introdução a métodos numéricos para equações 
de primeira ordem, e uma discussão sistemática de métodos 
numéricos aparece no Cap. 8. No entanto, não é necessário 
estudar os algoritmos numéricos propriamente ditos para usar 
efetivamente um dos muitos pacotes de programas que geram 
e fazem os gráficos de aproximações de soluções de problemas 
de valor inicial. 

Resumo , A equação linear y' + p(t)y = g(t) tem diversas pro¬ 
priedades boas que podem ser resumidas nas seguintes afirma¬ 
ções; 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 6, determine (sem resolver o problema) um 
intervalo no qual a solução do problema de valor inicial dado certa- 
mente existe. 

í. {t — 3)/ -h (ln t)y — 2i\ v(I) — 2 

2. t(t -4)/+ v = 0. v(2) = Í 

3. / + (tg t )v = sen f t v(jr) = 0 

4. (4 — r 2 )y' + 2ty = 3r, v<—3) = 1 

5. (4 - r)r' + 2/>’ = 3r, >>(l) = -3 

6. (In f ) y f 4- v — cotg /, v(2) — 3 

Nos problemas de 7 a 12, determine a região do plano ty onde as 
hipóteses do Teorema 2,4.2 são satisfeitas. 


7. 

y= 

t - y 

8. 

y' = 

(J - t 1 — y 2 

2 t + 5 v 

9. 

^ / _ 

In |0 | 

10. 

f 

(t 2 + }' 2 ) 3/2 


1 - r + v" 

n. 

dy 
dt " 

]+r 
" 3y - y 2 

12. 

dy _ 

7t ~ 

(cotgf)y 

1 + y 


Nos problemas de 13 a 16, resolva o problema de valor inicial dado 
e determine de que modo o intervalo no qual a solução existe de¬ 
pende do valor inicial y Q . 

13. y = -4r/y, y(0) = y fJ 

14. y=2fv 2 , v(0) = y Q 

15. y f 4- y 1 = 0. y(0) = y f) 

m v'= r/v(l + ri), y (0) = y 0 


1. Supondo que os coeficientes são contínuos, existe uma solu¬ 
ção geral comendo uma constante arbitrária que inclui todas 
as soluções da equação diferenciai. Uma solução particular 
que satisfaz uma condição inicial dada pode ser obtida esco- 
ihendo-se o valor apropriado da constante arbitrária. 

2* Existe uma fórmula para a solução, a saber. Eq, (7) ou Eq. (8). 
Além disso, embora envolva duas integrações, a fórmula para 
a solução y = é explícita, em vez de ser uma equação que 

define <b implicitamente. 

3* Os possíveis pontos de descontinuidade, ou singularidades, 
da solução podem ser identificados (sem resolver o proble¬ 
ma) encontrando-se, simplesmente, os pontos de descon¬ 
tinuidade dos coeficientes. Dessa forma, se os coeficientes 
forem contínuos para todo f, então a solução existe e é contí¬ 
nua para todo r. 

Nenhuma dessas afirmações é verdadeira, em geral, para equa¬ 
ções não-lineares. Embora uma equação não-linear possa ter uma 
solução envolvendo uma constante arbitrária, podem existir ou¬ 
tros tipos de solução. Não existe fórmula geral para soluções de 
equações não-lineares. Se você for capaz de integrar uma equa¬ 
ção não-linear, provavelmente obterá uma equação que define 
soluções implicitamente, ao invés de explicitamente. Final men¬ 
te, as singularidades das soluções de equações não-lineares po¬ 
dem ser encontradas, em geral, só quando se resolve a equação e 
se examina a solução. É provável que as singularidades depen¬ 
dam tanto da condição inicial quanto da equação diferencial. 


Nos problemas de 17 a 20, desenhe um campo de direções e faça 
um gráfico íou esboço do gráfico) de diversas soluções da equação 
diferencial. Descreva como as soluções parecem se com portar quan¬ 
do t cresce e como esse comportamento depende do valor inicial y 0 
quando T = 0, 


17. y r = rv(3 — y) 

19. /-- y p- ty) 


18. f — y(3 - í.v) 
jfò 20. y = f — 1 - y 2 


2f Considere o problema de valor inicial y* = y 1 \ y(0) = 0 do 
Exemplo 3 no texto, 

(a) Existe uma solução cujo gráfico comem o ponto (1,1)? Se 
existir, encontre-a, 

(b) Existe uma solução cujo gráfico contém o ponto (2. 1)? Se 
existir, encontre-a. 

(c) Considere todas as soluções possíveis do problema de va¬ 
lor inicial dado. Determine o conjunto de valores que essas 
soluções assumem em r - 2. 

22. (a) Verifique que ambas as funções y,(f) = 1 — í e y : (í) - — f74 
são soluções do problema de valor inicial 




-r + (r + 4v) 


1/2 


y{2) = — L 


Onde essas soluções são válidas? 

(b) Explique por que a existência de duas soluções do pro¬ 
blema dado não contradiz a parte de unicidade do Teorema 
2,4.2, 

(c) Mostre qne y = ct + c 1 , onde c é uma constante arbitrária, 
satisfaz a equacao diferencial no item (a) para t ^ - 2c. Se c = 
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— 1, a condição inicial também é satisfeita e obtém-se a solu¬ 
ção y = Vj(f), Mostre que não existe escolha de c que forneça a 
segunda solução, v = y 2 (t). 

23. (a) Mostre que <#f) = e 2t c uma solução de y* — 2y — 0 e que 
y = c éit) também é solução dessa equação para qualquer va¬ 
lor da constante c. 

(b) Mostre que <Kr) = l/f é uma solução de y* + y = 0 para 
! > 0. mas que v — c èít) não é solução dessa equação a menos 
que f-Oouc- 1. Note que a equação no item (b) é não-line¬ 
ar, enquanto a no item (a) é linear. 

24. Mostre que. se y = <Ui) é uma solução de y' + pir)y — 0, então 
y = c é(t) também é solução para qualquer valor da constante c. 

25. Seja y — y t (0 uma solução de 

y' + p{t)y — 0. (i) 

e seja y - \\(t) uma solução de 

y'+ p0)y = g(i)- (ti) 

Mostre que y ~ y,(fj + y 2 (t) também é solução da Eq. (ti). 

26. (a) Mostre que a solução (7) da equação linear geral (1} pode 
ser escrita na forma 

y = cv | (/) + y 2 (f), (i) 

onde c ê uma constante arbitraria. Identifique as funções y, e y : „ 

(b) Mostre que y, é uma solução da equação diferencial 

y* + p{t)y — 0, 00 

correspondente a g(fj = 0. 

(c) Mostre quey, é uma solução da equação linear completa (I). 
Veremos mais tarde (por exemplo, na Seção 3,6) que soluções 
de equações lineares de ordem maior têm propriedades seme¬ 
lhantes à Eq. (i). 

Equações de Bemoulli. Algumas vezes é possível resolver uma 
equação não-linear fazendo-se uma mudança na variável dependen¬ 
te que a transforma cm uma equação linear. A mais importante des¬ 
sas equações tem a forma 

>' + fl(t)y = qü)y fí f 

e é chamada de equação de Bemoulli, em honra a Jakob Bemoulli. 
Os problemas de 27 a 31 tratam de equações desse tipo. 

27. (a) Resolva a equação de Bemoulli quando n = 0; quando n = 1. 
(b) Mostre que : se n ± 0 t 1. então a substituição v = y 3 "" reduz 
a equação de Bemoulli a uma equação linear, Esse método de 
solução foi encontrado por Leibniz em 1696. 

Nos problemas de 28 a 31. a equação dada é uma equação de 
Bemoulli. Resolva-a. em cada caso, usando o método de substitui¬ 
ção mencionado no Problema 27(b), 

28. t 2 y f + 2 ty — y 3 ~ 0, t > 0 

29. y 1 = ry — ky 2 > r > 0 e k > 0, Essa equação é importante em 
dinâmica populacional e é discutida em detalhes na Seção 2,5, 

30. y = ey — oy\ e > 0e cr> 0, Essa equação aparece no estudo 
da estabilidade de fluxos de fluidos. 

31. áyiât — (r cos r + T)y — y. onde F e T são constantes, Essa 
equação também aparece no estudo da estabilidade de fluxos 
de tinidos. 

Coeficientes Descontínuos. Muitas vezes aparecem equações dife¬ 
renciais lineares com uma ou ambas as funções p e g contendo des- 
continuidades do tipo salto, Se f 0 é um ponto de descontínuidade. 
então é preciso resolver a equação separadamente para r < ,r„ e r > 
t iY Depois, as duas soluções podem ser combinadas de modo a y ser 
contínua cm t v \ isso é feito através de nroa escolha apropriada das 


constantes arbitrárias. Os dois problemas a seguir ilustram essa si¬ 
tuação. Observe que. em cada caso. é impossível fazer com que y J 
também seja contínua em i ty 

32. Resolva o problema de valor inicial 


onde 


/ + 2 y 

=j(0. 

yfO) 

= j 

1. 

0. 

0 <f 


33. Resolva o problema de valor inicial 

/ + p(t)y = 0* y(0)=L 

onde 


p(Ó = 


2, 

I. 


0<í < 1. 
/ > 1 . 


2.5 Equações Autônomas e 
Dinâmica Populacional 

Uma classe importante de equações de primeira ordem consiste 
naquelas nas quais a variável independente não aparece explici¬ 
tamente. Tais equações são ditas autônomas e têm a forma 

dy/dt = /(>-). (I) 

Discutiremos essas equações no contexto de crescimento ou 
declínio populacional de uma espécie dada, um assunto impor¬ 
tante em campos que vão da medicina à ecologia, passando pela 
economia global. Diversas outras aplicações são mencionadas 
nos problemas. Lembre-se de que jã consideramos, nas Seções 
1.1 e 1 .2, o caso particular da Eq. (l) onde./fy) = #>' + b. 

Â Eq. (1) é separável, de modo que podemos aplicar a dis¬ 
cussão feita na Seção 2.2, mas nosso objetivo principal nesta 
seção é mostrar como usar métodos numéricos para obter infor¬ 
mação qualitativa importante sobre a equação diferencial sem 
resolvê-la. Os conceitos de estabilidade e instabilidade de solu¬ 
ções de equações diferenciais têm importância fundamental nesse 
esforço. Essas idéias foram introduzidas informa Imente no Cap, 
1, mas sem a utilização dessa terminologia. Elas são discutidas 
um pouco mais aqui e serão examinadas em maior profundidade 
e em um contexto mais geral no Cap. 9. 

Crescimento ExponenciaL Seja y = </>(r) a população de uma 
espécie dada no instante f. A hipótese mais simples sobre a vari¬ 
ação da população é que a Laxa de variação de y é proporcional L - 
ao valor atual de y, isto é 

dy/dt = ry, (2) 

onde a constante de proporcionalidade ré chamada laxa de cres¬ 
cimento ou declínio, dependendo se c positiva ou negati va. Vamos 
supor aqui que r > 0. de modo que a população está crescendo. 
Resolvendo a Eq. (2) sujeita à condição inicial 

y(0) = y 0 , (3) 

obtemos 

= (4) 


-Aparentemente, o economista britânico Thomas MaJthus {1766-1834» foi o primeiro a 
observar que muitas populações btoirigíca* crescem a uma laxa proporcional à população. 
Seu primeiro artigo sabre populações apareceu em 1798. 
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l/r 2/r 3/r Air t 

FIG. 2*5*1 Crescimento exponencial; y em funçào de r para dy/dt — r\\ 


Logo, o modelo matemático que consiste no problema de valor 
inicial (2) T (3) com r > 0 prevê que a população crescerá expo¬ 
nencialmente sempre, como ilustrado na Fig. 2.5J para diver¬ 
sos valores de y Q . Sob condições ideais, observou-se que a Eq. 
(4) é razoavelmente precisa para muitas populações, pelo menos 
por períodos limitados de tempo. No entanto, é claro que tais con¬ 
dições ideais não podem perdurar indefinidamente; alguma hora 
as limitações sobre o espaço, o suprimento de comida ou outros 
recursos reduzirá a taxa de erescimemo e acabará inibindo o cres¬ 
cimento exponencial. 

Crescimento Logístico. Para levar em consideração o fato de que 
a taxa de crescimento depende, realmente, da população, vamos 
substituir a constante r na Eq. (2) por uma função h(y\ obtendo, 
assim, a equação modificada 

dyjdt — h(y)y. (5) 

Queremos, agora, escolher h(y) de modo que h(y) — r > 0 
quando y for pequeno, ft(y) decresça quando y crescer e h(y) < 0 
quando y for suficientemente grande, A função mais simples que 
tem essas propriedades é h(y) = r — ay* onde a é, também, uma 
constante positiva. Usando essa função na Eq, (5), obtemos 

dy/dt — (r — ay)y. (6) 

A Eq. (6) é conhecida como a equação de Verhulst 13 ou equa¬ 
ção logística, Muitas vezes, é conveniente escrever a equação 
logística na forma equivalente 



onde K = ria. A constante r é chamada de taxa de crescimento 
intrínseco, isto é. a taxa de crescimento na ausência de qualquer 
fator limitador. À interpretação de K ficará clara em breve. 

Investigaremos as soluções da Eq. (7) em algum detalhe mais 
adiante nesta seção. Antes disso, no entanto, vamos mostrai’ como 


P. F. Verhulst (1804-1849) foi um matemático belga que introduziu u Eq. como ura 
TTUhiehiparao crescimento populacional humano em 183&. Ele se referiu a esse crescimento 
jcoTEM-Tesomento logístico: por isso. siEq. (fi) é chuinati^ muitas vezes, de equação logística. 
Ei: r.V tüi capaz de testar a precisão de seu modeío devido a dados inadequados de censo 
2 nüo recebeu mui te atenção até muiios anos depois. A concordância razoável do modelo 
v^pcrimcntais foi demonstrada por R. Feart (1930) para populações dc Drosophila 
■*: Çí-rf.vr i mi>sea das fruías) e por CJ. F. Gausç f 1935) para populações dc Paramecium 

c Triholium 'Pcviuro da farinhaj. 


você pode desenhar, facilmente, um esboço qualitativamente 
correto das soluções. Os mesmos métodos também podem ser 
aplicados à equação mais geral (1). 

Vamos, primeiro, procurar soluções da Eq. (7) do tipo mais 
simples possível, isto é. funções constantes. Para tal solução, dyf 
dt — 0 para todo r. logo, qualquer solução constante da Eq. (7) 
tem que satisfazer a equação algébrica 

r{ 1 -y/K)y = 0. 

Portanto, as soluções constantes são y - 0 t (/) = 0 e y = = 

K . Essas soluções são chamadas de soluções de equilíbrio da 
Eq. (7) porque correspondem ao caso em que não há variação no 
valor de y quando t cresce. De maneira análoga, qualquer solu¬ 
ção de equilíbrio da Eq. (1), mais geral, pode ser encontrada 
encontrando-se as raízes de/fv) — 0. Os zeros de fiy) também 
são chamados de pontos críticos. 

Para visualizar outras soluções da Eq. (7) e esboçar seus gráfi¬ 
cos rapidamente, começamos desenhando o gráfico defty) em fun¬ 
ção de y. No caso da Eq. (7), fiy) = r( 1 — y/A)v, de modo que o 
gráfico é a parábola ilustrada na Fig. 2.5.2. Os pontos de interse¬ 
ção com o eixo dos y são (0* 0) e (A, 0), correspondendo aos pon¬ 
tos críticos da Eq. (7). e o vértice da parábola está em (Ã72, rK/4). 
Observe que dy/dt > 0 para 0 < y < A 7 : portanto, y é uma função 
crescente de / quando y está nesse intervalo: isso é indicado pelas 
setas apontando para a direita próximas ao eixo dosy na Fig, 2,5.2. 
Analogamente, se y > K * então dy/dt < 0; portanto, y é decrescen¬ 
te* como indicado pela seta apontando para a esquerda na Fig. 2.5.2. 

Nesse contexto, o eixo dos y é muitas vezes chamado de reta de 
fase e está reproduzida na Fig. 2.5.3 a na sua orientação vertical, a 
mais comum. Os pontos em y = 0 e v = K são os pontos críticos ou 
soluções de equilíbrio. As setas indicam mais uma vez que y é cres¬ 
cente sempre que 0 < y < K e decrescente sempre que y > A, 

Além disso, da Fig. 2,5.2, note que. sey está próximo de 0 ou 
de A. então o coeficiente angular fiy) fica próximo de zero, de 
modo que as curvas soluções são quase horizontais. Elas se tor¬ 
nam mais inclinadas quando o valor de y se afasta de 0 ou de K. 

Para esboçar os gráficos das soluções da Eq. (7) no plano fy, 
começamos com as soluções de equilíbrio y = 0ey = A; depois 
desenhamos outras curvas crescentes quando 0 < y < A, decres¬ 
centes quando y > A e que se aproximam de uma curva horizon¬ 
tal quando y se aproxima de um dos valores 0 ou A. Logo os 
gráficos das soluções da Eq. (7) têm que ter a forma geral ilus¬ 
trada na Fig. 2.53b* independente dos valores de r e de K. 

A Fig, 2.5.3& pode parecer mostrar que outras soluções 
intersectam a solução de equilíbrio y = A, mas isso é possível? 
Não: a unicidade no Teorema 2.4.2, o teorema fundamental de 
existência e unicidade, afirma que apenas uma solução pode 
conter um ponto dado no plano n. Assim, embora outras soluções 
possam ser assihtóticas à solução de equilíbrio quando f—* elas 
não podem intersectã-la em um instante finito. 

Para continuar nossa investigação, podemos determinar a 
concavidade das curvas soluções e a localização dos pontos de 
inflexão encontrando cPy/df. Da equação diferencial (1) obtemos 
(pela regra da cadeia) 


d 2 v d dx d , y „ dx 


( 8 ) 


O gráfico de y em função de t é convexo 14 quando y" > 0, isto é, 
quando/e/' têm o mesmo sinal. Analogamente, o gráfico é côn- 


4sêü é T tem a concavidade voltada para cima. (:YJ.) 
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FIG. 2.5.2 Gráfico de fiy ) em função de y paru dyídt = rí 1 — yfK)y, 



FKi. 2*5*3 Crescimento logístico: dyídt = rí 1 — yÍK)y. (ti) A reta de 
i h) Gráficos de y em função de /. 


zã\ o quando y" < 0, o que ocorre quando/e/' têm sinais opos- 
Os sinais de/e de/' podem ser identificados* facilmente, 
v gráfico de /l v) em função de v. Podem ocorrer pontos de in¬ 
flexão quando/'(v) = 0. 

No caso da Eq. (7), as soluções são convexas para 0 < y < Kl 
1 onde/é positiva e crescente (veja a Fig, 2,5.2), dc modo que 
ambas as funções/e/' são positivas. As soluções também são 
convexas para v > K, onde/é negativa e decrescente (/e/' são, 
imbas, negativas). Para AT/2 < v < K as soluções são côncavas. 
ü que aqui/é positiva e decrescente, de modo que/é positiva e 
f é negativa, Existe um ponto de inflexão sempre que o gráfico 
jc vem função de t cruza a reta y = A72. Os gráficos na Fig, 2.5.3b 
exibem essas propriedades. 

Finalmente, note que K é uma cota superior que é aproxima- 
ij- mas nunca atingida, para populações crescentes começando 
-txüxo desse valor. Portanto, é natural se referir a K como sendo 

nível de saturação, ou a capacidade ambiental de sustenta¬ 
ção. para a espécie dada. 

Uma comparação entre as Figs. 2.5,1 e 2.5.3b revela que as 
soluções da equação não-linear (7) são surpreendentemente di- 
srentes das da equação linear (i), pelo menos para valores gran- 
de /. Independentemente do valor de K . isto é, não interes¬ 
sado quão pequeno seja a parcela não-linear da Eq. (7), as so- 
toções da equação tendem a um valor finito quanto i —> en- 

qí^uito as soluções da Eq, (1) crescem (exponencialmente) sem 


limite quando r X: . Assim, mesmo uma minúscula parcela não- 
linear na equação diferencial tem um efeito decisivo na solução 
para valores grandes de i. 

É suficiente, em muitas situações, ter informação qualitativa 
sobre a solução y - çXO da Eq. (7) ilustrada na Fig. 2,5,3b, Essa 
informação foi inteiramente obtida a partir do gráfico dê/(y) em 
função de y e sem resolver a equação diferencial (7). No entan¬ 
to, se quisermos ter uma descrição mais detalhada sobre o cres¬ 
cimento logístico — por exemplo, se quisermos saber o valor da 
população em algum instante particular — então precisamos 
resolver a Eq. (7) sujeita à condição inicial (3). Se v ^ 0 e v ¥= K , 
podemos escrever a Eq. (7) na forma 


(l-y/K)y 


Usando expansão em frações parciais na expressão à esquerda 
do sinal de igualdade, temos 



i/g \ 

1 -y/K) 


dy — r dt. 


Integrando, obtemos 


ln|y|-ln 


y 

~K 


= ri + c, 


(9) 


onde c é uma constante arbitrária de integração a ser determina¬ 
da pela condição inicial y(0) = y 0 . Já observamos que, se 0 < y 0 
< K , então y permanece nesse intervalo para todo o tempo. As¬ 
sim. nesse caso, podemos remover o módulo na Eq. (9) e, apli¬ 
cando a exponencial nas expressões dos dois lados do sinal de 
igualdade, encontramos que 


y 

1 - (y/K) 


= 


( 10 ) 


onde C — e c . Para satisfazer a condição inicial y(0) — y w , preci¬ 
samos escolher C = y/ll — (v (h /AT)J, Substituindo esse valor de 
C na Eq. (10} e resolvendo para y, obtemos 


>’o* 

% + (K - y 0 )e- rI • 


( 11 ) 


Deduzimos a solução (li) sob a hipótese de que 0 < y 0 < K\ 
Se y M > K , então os detalhes de tratamento da Eq. (9) são apenas 
ligeiramente diferentes e deixamos a seu cargo mostrar que a Eq. 
(11) também é válida nesse caso. Final mente, note que a Eq. í 11) 
também contém as soluções de equilíbrio y = ^(t) = 0 e y = 
(MÓ = K r correspondendo às condições iniciais y 0 = 0 e v 0 = K, 
respectivamente. 

Todas as conclusões qualitativas a que chegamos anteriormen¬ 
te por raciocínio geométrico podem ser confirmadas examinam 
do^se a solução (11). Em particular, se y Q = 0, então a Eq, do 
diz que yí r) = 0 para todo l Se y 0 > 0 e se fizermos t —> ^ na Eq. 
(11), obtemos 


lim y{/) = y 0 K/y 0 = K. 

Dessa forma, para cada y 0 > ü, a solução tende à solução de equi¬ 
líbrio y = <£ : ír) — K assíntoticamente quando r —> Portanto, 
dizemos que a solução constante 0/r) — K é uma solução as- 
sintoticamente estável da Eq. (7). ou que o ponto v = K é um 
ponto de equilíbrio, ou critico, assintolicameme estável, Apds um 
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longo tempo, a população fica próxima ao nível de saturação K 
independente do tamanho inicial da população, desde que seja 
positivo. Outras soluções tendem à solução de equilíbrio mais 
rapidamente quando r aumenta. 

Por outro lado, a situação para a solução de equilíbrio y = 4> x {t) 
= 0 é bem diferente. Mesmo soluções que começam bem próxi¬ 


mas de zero crescem quando i cresce e, como vimos, tendem a K 
quando t —> Dizemos que d>,(0 = 0 é uma solução de equilí¬ 
brio instável ou que y = 0 é um ponto de equilíbrio, ou crítico, 
instável. Isso significa que a única maneira de garantir que a 
solução permaneça nula é certificar-se de que seu valor inicial é 
exatamente igual a zero. 


Exemplo 1 


O modelo logístico foi aplicado à população de linguados gigan¬ 
tes em determinadas áreas do Oceano Pacífico. 15 Suponha que 
v, medido em quilogramas, seja a massa total, ou biomassa, da 
população de linguados gigantes em um instante /. Os parâme¬ 
tros na equação logística são estimados como tendo os valores r 
= 0,71/ano e K = 80,5 x 10 6 kg, Se a biomassa inicial é y 0 = 
0,25 K, encontre a biomassa 2 anos depois. Encontre, também, o 
instante r para o qual y(r) = 0,75A'. 

É conveniente fazer uma mudança de escala na solução (11) 
em função da capacidade de sustentação K ; escrevemos, então, 
aEq. (11) na forma 


Usando os valores dados de r e yJK, e fazendo y/K = 0,75, en¬ 
contramos 


r 


1 (0,25) (0,25) 

QJl (0,75) (0,75) 


1 

Õ71 


In 9 = 3,095 anos 


Os gráficos de y/K em função de t para os parâmetros dados e 
para diversas condições iniciais estão ilustrados na Fig. 2.5.4. 



1 (y 0 /K)[\ - (y/K)] 

r (y/K)[l-(y 0 /K)} ' 


(13) 


FIG. 2.5.4 Gráfico de y/K em função de t para o modelo de população 
de linguados gigantes no Oceano Pacífico. 


Um Limiar Crítico. Vamos considerar, agora, a equação 



onde rei são constantes positivas dadas. Observe que (exceto 
pela substituição do parâmetro K por T) essa equação difere da 
equação logística (7) apenas pela presença do sinal de menos na 
expressão à direita do sinal de igualdade. No entanto, como ve¬ 
remos, as soluções da Eq. (14) se comportam de maneira muito 
diferente das da Eq. (7). 

Para a Eq. (14), o gráfico d efty) em função de y é a parábola 
ilustrada na Fig. 2.5.5. Os pontos de interseção com o eixo dos y 
são os pontos críticos y — 0 e y ~ 7 1 , correspondendo às solu¬ 
ções de equilíbrio = 0 e = T. Se 0 < y < T, então 


lf Uma boa fonte de informação sobre questões de dinâmica populacional e economia que 
tomam eficiente a utilização de reservas renováveis, com ênfase particular na pesca, ê o livro 
de Clark listado nas referências ao final deste capítulo. Os valores dos parâmetros usados 
aqui são dados na página 53 desse livro e foram obtidos de um estudo feito por M, S. Mohring. 


dy/dr < 0, e y decresce quando f cresce. Por outro lado, se y > 77 
então dy/dr > G e y cresce quando / cresce. Assim, dq(0 = 0 é 
uma solução de equilíbrio assintoticamente estável e <t>Át) — Té 
uma instável. Além disso,/'(y) é negativa para 0 <y < T/2 e 
positiva para 772 < y < T , de modo que o gráfico de y em fun¬ 
ção de / é convexo e côncavo, respectivamente, nesses interva¬ 
los. Como/Xv) é positiva para v > T. o gráfico de y em função 
der também é convexo aí. 

A Fig, 2.5.6o mostra a reta de fase (o eixo dos y) para a Eq. 
(14). Os pontos em y = 0 e y = T são pontos críticos, ou solu¬ 
ções de equilíbrio, e as setas indicam se as soluções são crescen¬ 
tes ou decrescentes. 

Às curvas solução da Eq, (14) podem ser esboçadas rapida¬ 
mente. Primeiro desenhe as soluções de equilíbrio y = 0 e y = 
T. Depois esboce curvas na faixa 0 < y < Fque decrescem quan¬ 
do r cresce e que mudam de concavidade quando cruzam a reta y 
= 772. A seguir desenhe algumas curvas acima de v = T quecres- 
cem cada vez, mais rapidamente quando t e y aumentam. Certi¬ 
fique-se de que todas as curvas se aproximam da horizontal quan- 
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F1G. 2,5*5 Gráfico áefiy) em função de v para dyldt = —rfl — y/7)y. 


do i se aproxima de 0 ou de T. O resultado é a Fig. 2.5.66, que é 
um esboço qualitativamente preciso das soluções da Eq. (14) para 
quaisquer valores de r e de T. É claro dessa figura que, à medida 
uue o Lenipo cresce, v tende a zero ou cresce sem limite* depen¬ 
dendo se o valor inicial y D é menor ou maior do que T * Dessa for¬ 
nia, Té um Limiar crítico abaixa do qual não existe crescimen¬ 
to. 

Podemos confirmar as conclusões a que chegamos através de 
raciocínio geométrico resolvendo a equação diferencial (14), Isso 
pode ser feito separando as variáveis e integrando, como fize¬ 
mos para a Eq, (7), No entanto, se notarmos que a Eq. (14) pode 

obtida da (7) substiLuíndo-se K por Ter por — r. então pode¬ 
mos fazer essas mesmas substituições na Eq. (11) obtendo* as¬ 
sim. 


y = 


yj 


yo + íT-yJe'" 


(15) 


que é a solução da Eq. (14) sujeita à condição inicial y(0) - y 0 . 
Se 0 < y 0 < T. então segue da Eq. (15) que y — * 0 quando t — * 
Isso está de acordo com nossa análise geométrica qualitativa. 
Se y„ > T. então o denominador na expressão à direita do sinal 
de igualdade na Eq. (15) é zero para um determinado valor fini¬ 
to de i. Vamos denotar esse valor por t* e calculá-lo de 


o que nos dá 


t* = i ln ——— . (16) 

' yo-T 

Assim, se a população inicial v 0 está acima do limiar T * o mode¬ 
lo de limiar prevê que o gráfico de y em função de r tem uma 
assintota vertical em / = em outras palavras* a população 
toma-se ilimitada em um tempo finito, cujo valor depende de % 
Ter. A existência e localização dessa assintota não apareceu na 
análise geométrica, logo, nesse caso, a solução explícita forne¬ 
ceu informação adicional importante do pomo de vista qualitati¬ 
vo, além do quantitativo. 

As populações de algumas espécies exibem o fenômeno de 
limiar. Se está presente uma quantidade muito pequena, a espé¬ 
cie não pode se propagar com sucesso e a população toma-se 
extinta. No entanto, se for possível juntar uma população maior 
do que o limiar crítico, então ocorre um crescimento ainda mai¬ 
or. Como é claro que uma população não pode se tomar ilimita¬ 
da. a Eq. (14) tem que ser modificada, finalmente* para se levar 
isso em consideração. 

Limiares críticos também ocorrem em outras situações. Por 
exemplo, em mecânica dos fluidos* equações da forma (7) ou (14) 
modelam* muitas vezes, a evolução de pequenas perturbações y 
em um fluxo laminar (ou suave). Por exemplo, se a Eq, (14) for 
válida e se y < T. então a perturbação é amortecida e o fluxo 
laminar persiste. No entanto, se y > a perturbação cresce e o 
fluxo laminar roma-se turbulento. Nesse caso, é costume se re¬ 
ferir a T como a amplitude crítica. Experimentadores falam so¬ 
bre manter o nível de perturbação suiídentemente baixo de modo 
que possam estudar o fluxo laminar sobre um aerofóiio* por 
exemplo. 

Crescimento Logístico com um Limiar. Como mencionamos na 
ultima subseção, o modelo de limiar (14) precisa ser modificado 
de modo que não ocorra o crescimento ilimitado quando v está 
acima do limiar T. A maneira mais simples de fazer isso é intro¬ 
duzir um outro fator que tem o efeito de tomar dyldt negativo 
quando y for grande. Assim, consideramos 


% - (>0 - TW '* = 0. 




( 17 ) 



FIG. 2.5,6 Crescimento com limiar: dyldt — — ri 1 — y/T)y ♦ (a) A reta 
de fase, { h ) Gráfico de y em função de L 


onde r > 0 e 0 < T < K. 

O gráfico defiy) em função de y é ilustrado na Eig. 2.5.7. Nesse 
problema existem três pontos críticos: y = 0, y = T e y = K. 
correspondendo às soluções de equilíbrio é x {t) = 0, é 2 (f) — Te 
óiítí — Ky respectivamente. Da Fig. 2.5,7. é claro que dyldt > 0 
para T<y < K. logoy é crescente aí. O contrário é verdadeiro 
para y < T e y > K. Em consequência, as soluções de equilíbrio 
<6/0 e <6/0 são assimoticameme estáveis, enquanto d> : (r) é ins¬ 
tável. 

A reta de fase para a Eq, (17) está ilustrada na Fig. 2.5.8a e os 
gráficos de algumas soluções estão esboçados na Fig, 2.5.86. 
Você deve se certificar de que compreende a relação entre essas 
duas figuras, assim como a relação entre as Figs, 2.5.7 e 2.5.8a. 
Da Fig. 2.5.86 vemos que, se y começa abaixo do limiar T então 
v decresce até chegar à extinção. Por outro lado. se v começa aci¬ 
ma de T. então v acaba se aproximando, finalmente, da capaci¬ 
dade de sustentação K. Os pontos de inflexão nos gráficos de y 
em função de t na Fig. 2,5.86 correspondem aos pontos de mãxi- 
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FIG. 2.5.7 Gráfico d efly) em função de v para dv/dt = — r( 1 — v/7) 
(1 - y/K)y. 



FIG. 2.5.8 Crescimento logístico com limiar: dy/dt = —r(\ — y/7X 1 - y/ 
K)y. (a) A reta de fase. ( b) Gráficos dey em função de /. 


mo e mínimo, y, e y 2 , respectivamente, no gráfico de fly) em 
função de y na Fig. 2.5.7. Esses valores podem ser obtidos dife¬ 
renciando-se a expressão à direita do sinal de igualdade na Eq. 
(17) em relação a y. igualando o resultado a zero e resolvendo 
para y. Obtemos 

y h2 = (K + T± Vtf 2 - KT + r 2 )/3. (18) 

onde o sinal de mais fornece y, e o de menos. y 2 . 

Um modelo desse tipo geral descreve, aparentemente, a po¬ 
pulação de pombos selvagens 16 que existia nos Estados Unidos 
em números imensos até o final do século XIX. Foi muito caça¬ 
do para comida e por esporte e, em consequência, seus números 
estavam drasticamente reduzidos na década de 1880. Infelizmen- 
le, esses pombos selvagens só podiam se reproduzir com suces¬ 
so quando presentes em grandes concentrações, corresponden¬ 
do a um limiar relativamente grande 7. Embora ainda existisse 
um número relativamente grande de pássaros individuais ao fi¬ 
nal da década de 1880, não havia um número suficiente concen¬ 
trado cm nenhum lugar que permitisse reprodução com sucesso 
e a população diminuiu rapidamente até a extinção. O último so¬ 
brevivente morreu em 1914. O declínio desenfreado na popula¬ 
ção de pombos selvagens de números imensos até a extinção em 
pouco mais de três décadas foi um dos primeiros fatores na pre¬ 
ocupação sobre conservação naquele país. 


14 Ver. por exemplo. OliverL. Austin. Jr. Birdsofthe World (New York: Golden Press. 1983). 
pp. 143-145. 


Problemas 

Os problemas de 1 a 6 envolvem equações da forma dy/dl — fly). 
Em cada problema, esboce o gráfico de fly) em função de y. deter¬ 
mine os pontos críticos (de equilíbrio) e classifique cada um deles 
como assintoticamente estável ou instável. Desenhe a reta de fase e 
esboce diversos gráficos das soluções no plano ty. 

1 . dy/dl = ay + by 2 , a > 0, b > 0, y Q > 0 

2. dy/dt = ay -f by 2 , a > 0, b > 0, -oc < y 0 < oc 

3. dy/dt = y(y - 1 )(y - 2). y 0 > 0 

4. dy/dt — e y - 1, —oo < y 0 < oc 

5. dy/dt = e~ > — 1. -oc < y 0 < oc 

6. dy/dt = -2(arctgy)/(l +y 2 ), -oc < y 0 < oc 

7. Soluções de Equilíbrio Semi-estável. Algumas vezes uma 
solução de equilíbrio tem a propriedade que soluções de um lado 
da solução de equilíbrio tendem a ela. enquanto as do outro lado 
se afastam dela (veja a Fig. 2.5.9). Nesse caso. a solução de equi¬ 
líbrio é dita semi-estável. 

(a) Considere a equação 

dy/dt = k(\ — y) 2 . (i) 

onde k é uma constante positiva. Mostre que y = 1 é o único ponto 
crítico, com a solução de equilíbrio correspondente <£(/) = 1. 




FIG. 2.5.9 Em ambos os casos a solução de equilíbrio òit) = ké semi- 
estável. ( a) dy/dt ^ 0: (b) dy/dt ^ 0. 


(b) Esboce o gráfico de fly) em função de y. Mostre que y é 
crescente como função de t se y < 1 e se y > 1. A reta de fase 
tem setas apontando para cima tanto abaixo quanto acima de y 
= 1. Assim, soluções abaixo da solução de equilíbrio tendem a 
ela. e as acima se afastam dela. Portanto. dHf) = 1 é semi-está¬ 
vel. 

(c) Resolva a Eq. (i) sujeita à condição inicial y(0) = y 0 e con¬ 
firme as conclusões a que chegou no item (b). 

Os problemas de 8 a 13 envolvem equações da forma dy/dt = fly). 
Em cada problema, esboce o gráfico de fly) em função de y. deter¬ 
mine os pontos críticos (de equilíbrio) e classifique cada um deles 
como assintoticamente estável, instável ou semi-estável (veja o 
Problema 7). Desenhe a reta de fase e esboce diversos gráficos das 
soluções no plano /y. 


8. 

dy/dt = -k(y - l) 2 . 

k > 0. —oc < y 0 < oo 

9. 

dy/dt — y 2 (y 2 — 1). 

—oo < y 0 < oo 

10. 

dy/dt = y (1 - y 2 ), 

-oc < y 0 < oc 

ü. 

dy/dt = ay — b^/y. 

a > 0, b > 0, y 0 > 0 

12. 

dy/dt — y 2 (4 — y 2 ), 

-oo < y 0 < oo 

13. 

dy/dt = y 2 (1 — y) 2 , 

-oo < y 0 < oo 

14. 

Considere a equação dy/dt 

= fly) e suponha que y, é um ponto 


crítico, isto éflyj = 0. Mostre que a solução de equilíbrio cons- 
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tante = y, é assintoticamente estável se/'(y ( ) < 0 e instá¬ 
vel se / '(yj) > 0, 

15. Suponha que uma determinada população obedece â equação 
logística dyidt = ry[ 1 — (v/JE)]* 

(a) Se y c — K/3. encontre o instante r no qual a população ini¬ 
ciai dobrou. Encontre o valor de “correspondente a r = 0,025 
por ano. 

(b) Se yJK — a. encontre o instante T no qual y{T)/K — 
onde 0 < a. fi < 1. Note que T —> ^ quando a —* 0 ou J3 —* 
1. Encontre o valor de T para r = 0,025 por ano, a = 0 ,1 e {$ 
= 0,9, 

16. Uma outra equação que tem sido usada para modelar o cresci¬ 
mento populacional é a equação de Gompertz* 7 , 

dy/dt = ry \n(K/y), 

onde r e K sào constantes positivas. 

(a) Esboce o gráfico de/y) em função de y* encontre os pontos 
críticos e determine se cada um deles é assintoticamente está¬ 
vel ou instável 

(b) Para 0 £ y ^ K. determine onde o gráfico de y em função 
de t é convexo e onde é côncavo, 

(c) Para cada y em 0 < y < K. mostre que dy/dt dado pela equa- 
ção de Gompertz nunca é menor do que dy/dt dado pela equa¬ 
ção logística. 

17. (a) Resol va a equação de Gompertz 

dy/dt = ry ln{ K /y), 

sujeita à condição inicial y(0) = y 0 . 

Sugestão: Considere it — 1 niy/K). 

(b) Para os dados no Exemplo 1 no texto [r = 0,71 por ano, K 
= 80,5 X 10* kg, yJK - 0,25], use o modelo de Gompertz para 
encontrar o valor previsto para y(2). 

(c) Para os mesmos dados do item (b), use o modelo de 
Gompertz para encontrar o instante rno qual yí r) — 0.15 K. 

18. Um pequeno lago é formado à medida que se acumula água eni 
uma depressão em forma de cone de raio a e profundidade h. 
Suponha que a água é acumulada a uma taxa constante Jt e é 
perdida, através de evaporação, a uma taxa proporcional ã área 
de superfície. 

(a) Mostre que o volume 17 f) de agua no lago em um instante r 
satisfaz a equação diferencial 

d V jdt — k — a ti (3a /n h ) 2> ? V 2 - y , 

onde a é o coeficiente de evaporação. 

(b) EnconLre a profundidade de equilíbrio de água no lago. O 
equilíbrio é assintoticamente estável? 

(c) Encontre uma condição que tem que ser satisfeita para que 
o lago não transborde. 

19. Considere um tanque de agua cilíndrico com a área da seção 
reta constante igual a A, A água ê bombeada para o tanque a 
uma taxa constante k e escapa por um pequeno buraco de área 
a no fundo do tanque. Pelo princípio de Torricelli em hidrodi¬ 
nâmica (veja o Problema 6 na Seção 2.3 ). a taxa segundo a qual 

a água sai pelo buraco é 2gh . onde h é a profundidade atual 

da água no tanque, g é a aceleração da gravidade e ot é um co¬ 
eficiente de contração que satisfaz 0,5 ^ a ^ L0. 

(a) Mostre que a profundidade da água no tanque em qualquer 
mstante satisfaz a equação 

dh/di = (k — aa^Jlgh )/A . 

(b) Determine a profundidade de equilíbrio h t da agua e mos¬ 
tre que é assintoticamente estável. Observ e que fr, não depen¬ 
de de A. 


Explorando Recursos Renováveis* Suponha que a população y de 
uma determinada espécie de peixe (atum ou linguado gigante, por 
exemplo) em uma determinada área do oceano é descrita pela equa¬ 
ção logística 

dy/dt =r(l — y/K)y* 

Embora seja desejável usar essa fonte de alimentos, é intuiti vamen¬ 
te claro que, se peixes demais forem pegos, então a população de 
peixes pode ficar reduzida abaixo de um nível útil, podendo até ser 
levada à extinção. Os Problemas 20 e 21 exploram algumas das ques¬ 
tões envolvidas na formulação de uma estratégia racional para se gerir 
a exploração do peixe. 11R 

20. Para um dado nível de esforço, é razoável supor que a taxa se¬ 
gundo a qual os peixes são pegos dependa da população v: quan¬ 
to mais peixes existirem, mais fácil será pescã-los. Vamos su¬ 
por. então, que a laxa segundo a qual os peixes são pegos é dada 
por £y, onde £ é uma constante positiva, em unidades de 1/tem¬ 
po. que mede o esforço total para explorar a espécie de peixe 
em consideração. Para incluir esse efeito, a equação logística é 
substituída por 

dy/dt = r(\ -y/K)y-Ey. (i) 

Essa equação é conhecida por modelo de Schaeier, em honra 
ao biólogo M, B, Schaefcr. que o aplicou a populações dc pei¬ 
xes. 

(a) Mostre que, se E < r. então existem dois pontos de equilí¬ 
brio, y, = 0 e y 2 = K(l - E/r) > 0. 

(b) Mostre que y = y i é assintotic amente instável e que y = y 2 
é estável, 

(c) Uma produção sustentável Y de peixes é uma taxa segundo 
a qual os peixes podem ser pegos indefmidamente. Essa pro¬ 
dução é o produto do esforço Ee da população assintoticamen¬ 
te estável Vj. Encontre Kem função do esforço E: o gráfico dessa 
função é conhecido como a curva produção-esforço. 

fd) Determine £ de modo a maximizar Y e encontre, assim, a 
produção máxima sustentáv el Y m . 

21. Vamos supor, neste problema, que os peixes são pegos a uma 
taxa constante h independente do tamanho da população. En¬ 
tão y satisfaz 

dy/dt = r(I -y/K)y - h, (í) 

A hipótese de uma taxa constante de pesca h pode ser razoável 
quando y for grande, mas toma-se cada vez menor quando y vai 
diminuindo. 

(a) Se h < rK/ 4, mostre que a Eq, (i) tem dois pontos de equi¬ 
líbrio, y j e y 2i com y, < y 2 \ determine esses pontos. 

(b) Mostre que y í é assintoticamente instável e y 2 é estável. 

(c) Através do gráfico de//) em função de >\ mostre que, se a 
população inicial y 0 > y,, então y y 2 quando t —* mas que. 
se v 0 < 3 r j, então y diminui à medida que / cresce. Note que y — 
0 não é um ponto de equilíbrio, de modo que, se y ü < y l7 a ex¬ 
tinção será atingida em um instante finito. 

(d) Se h > rK/4. mostre que y tende a zero quando f cresce, 
independente do valor de v 0 . 

(e) Se /r = rK/4, mostre que existe um único ponto de equilí¬ 
brio y = K/2 e que esse ponto é semi-estável (veja o Problema 
7). Assim, a produção máxima sustentável é h m = r£/4, corres¬ 
pondente ao valor de equilíbrio y = K/2. Observe que h m tem o 
mesmo valor que Y m no Problema 20(d). A produção dc peixes 
é considerada superexpiorada se y é reduzido a um nível abai¬ 
xo de K/2. 

Epidemias. A utilização de métodos matemáticos para estudar a 
disseminação de doenças contagiosas vem da década de 1760, quan¬ 
do Daniel Bemoulli fez trabalhos sobre a varíola. Em anos mais 


Gompertz £ 1779-1865) foi um atuário inglês. Desenvolveu seu modelo pura 'Um tratamento excelente desse tipo de problema, em profundidade muito mftior do que o que 

.^■c:nfHTO populacional, publicado em 1825, ao COtistruir tabelai de mortalidade para sua esboçamos aqui. pode ser encontrado no livro de Clark mencionado antenonneiíte, especial mente 
^íocanhia de seguros, nos dois primeiros capítulos. Diversas referências adicionais são mencionadas lá. 
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recentes, muitos modelos matemáticos têm sido propostos e estu¬ 
dados para diversas doenças diferentes. 1 * Os problemas de 22 a 24 
consideram alguns dos modelos mais simples e as conclusões que 
podem ser inferidas desses. Modelos semelhantes têm sido usados, 
também, para descrever a disseminação de boatos e de produtos de 
consumo. 

22, Suponha que uma determinada população pode ser dividida em 
duas partes: os que têm a doença e podem infectar outros e os 
que não a têm, mas são suscetíveis. Sejam x a proporção dos 
indivíduos suscetíveis e y a proporção dos indivíduos infecta¬ 
dos: então x + y “ 1. Suponha que a doença espalhasse através 
do contato entre elementos doentes e sãos da população, e que 
a taxa de disseminação dy/dt é proporcional ao número de tais 
contatos. Além disso, suponha que elementos de ambos os gru¬ 
pos se movem livremente entre si, de modo que o número de 
contatos é proporcional ao produto de x e y. Como x — 1 - y. 
obtemos o problema de valor inicial 

dy/dt — or v( 1 — v), y (0) = y 0 , (i) 

onde a é um fator de proporcionalidade positiva e y 0 é a popu¬ 
lação inicial de indivíduos infectados. 

(a) Encontre os pontos de equilíbrio para a equação diferencial 
em (i) e determine se cada um é assimoticamente estável, semi- 
estável ou instável. 

(b) Resolva o problema de valor inicial (i) e verifique que as 
conclusões a que você chegou no item (a) estão corretas. Mos¬ 
tre que ví/) -+ 1 quando o que significa que, certamen¬ 
te, a doença se espalhará por toda a população. 

23, Algumas doenças (como o tifo) são disseminadas basicamente 
por portadores, indivíduos que podem transmitir a doença, mas 
que não exibem seus sintomas. Denote por x e y, respectiva¬ 
mente. a proporção de suscetíveis e portadores na população. 
Suponha que os portadores são identificados e removidos da 
população a uma taxa de modo que 

dy/dt = — fiy. 0 ) 

Suponha, também, que a doença se propaga a uma taxa propor¬ 
cional ao produto de x e v; assim, 

dx/dt = — o? xy. (ii) 

(a) Determine y em qualquer instante f resolvendo a Eq. (i) su¬ 
jeita à condição inicial y(0) — y D , 

(b) Use o resultado do item (a) para encontrarx em qualquer ins¬ 
tante í resolvendo a Eq. (ii) sujeita à condição inicial _v(0) = .q*. 

(c) Encontre a proporção da população que escapa à epidemia 
encontrando o valor limite de x quando / —* 

24, O trabalho de Daniel Bemouili na década de 1760 tinha como 
objetivo avaliar a eficácia de um programa controverso de va¬ 
cinação contra a Varíola, que era, na época, uma grande amea¬ 
ça à saúde pública. Seu modelo pode ser aplicado, igualmente 
bem, a qualquer outra doença que, se uma pessoa a contrai e 
sobrevive, tem imunidade para o resto da vida. 

Considere o grupo de indivíduos nascidos em um determi¬ 
nado ano (/ — 0) e seja n[t) o número de sobreviventes, / anos 
depois, entre esses indivíduos. Seja x(t) o número de elemen¬ 
tos desse grupo que não tiveram varíola até o ano t e que são. 
portanto, suscetíveis. Seja a taxa segundo a qual os indivídu¬ 
os suscetíveis contraem varíola e seja v a taxa segundo a qual 
as pessoas que contraíram varíola morrem da doença. Finalmen¬ 
te, seja a taxa de mortes de todas as outras causas, exceto 
a varíola. Então, dx/dt, a laxa segundo a qual o número de indi¬ 
víduos suscetíveis decresce, é dada por 

dx/dt — ~[0 + fi(t)]x. (i) 


fcre í . h. rv ik Bailey tisLado na* referínrias. Os modelos nos problemas 

ãc íescL ttkfc» por Bailo nó> Caps. x 10 1 20. rtspcctivamoile, 


A primeira parcela na expressão entre colchetes na Eq. (i) é a 
taxa segundo a qual os indivíduos suscetíveis contraem varíola 
e a segunda é a taxa de mortalidade de todas as outras causas. 
Temos, também, 

dnjdt — -vfix - j(ü) 

onde dn/dr é a taxa de mortalidade de todo o grupo e as duas 
parcelas na expressão à direita do sinal de igualdade correspon¬ 
dem às taxas de mortalidade devido à varíola e a todas as ou¬ 
tras causas, respectivamente. 

(a) Seja z = x/n e mostre que z satisfaz o problema de valor ini¬ 
cial 

dz/dt — -0z( 1 - vz), z(Q) = I. (iii) 

Observe que o problema de valor inicial (iii) não depende de 
juíf). 

(b) Encontre zU) resolvendo Eq, (iii), 

(c) Bemouili estimou que v = P = í/8. Usando esses valores, 
determine a proporção de pessoas com 20 anos que não tive¬ 
ram varíola, 

Obs.: Baseado no modelo que acabamos de descrever e usan¬ 
do os melhores dados sobre mortal idade disponíveis na época. 
Bemouili calculou que, se as mortes por varíola pudessem ser 
eliminadas (v= 0), poder-se-ia adicionar aproximadamente 3 
anos à vida média esperada (em 1760) de 26 anos e 7 meses. 
Portanto, ele apoiou o programa de vacinação. 

Ponlns de Bifurcação. Para uma equação da forma 

dy/dt — fia, y), (i) 

onde üéuni parâmetro real, os pontos críticos (soluções de equilí¬ 
brio) dependem, em geral, do valor de a. Quando a aumenta ou di¬ 
minui, muitas vezes ocorre que em um determinado valor de a , de¬ 
nominado ponto de bifurcação, pontos críticos coincidem ou se 
afastam e soluções de equilíbrio podem se perder ou podem apare¬ 
cer, Pontos de bifurcação são de muito interesse em diversas aplica¬ 
ções, porque perto deles a natureza da solução da equação diferen¬ 
cial em questão sofre uma mudança abrupta. Por exemplo, em me¬ 
cânica dos fluidos, um fluxo suave (laminar) pode se tomar turbu¬ 
lento, Ou uma coluna carregada axialmente pode entortar subitamen¬ 
te e exibir um deslocameiuo lateral grande. Ou. quando a quantida¬ 
de de um dos elementos em uma determinada mistura química ê 
aumentada, padrões de ondas espirais de cores variadas pode apare¬ 
cer de repente em um fluido originalmeme inerte. Os Problemas de 
25 a 27 descrevem três tipos de bifurcação que podem ocorrer em 
equações simples da forma (Í). 

25, Considere a equação 

dy/dt = a - y\ (ii) 

(a) Encontre todos os pontos críticos da equação (ii). Observe 
que não existe ponto crítico se a < 0, existe um ponto crítico 
se a = 0 e existem dois pontos críticos se a > 0. 

(b> Desenhe a reta de fase em cada caso e determine se cada 
ponto crítico é assintoticamente estável, semi-estável ou instá¬ 
vel. 

(c) Esboce diversas soluções da Eq. (ii) no plano ry para cada 
caso. 

(d) Se fizermos o gráfico de localização dos pontos críticos em 
função de a no plano a\\ obteremos a Fig. 2.5.10. Essa figura é 
chamada de diagrama de bifurcação para a Eq. (ii). A bifur¬ 
cação em a = 0 é chamada de nó-sela. Esse nome é mais natu¬ 
ral no contexto de sistemas de segunda ordem, que são discuti¬ 
dos no Gap, 9. 

26. Considere a equação 

dy/dt - ay — rí = y (« — rí) (iii) 

(a) Considere novamente os casos a < 0, a = 0 e a > 0. Em 
cada caso, encontre os pontos críticos, desenhe a reta de fase e 
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FIG* 2,5,10 Diagrama de bifurcação para v 1 — a — >A 


determine se cada ponto crítico é assimoticamente estável, semi- 
estável ou instável. 

(b) Esboce diversas soluções da Eq. (iü) no plano rv em cada 
caso. 

(c) Desenhe o diagrama de bifurcação para a Eq. (iii), isto é, 
faça o gráfico da localização dos pontos críticos em função de 
a. Para a Eq. fiu). o ponto de bifurcação em a = 0 é chamado 
de bifurcação sela-nó: sen diagrama pode sugerir porque esse 
nome é apropriado. 

27. Considere a equação 

dy/dt = ay - v 2 = y(a - y) (iv) 

(a) Mais uma vez. considere os casos a < 0, a = 0 e a > 0, Em 
cada caso. encontre os pontos críticos, desenhe a reta de fase e 
determine se cada ponto crítico é assintoticamciuc estável, semi- 
estável ou instável. 

(b) Esboce diversas soluções da Eq. (iv) no plano rr em cada 
caso. 

(c) Desenhe o diagrama de bifurcação para a Eq. (iv). Observe 
que. para a Eq. (iv). existe o mesmo número de pontos críticos 
para a < 0, a = 0 e a > Q, mas a estabilidade muda. Para a < 
0 a solução de equilíbrio v = 0 é assimotic amente estável ev ” 


a é instável, enquanto, para a > 0, a situação é invertida. Hou¬ 
ve. então uma mudança de estabilidade quando a passa pelo 
ponto a — 0. Esse tipo de bifurcação é chamado de bifurcação 
transcrítica* 

2 8. Reações Químicas. U ma reaç âo químic a de segu nda ordem en¬ 
volve a interação (colisão) de uma molécula de uma substan¬ 
cia P com uma molécula de uma substância Q para produzir 
uma molécula de uma nova substância X: isso é denotado por 
F + Q —> X. Suponha que p e q, onde p i= q, são as concentra¬ 
ções iniciais de P c Q, respectivamente, e seja v(í) a concentra¬ 
ção de X no instante t. Então, p - x(t) e q — .t(í) são as concen¬ 
trações de P e Q no instante t e a taxa segundo a qual ocorre a 
reação é dada pela equação 

dx/ât = a(p- x)(q - x), (i) 

onde a é uma constante positiva. 

(a) Se -v(O) = 0, determine o valor Hmite de x{t) quando t —* * 
sem resolver a equação diferencial. Depois, resolva a equação 
diferencial e encontre rín para todo l. 

(b) Se as substâncias P e Q são as mesmas, então p = q e a Eq. 
(i) é substituída por 

dx/dt = a(p — .v') 2 . (ii) 

Se .t( 0) = 0, determine o valor limite de xit) quando / x sem 
resolver a equação diferencial. Depois, resolva a equação dife¬ 
rencial e encontre xi i > para todo í, 

2.6 Equações Exatas e Fatores 
Integrantes 

Para equações de primeira ordem, existem vários métodos de 
integração aplicáveis a diversas classes de problemas. As mais 
importantes entre essas são as equações lineares e as separáveis, 
já discutidas ameriormente. Vamos considerar, agora, uma clas¬ 
se de equações conhecidas como equações exalas, para as quais 
existe, também, um método bem definido de solução. Mantenha 
em mente, no entanto, que essas equações de primeira ordem que 
podem ser resolvidas por métodos de integração elementares são 
bastante especiais: a maior parte das equações de primeira or¬ 
dem não pode ser resolvida desse modo. 


Exemplo 1 


Resolva a equação diferencial 

2x+y* + 2xyy>=0. ( 1 ) 


A equação não é linear nem separável, logo os métodos 
apropriados para esses tipos de equação não são aplicáveis. 
No entanto, note que a função iMa% y) = x z + xy 2 tem a pro¬ 
priedade 


2x 4- v 2 = 


Bi/ 

t 



( 2 ) 


rí?rtanto, a equação diferencial pode ser escrita na forma 


dii dijf dy 
dx dy dx 


(3) 


Supondo que v é uma função de jr e usando a regra da cadeia, 
podemos escrever a Eq. (3) na forma equivalente 


Logo, 


di/ 

dx 


= d-(.x 2 + x\ 2 ) = 0 . 
dx 


Íf(x. y) — x 2 + xy 2 = c. 


(4) 

(5) 


onde c é uma constante arbitrária, é uma equação que define, 
implicitamente, as soluções da Eq. (1), 


O passo-chave na resolução da Eq. (1) foi o reconhecimento 
je que existe uma função ip que satisfaz a Eq. (2). Mais geral- 
sente, suponha dada a equação diferencial 


M{x , _v) + N(x\ y)y' — 0. 


( 6 ) 


Suponha que podemos identificar uma função t// tal que 


Bi/ 

-^U-,y) = M(.v,y), 


Bi/ 

v) = N{x, y) t (7) 
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e tal que t/<A, y) = c define y = 4>(x) implicitamente como uma Começamos integrando a primeira das Eqs. (7) em relação a x 
função diferenciável de a, Então, mantendo v constante. Obtemos 


, dtfr dilf dy d 

M(x , v) + N(x, y)y' = -p = —f[x, 4>W] 

3a dy dx dx 

e a equação diferencial (6) torna-se 

^[x,<P(x)] = 0. ( 8 ) 

dx 

Nesse caso, (6) c dita uma equação diferencial exata. Soluções da 
Eq. (6), ou da equação equivalente (8), são dadas implicitamente por 

Í/{x,y) = c, (9) 

onde c é uma constante arbitrária, 

Foi relativamente fácil, no Exemplo 1, ver que a equação di¬ 
ferencial era exata e, de fato, foi fácil encontrar sua solução, re- 
conhecendo-se a função necessária Para equações mais com¬ 
plicadas, pode não ser possível fazer isso tão facilmente. O teo- 
rema a seguir fornece um método sistemático de determinar se 
uma equação diferencial dada é exata. 


<Aú\ v) = Q(x, y) + g(y) (12) 

onde Q(x, y) é qualquer função diferenciável tal que ôQ{x , y)idx 
= M(x y). Por exemplo, podemos escollier 

Q(x, v) = I M(s,y)ds, ( 13 ) 

onde a 0 é alguma constante especificada no intervalo a<x^< j8. 
A função g na Eq. (12) é uma função arbitrária de y, fazendo o 
papel de uma constante arbitrária. Precisamos mostrar, agora, que 
sempre é possível escolher g(v) modo que a segunda das Eqs. 
(7) seja satisfeita, isto é. ip } = N. Diferenciando a Eq. (12) em 
relação a y e igualando o resultado a N(x, y), obtemos 

&y(x, y) = ~~ ( x, y) + g(y) = N(x t y) 
dy 


Teorema 2-6,1 

Suponha que as funções M , A, M v e N x , onde os índices deno¬ 
tam derivadas parciais, são contínuas na região retangular 11 
R\ a < x < fi, y <y < õ , Então, a Eq, (6) 

M(x, y) 4- A (a, y)y' = 0, 

é uma equação diferencial exata em R se, e somente se. 


Resolvendo, então, para g'(y), temos 

dQ 

g'(y) = N(x, y) - (x, y). (14) 

Para que possamos determinar g(y) da Eq. (14), a expressão à 
direita do sinal de igualdade, apesar de sua aparência, tem que 
ser uma função só de y. Para estabelecer que isso é verdade, 
podemos diferenciar a expressão em questão em relação a x, 
obtendo 


M U, v) = N (a, v) (10) 

em cada ponto de R. Isto é. existe uma função tft satisfazendo 
as Eqs. (7) T 

f x (.1-, v) = Aí {a, >•). y > = N ( x ' >')' 

se, e somente se, Me A satisfazem a Eq. (10). 


dN, x 3 30, x 
— (a, y)--f(rj) 
OA dx 


(15) 


Trocando a ordem de integração na segunda parcela da Eq, (15), 
temos 


3 N 3 3 Q 

- v> - 


A demonstração desse teorema tem duas paires. Primeiro, va¬ 
mos mostrar que. se existe uma função i^tal que as Eqs. (7) são 
válidas, então a Eq. (10) é satisfeita. Calculando M v e N, das Eqs. 
(7), obtemos 


ou. já que dQfdx = M, 


dN 3 M 

— (a, y) ~ — (a, y), 
dx dv 


(a, y) = f xy (a, y ), N x (x, y) = f yx (x , y). (11) 

Como M y e N x são contínuas, e \jj yx também são contínuas. Isso 

garante a igualdade entre elas e a Eq. (10) segue. 

Vamos mostrar agora que, se M e N satisfazem a Eq. (10), 
então a Eq. (6) é exata. A demonstração envolve a construção de 
uma função tA satisfazendo as Eqs. (7), 

fJXi y) = M (a, y), ^.(x, y) = N(x, y). 


■ Via r que n rcgiãi. ■ seja rcLun|!ular, basta que vejü simplesmente: aunçxa. Ejn duas 

~ - ^i cTíitV .H que d regí ãa não icm "hLLmcüs"ím Scu interior. A_ssim.porexempLo„ 

_: .. . lí Liruulaies, íIü simplesmente conexas, mas uma região anular não o 

i P o_ — -i - _- maiores detalhes na maior parte livros de cálculo avançado. 


que é zero por causa da Eq, (10). Portanto, apesar de sua forma 
aparente, a expressão à direita do sinal de igualdade na Eq. (14) 
não depende, de fato, de a. Logo, encontramos g(y) integrando a 
Eq. (14) e, substituindo o resultado na Eq. (12), obtemos a fun¬ 
ção desejada iAü. v). Isso completa a demonstração do Teorema 
2 , 6 . 1 . 

É possível obter uma expressão explícita para riÍA, y) através 
de integrais (veja o Problema 17) mas, ao resolver equações exa¬ 
tas específicas é mais simples e mais fácil, em geral, repetir o 
procedimento usado na demonstração acima. Em outras palavras, 
integrar y) = M em relação a x, incluindo uma função arbi¬ 
trária g(y) de y ao invés de uma constante, depois diferenciar o 
resultado em relação a y e igualar a N. Finalmente, usar essa úl¬ 
tima equação para resolver para g(y). O próximo exemplo ilus¬ 
tra esse procedimento. 
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Exemplo 2 

Resolva a equação diferencial 

(y cos x T 2xe y ) + (senx + x*e y — I )y' = 0, (16) 

É fácil ver que 

Af_ v (jc, y) = cos x + 2xe v = N x (x, y), 
de modo que a equação dada é exata. Logo, existe </<x, y) tal que 
Íf x (x, y) = v cos* 4- 2xe y , 

^r v (x, y) — senx H- jc 2 ^ v — L 
Integrando a primeira dessas equações, obtemos 

fttw y) = y sen jc + xV v + g(y). (17) 


Fazendo ij/ y = N, temos 

i{r v (x, v) — sen a - +x 2 e y + g'(y) = senx +x 2 e y — 1. 

Portanto, g (y i = -1 e ,ç(y) = -y. A constante de integração 
pode ser omitida, já que serve qualquer solução da equação di¬ 
ferencial precedente: não precisamos da mais geral Substituin¬ 
do g(y) na Eq. (17) temos 

y) = y sen* +x 2 e y - y. 

Logo, as soluções da Eq. (16) são dadas implicitamente 
por 

y sen x + x 2 e y - y = c, (18) 


Exemplo 3 

Resolva a equação diferencial 

Qxy + y 1 ) + (jc 2 + jry)/ =0. (19) 

Aqui, 

Àf v (X y) = 3x + 2y, N x {x, y ) = 2x + y: 

,omo M y A iV r , a equação diferencial dada não é exata. Para ver 
que ela não pode ser resolvida pelo método descrito acima, va¬ 
mos procurar uma função il/ tal que 

\jf t (x . v) — 3xy 4- y 2 , \jr x (x , y ) = x 2 + xy. (20) 

Integrando a primeira das Eqs. (20), obtemos 

f (x.y) — fx 2 y H- xy 2 4- g (y L (21 ) 


Fatores Integrantes. Algumas vezes é possível transformar uma 
equação diferencial que não é exata em uma exata, multiplican¬ 
do-se a equação por um fator integrante apropriado. Lembre-se 
de que esse procedimento foi utilizado para resolver equações li¬ 
neares na Seção 2, l. Para investigar a possibilidade de implemcnLar 
essa idéia mais geralmente, vamos multiplicar a equação 

A/u, y) dx + iV ( x , y» dy = 0 [23.! 

i>or uma função fx e depois tentar escolher de modo que a equa¬ 
ção resultante 

li (x, y) M (x, y) dx + fi{x. y) N (x, y) dy = 0 (24) 

seja exata. Pelo Teorema 2.6.1. a Eq, i 23 3 é exata se, e somente se, 

UiM\ =(iuN) r (25) 

Como Me N são funções dadas, a Eq, ( 24) diz que o fator integran- 
:e fi tem que satisfazer a equação diferencial de primeira ordem 

Mfi y - Ngi x 4- (M y — N x )fi = 0, (26) 

Se for possível encontrar uma função /x satisfazendo a Eq. (26), 
então a Eq, (24) vai ser exata. A solução da Eq, (24) pode ser 


onde g é uma função arbitrária dependendo apenas de y. Para 
tentar satisfazer a segunda das Eqs, (19), vamos calcular tp y da 
Eq. (21) e igualá-la aM obtendo 

i.i 2 + 2xy +g'(v) = x 2 + xy 

OU 

g'(y) =-[x 2 - xy. (22) 

Como a expressão à direita do sinal de igualdade na Eq. (22) 
depende tanto de x quanto de y, é impossível resolver a Eq. 
(22) para g(v). Portanto, não existe t/rtx. v) satisfazendo as Eqs, 
( 20 ), 


obtida, então, pelo método descrito na primeira parte desta se¬ 
ção. À solução encontrada dessa maneira também satisfaz a Eq. 
{23),jáqueo fator integrante jjl pode ser cancelado da Eq, (24), 
Uma equação diferencial parcial da forma (26) pode ter mais 
de uma solução: se for esse o caso, qualquer uma das soluções 
pode ser usada como fator integrante para a Eq. ( 23). Essa possi¬ 
bilidade de não unicidade do fator integrante está ilustrada no 
Exemplo 4, 

Infelizmente. a Eq. (24), que determina o fator integrante /x, 
é, em geral, pelo menos tão difícil de resolver quanto a equação 
original (23). Portanto, embora fatores integrantes sejam, em prin¬ 
cípio, ferramentas poderosas para a resolução de equações dife¬ 
renciais, eles só podem ser encontrados, na prática, em casos es¬ 
peciais. As situações mais importantes em que se pode encon¬ 
trar fatores integrantes simples ocorre quando fi é uma função 
de apenas uma das variáveis x ou y, em vez de depender de am¬ 
bas. Vamos determinar condições necessárias sobre MeNpara 
que a Eq. (22) tenha um fator integrante jjl dependendo apenas 
de x. Supondo que fi é uma função só de x, temos 

da 

UxM) — fiM (fiM) = tiN + N — . 

T 1 dx 
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Assim, para que (/uMf seja igual a (pN)# é necessário que 

dj_ _ M v - 
dx ~ N M ‘ 


(27) 


Se (Aí v — N x )/N depende apenas de x> então existe um fator inte¬ 
grante fi que depende, também, só de x; além disso* ^t(.v) pode 


ser encontrado resolvendo-se a Eq. (27), que é, ao mesmo tem¬ 
po* linear e separável. 

Um procedimento semelhante pode ser usado para se deter¬ 
minar sob que condição a Eq. (23) tem um fator integrante que 
depende apenas de y; veja o Problema 23. 


Exemplo 4 


Encontre um fator integrante para a equação 

(3 xy + v 2 ) + {x 2 + x y)y' =0 (19) 

e* depois, resolva a equação. 

Mostramos, no Exemplo 3, que essa equação não é exata* 
Vamos verificar se existe um fator integrante que depende ape¬ 
nas de x. Calculando a quantidade (M v — N x )/N, encontramos 
que 

AM*. y) -N^x, y) = 3* + 2y — (2x + y) _ J_ (2g) 
N{x,y) jt 2 +jry x 

Logo, existe um fator integrante ijl que é função só de x e que 
satisfaz a equação diferencial 

dfi _ (i (29) 

dx x 


Portanto. 


fj.(x) = X. 


(30) 


Multiplicando a Eq. (19) por esse fator integrante, obtemos 


(3x 2 _y 4“ xy 2 ) + (x 3 4- x 2 y)y f =0. (31) 

Essa última equação é exata e é fácil mostrar que suas soluções 
são dadas implicitamente por 


x 3 y + ijc 2 y 2 = c. (32) 

Às soluções também podem ser encontradas, sem dificuldades, de 
forma explícita* já que a Eq* (32) é quadrática em y. Você também 
pode verificar que um segundo fator integrante para a Eq. (19) é 


fi(x, y) 


1 

xy(2x + v) ’ 


e que a mesma solução é obtida, embora com dificuldade muito 
maior, se esse fator integrante for usado (veja o Problema 32), 


Problemas 


Nós Problemas 15 e 16, encontre o valor de b para o qual a equação 
dada é exata e* então, resolva-a usando esse valor de b. 


Determine se cada uma das equações nos problemas de l a 12 são 
exatas. Para as exatas, encontre a solução* 


u 

2 , 

3. 

4. 

5. 

ó. 

7. 

8 , 
9* 

10. 

11. 

12 . 


(2* + 3)-M2y -2)/ = 0 

(2x + Ay) + (2x - 2y)y' = 0 

(3.Í 2 - 2.r.v + 2) dx + (6y 2 - jt 2 + 3) dy = 0 

(2a v“ + 2y) + (2 a ' v -j- 2.r) y =0 

dy ax + by 

dx bx 4- cy 

dy ax — by 

dx bx — cy 

{e K sen _v — 2y sen.r) dx 4- (e x cos y -f 2cosx) dy = 0 

(e* sen y 4- 3 y)dx — (3.v — e* seny) dy — 0 
(ye* y cos2x — 2e xy sen2x 4- 2x) dx 
+ (xe tv cos 2x — 3) dy — 0 
(y/x 4- 6-v) dx + (ln x — 2) dy = 0, x > 0 
(x ln y + xy) dx + (y ln x + xy) dy — 0\ x > 0* y > 0 
x dx É y dy _ n 

t* 3 + v W- + Jx^7f 2 ~ 


Nos Problemas 13 e 14, resolva o problema de valor inicial dado e 
determine, pelo menos aproximadamente, onde a solução é válida. 

13, {2x - y)dx +(2y -x) dy = 0, y(l) = 3 

14. (9x 2 + y - 1) dx - (4y - x) dy = 0, y( 1) = 0 


15. {xy 2 + bx 2 y) dx + {x + >-)-r 2 dy = 0 

16. (ve 2 "' +x)dx + bxe 2 *'' dy = 0 

17. Suponha que a Eq. (6) satisfaz as condições do Teorema 2.6.1 
em um retângulo R e é portanto, exata. Mostre que uma função 

y ) possível é 

|/<A. v)= f M(í, y a )ds + f N(x, t)dt 
J X» J í, 

onde (*Vo, y 0 ) é um ponto em R. 

18. Mostre q ue q ua I quer equaç ão separavd 

M{x) + N(y)y = Ü. 

também é exata. 


Mostre que as equações nos problemas de 19 a 22 não são exatas, 
mas tomam-se exatas ao serem multiplicadas por um fator integran¬ 
te. Depois resolva as equações. 


19. jcV +*(! + /)/ = (}, 


n(*,y) = i /xy 


20 . 


/seny \ /cosy + 2e -Jí cosjt\ 

í-- -2e X senx j dx +í----- J dy =0, 


M*.y) - ve" 


21 . y dx + (2jt — ye y ) dy = 0. fi{x, y) = y 

22. (jc + 2) seny dx + x cos y dy = 0, ^{x , y) — Jte 1 
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que, {N T — M y )fM = Q , onde Q é uma função apenas 
^ emlo a equação diferencial 

M + Ny = 0 
tun fator integrante da forma 

^t(v) = exp j Q(y) dy. 

Mostre que, se (N x - M y )/(xM — yN ) = /?, onde R depende 
jçenas da quantidade xy T então a equação diferencial 

M + Ny f - 0 

jím um fator integrante da forma /i(.yy), Encontre uma fórmula 
©ml para esse fator integrante. 

Wah problemas de 25 a 31, encomre um fator integrante e resolva a 
í dada. 

(3jt 2 >- + Irv + .v 3 ) dx + (x 2 + y 2 ) dy = 0 
> =e 2x + y~ I 
dx + (x/y - seny) rfy = 0 
V d.t + C2JC.V - e“ 2y )4>’ =0 
í ‘ dx 4- («* cot v + 2v esc v) dy = 0 
[4{x 3 /y 2 ) + (3/y)] dx + [3U/y 2 ) + 4y] dy = 0 


3© 


0 


MH) + (7 +s í)£- 

Siiftóão; Veja o Problema 24. 

52 Resolva a equação diferencial 

(3xy + y 2 ) + (x 2 + xy)y = 0 

usando o fator integrante /4x. y) = [xv(2.í + y)]~K Verifique 
que a solução é a mesma que a obtida no Exemplo 4 com um 
fator integrante diferente. 


2.7 Aproximações Numéricas: 
o Método de Euler 

» se de dois fatos importantes sobre o problema de valor 
de primeira ordem 

^ = /('• v). .v(/ 0 ) = .v U) 

, se/e dffdy são contínuas, então o problema de valor 
► 1 t tem uma única solução y — ó(f) em algum intervalo 
) o ponto inicial t = f 0 . Segundo, não é possível, em geral, 
‘ a solução <f> por manipulações simbólicas da equação 
Üerend&L Consideramos, até agora, as principais exceções dessa 
jérmação, a saber, equações diferenciais que são lineares, sepa¬ 
reis ou exatas, ou que podem ser transformadas em um desses 
após De qualquer jeito, continua sendo verdade que, para a vasta 
siioria dos problemas de valor inicial de primeira ordem, as 
boções não podem ser encontradas por meios analíticos como 
m considerados na primeira parte deste capítulo. 

Portanto, é importante sermos capazes de abordar o probie- 
tj* de outras maneiras. Como já vimos, uma dessas maneiras é 
^e^nhar um campo de direções para a equação diferencial (o que 
«d envolve resolver a equação) e, depois, visualizar o compor- 
eoto das soluções pelo campo de direções, Isso tem a vsnta- 
i de ser um processa rdadvamente simples, mesmo para equa- 
càes diferenciais complicadas. No entanto, por si mesmo ele não 
serve para cálculos quantitativos ou comparações e isso é, mui- 
sis ^ezes, um defeito grave. 


Uma outra maneira é calcular valores aproximados da solu¬ 
ção y = cfKr) do problema de valor inicial (1) para valores sele¬ 
cionados de t. Idealmente, os valores aproximados da solução 
serão acompanhados de cotas para os erros que garantem um nível 
de precisão para as aproximações, Existem inúmeros métodos, 
hoje em dia. que produzem aproximações numéricas de soluções 
de equações diferenciais e o Gap. 8 é devotado a uma discussão 
mais completa de alguns deles. Vamos introduzir, aqui, o mais 
velho e mais simples de tais métodos, desenvolvido por Euler 
por volta de 1768, É chamado o método da reta tangente ou o 
método de Euler. 

Vamos considerar como poderiamos aproximar a solução y 
= <£(f) das Eqs. (1) próximo de t = Sabemos que o gráfico da 
solução contém o ponto (r 0í y 0 ) e, da equação diferencial, sabe¬ 
mos, também, que a inclinação da reta tangente ao gráfico nesse 
pomo y 0 ). Podemos escrever, então, uma equação para a 
reta tangente à curva solução em (f 0 , yo), a saber, 

y = ya + fU 0 ,ya)U ~t 0 ). (2) 

A reta tangente é uma boa aproximação para a curva solução em 
um intervalo suficientemente curto, de modo que a inclinação da 
reta tangente à curva solução não seja muito diferente de seu valor 
no ponto inicial: veja aFig, 2.7,1, Assim, se r, estiver suficiente¬ 
mente próximo de / 0 , podemos aproximar <£(/) polo valor y t 
obtido substituindo-se / ■= /, na equação da reta tangente no ponto 
t = f 0 ; logo, 

V\ ~ Vo ^ /ÉV 

Para continuar, podemos tentar repetir o processo. Infelizmen- 
te, não sabemos o valor 0(f,) da solução em /, O melhor que po¬ 
demos fazer é usar o valor aproximado y } em seu lugar. Cons¬ 
truímos, então, a reta contendo o ponto (/, y 3 ) com coeficiente 
angular^/, y t \ 

y = y\ (4) 

Para aproximar o valor de em um ponto próximo t 2 , usamos 

a Eq. (4), obtendo 

y 2 =>i -O- c 5 ) 

Continuando desse modo, usamos o valor de y calculado em 
cada etapa para determinar o coeficiente angular para a próxima 
aproximação. A expressão geral para y fí +t em função de t n , t n + x 

e y n é 

y n+J = + fU n ,y„)0 n+l - n = 0,\,2 . (6) 
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Se introduzirmos a notação f„ =fity n ), podemos escrever a Eq. 
(6) como 

/j+J y>i fn ‘ n “ 0, i, 2, , . . * (7) 

Finalmente, se supusermos que existe um tamanho uniforme para 
o passo h entre os pontos r 0 , í Lt í r então t n _ , = t fi + h para 
cada /? e obtemos a fórmula de Euler como 

y„+i = y n +f„ h ' n = o,i ,2 . (8) 

Para usar o método de Euler, basta calcular a Eq, (7) ou a Eq. (8) 
repetidamente, dependendo se o passo é constante ou não, usan- 


Exemplo 1 

Considere o problema de valor inicial 

^ = 3 + e-‘ - iy, v(0) = 1. (10) 

dt 

Use o método de Euler com passos de tamanho h = 0,1 para en¬ 
contrar valores aproximados das soluções das Eqs, (10} em t = 
0,1; 0,2: 0,3 e 0.4. Compare-os com os valores reais da solução 
do problema de valor inicial. 

Procedendo como na Seção 2.1. encontramos as soluções das 
Eqs, (10), 

y ~ — 6 — 2e~' - 3eT' /2 . (11) 

Para usar o método de Euler, observamos que, nesse caso, fit, v) = 3 
+ e~ f — yt 2. Usando os valores iniciais t G = 0 e y 0 = 1, vemos que 

f 0 =f(t Q . y 0 ) = /(0.1) = 3 + e° - 0,5 =3 4- 1 - 0,5 = 3,5 
e então, usando a Eq, (8) com n = 0, 

y i =y 0 + f 0 h = l + ÇS,S)(0,í)=\,35. 

No próximo passo, temos 

/, =/(0.1, 1.35) = 3 + e~ 0 ] - (0,5)(1,35) = 3 
4- 0.904837 - 0,675 = 3,229837 


O objetivo do Exemplo 1 é mostrar os detalhes da implemen¬ 
tação de alguns poucos passos do método de Euler, de modo a 
deixar bastante claro quais os cálculos que são executados. É claro 
que cálculos como os executados no Exemplo l são feitos, em 
geral, por um computador. Alguns pacotes de programas inclu¬ 
em o código para o método de Euler, enquanto outros não. De 
qualquer modo, é fácil escrever um programa de computador para 
executar as operações necessárias e produzir resultados como os 
da Tabela 2.7,1. E dado a seguir um esboço de um programa: as 
instruções específicas podem ser escritas em qualquer linguagem 
de programação de alto nível. 

Método de Euler 

Passo 1. defina fit, y) 

Passo 2, entrada valores iniciais Kl e yO 


do o resultado de cada passo para calcular o próximo. Dessa 
maneira gera-se uma seqííência de valores y\, _y 2 , y 3 ,... que apro¬ 
ximam o valor da solução nos pontos r t , r 2 , r 3 .Se, em vez de 

uma sequência de pontos, você precisa de uma função para apro 
ximar a solução d>U), então você pode usar a função linear por 
partes construída da coleção de segmentos de retas tangentes. Em 
outras palavras, v é dado pela Eq, (2} em [r 0 , /J, pela Eq. (4) em 
[r h i 2 ] e. em geral, por 

y = y„ + y„)it - O (9) 

em [r„, r B+ ,]. 


e, então, 

y 2 = y { +/,/? = 1,35 + (3,229837) (0,1) = 1,672984, 
Repetindo os cálculos duas vezes mais, obtemos 

f 2 = 2,982239, y 3 = 1,971208 
e 

/ 3 =2,755214, y 4 = 2,246729. 

A Tabela 2.7,1 mostra esses valores calculados, os valores cor¬ 
respondentes da solução (11) e a diferença entre os dois. que é o 
erro na aproximação numérica. 


TABELA 2,7.1 Uma Comparação entre a 
Solução Exata e o Método de Euler com h 
— 0,1 para / = 3 + e~* - v/2, ríO) — 1. 


t 

Exata 

Euler 

com h = 0,1 

Eito 

0,0 

1,0000 

1,0000 

0,0000 

0,1 

1,3366 

1.3500 

0,0134 

0,2 

1.6480 

1,6730 

0,0250 

0,3 

1,9362 

1.9712 

0.0350 

0,4 

2,2032 

2.2467 

0.0435 


Passo 3, entrada tamanho do passo h e numero 
n de passos 
Passo 4. saída rf) e yO 

Passo 5, para j de 1 até n faça 
Passo ó. k 1 

y = y + h * k\ 

T = T H- h 
Passo 7, saída / e y 

Passo 8, fim 

A saída desse algoritmo pode ser listar os números na tela ou 
imprimi-los por uma impressora, como na terceira coluna da 
Tabela 2.7.1. Uma outra possibilidade é apresentar os resultados 
calculados de modo gráfico. 
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Exemplo 2 

Considere, novamente, o problema de valor inicial (10), 

^=3+r*-Iy, y(0) = l. 

dt 4 

Use o método de Euler com passo de vários tamanhos paia cal¬ 
cular valores aproximados da solução para 0 ^ t ^ 5. Compare 
os resultados calculados com os valores correspondentes da so- 
lução exata (11), 

y = = 6 — 2e" ? — 

Usamos os tamanhos de passo h = 0,1: 0,05: 0,025 e 0,01, 
correspondendo a 50, 100, 200 e 500 passos, respectivamente, 
para ir de t ~ 0 até t — 5. Os resultados desses cálculos, juntos 
com os valores da solução exata, estão apresentados na tabela 
2.7.2, Todos os valores computados foram arredondados para 
quatro casas decimais, embora tenham sido usados mais dígitos 
durante os cálculos intermediários. 

Que conclusões podemos tirar dos dados na Tabela 2.7/2? Em 
primeiro lugar, para um f fixo, os valores aproximados calcula¬ 
dos tomam-se mais precisos quando o tamanho do passo h di¬ 
minui. Isso é o que esperaríamos, é claro, mas é encorajador 
v erificar que os dados confirmam nossa expectativa. Por exem- 
nlcu para r = lo valor aproximado com h — 0,1 ultrapassa o valor 
exato por aproximadamente 27c, enquanto o valor aproximado 
com h = 0,01 sd o ultrapassa por 0,2%, Nesse caso, reduzíndo- 
*e o tamanho do passo por um fator de 10 (e executando 10 ve- 


Vamos considerar um outro exemplo. 


Exemplo 3 

Considere o problema de valor inicial 

— = 4 - r + 2y. y(0) = I. (12) 

dt 

A >olução geral dessa equação diferencial foi encontrada no 
Exemplo 2 da Seção 2.1 e a solução do problema de valor inicial 
t 12) é 

y = -l + ^t + ^e 2 '. (13) 

lE e o método de Euler com diversos tamanhos de passos para 
encontrar valores aproximados da solução no intervalo 0 ^ t ^ 


TABELA 2,7.2 Uma Comparação entre a Solução Exata e o 
Método de Euler com Diversos Tamanhos de Passos h para V 
= 3 + e~*- v/2, y(G) = 1. 


f 

Exata 

h = 0,1 

h = 0,05 

h = 0.025 

h = 0.01 

0,0 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1.0000 

1.0000 

1,0 

3,4446 

3,5175 

3.4805 

3,4624 

3,4517 

2,0 

4,6257 

4,7017 

4,6632 

4,6443 

4,6331 

3,0 

5,2310 

5,2918 

5,2612 

5,2460 

5,2370 

4,0 

5,5574 

5,6014 

5,5793 

5,5683 

5,5617 

5,0 

5,7403 

5,7707 

5,7555 

5,7479 

5,7433 


zes mais cálculos) também se reduz o erro por um fator de apro¬ 
ximadamente 10. Uma segunda observação que pode ser feita a 
partir da Tabela 2.7.2 é que, para um tamanho de passo fixo K 
as aproximações tomam-se mais precisas quando t aumenta. Por 
exemplo, para h = 0, l, o erro para / “ 5 fica em tomo dc 0,5%, 
comparado com 2% para t = L Um exame dos dados em pontos 
intermediários que não aparecem na Tabela 2.7,2 revelaria onde 
ocorre o erro máximo paia um tamanho dado de passo e quão 
grande ele 6. 

Levando tudo em consideração, o método de Euler parece 
funcionar bastante bem para esse problema. Resultados razoa¬ 
velmente bons podem ser obtidos mesmo para um tamanho de 
passo moderadamente grande como h = 0,1 e a aproximação 
pode ser melhorada diminuindo-se h. 


5. Compare os resultados com os valores correspondentes da 
solução (13). 

Usando o mesmo conjunto de valores para o tamanho do pas¬ 
so utilizado no Exemplo 2, obtemos os resultados apresentados 
na Tabela 2,7.3. 

Os dadus na Tabela 2,7.3 confirmam, novamente, nossa ex¬ 
pectativa de que, para um valor dado de f, a precisão melhora 
ao se reduzir o tamanho do passo h. Por exemplo, para t =] . o 
erro percentual diminui de 17,3%, quando h = 0,1, para 2,1%, 
quando h - 0,01. No entanto, o erro cresce bem rapidamente, 
quando t cresce, para um h fixo. Mesmo para h = 0 , 01 , o erro 
em / = 5 é de 9,4% e é muito maior para tamanhos de passos 


TABELA 2,7.3 Uma Comparação entre a Solução Exata e o Método de Euler com 
Diversos Tamanhos de Passos h para/ = 4 - t 4- 2y, v(0) - 1. 

t Exata h = 0,1 h = 0,05 h = 0,025 h = 0,01 


0.0 

1.0 

2,0 

3.0 

4,0 

5,0 


1,000000 

19,06990 

149,3949 

1109,179 

8197,884 

60.573.53 


1,000000 

15,77728 

104.6784 

652,5349 

4042,122 

25.026.95 


1.000000 

17.25062 

123,7130 

837,0745 

5633,351 

37.897.43 


1,000000 

18,10997 

135,5440 

959.2580 

6755,175 

47.555.35 


1,000000 

18,67278 

143,5835 

1045.395 

7575,577 

54.881.32 
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maiores. É claro que a precisão necessária depende de para que 
serão usados os resultados, mas os erros na Tabela 2.7.3 são 
grandes demais para a maioria das aplicações em ciências ou 
em engenharia. Para melhorar a situação, poderíamos tentar 


Para compreender melhor o que está acontecendo nesses 
exemplos, vamos olhar de novo o método de Euler para o pro¬ 
blema de valor inicial geral 

^ = /('. yh y(t„) = v 0 . 

cuja solução denotamos por <£(f). Lembre-se de que uma equa¬ 
ção diferencial de primeira ordem tem uma família infinita de 
soluções, indexadas por uma constante arbitrária c, e que a con¬ 
dição inicial determina um dos elementos dessa família infinita 
especificando o valor de c. Assim, <f)(f) é o elemento dessa famí¬ 
lia infinita de soluções que satisfaz a condição inicial cf>(í 0 ) = y 0 . 

Em seu primeiro passo, o método de Euler aproxima o gráfi¬ 
co dey = $(/) por sua reta tangente ao ponto inicial (f 0 , y 0 ) e isso 
produz o valor aproximado v, em Em geral y, =£ <£(/, ), de modo 
que, em seu segundo passo, o método de Euler usa a reta tangen¬ 
te a uma solução próxima y = no ponto (í„ y,), não a tan¬ 
gente a y = <£(/). E é desse modo em cada passo. O método de 
Euler usa uma sucessão de retas tangentes a uma seqüência de 
soluções diferentes <£{/), </> : (r). ... da equação diferencial. 

Em cada passo, é construída a reta tangente à solução cujo grá¬ 
fico contém o ponto determinado pelo passo precedente, como 
ilustrado na Fig. 2.7.2. A qualidade da aproximação depois de 
muitos passos depende fortemente do comportamento do con¬ 
junto de soluções cujos gráficos contêm os pontos (r„, v„) para n 
= 1,2,3. 

No Exemplo 2, a solução geral da equação diferencial é 

y = 6 — 2e~ l + ce~ t/2 (14) 

e a solução do problema de valor inicial (10) corresponde a c = 
— 3. Essa família de soluções é uma família convergente, já que 
a parcela envolvendo a constante arbitrária c tende a zero quan¬ 
do t —>se. Não importa muito quais soluções estamos aproximan¬ 
do por retas tangentes na implementação do método de Euler. já 


passos ainda menores ou restringir os cálculos a um interv alo 
bem pequeno a partir do ponto inicial. De qualquer modo, é 
claro que o método de Euler funciona bem pior nesse exemplo 
do que no Exemplo 2. 


que todas as soluções estão ficando cada vez mais próximas 
quando r aumenta. 

Por outro lado, no Exemplo 3, a solução geral da equação 
diferencial é 

y = ~l + {t+ce 2 ’, (15) 

e essa é uma família divergente. Note que as soluções correspon¬ 
dentes a dois valores próximos de c tomam-se arbitrariamente 
longe uma da outra quando t aumenta. No Exemplo 3, estamos 
tentando seguir a solução para c = 11/4 mas. ao usar o método 
de Euler. estamos, de fato, em cada passo, seguindo uma outra 
solução que se afasta da desejada cada vez mais rápido quando / 
aumenta. Isso explica por que os erros no Exemplo 3 são muito 
maiores do que os erros no Exemplo 2. 

Ao se usar um procedimento numérico como o método de 
Euler, deve-se sempre manter em mente a questão de se os re¬ 
sultados são suficientemente precisos para serem úteis. Nos 
exemplos precedentes, a precisão dos resultados numéricos pode 
ser calculada diretamente, comparando-se com a solução obtida 
analiticamente. Mas, em geral, é claro que uma solução analíti¬ 
ca não está disponível ao se empregar um procedimento numé¬ 
rico, de modo que precisamos de cotas, ou. pelo menos, estima¬ 
tivas. para o erro que não necessite de informação sobre a solu¬ 
ção exata. Apresentaremos, no Cap. 8, alguma informação so¬ 
bre a análise de erros e discutiremos, também, diversos algorit¬ 
mos mais eficientes, do ponto de vista computacional, do que o 
método de Euler. No entanto, o melhor que podemos esperar de 
uma aproximação numérica é que ela reflita o comportamento 
da solução exata. Dessa forma, um elemento de uma família di¬ 
vergente de soluções sempre vai ser mais difícil de aproximar 
do que um elemento de uma família convergente. Finalmente, 
lembre-se de que desenhar um campo de direções é, muitas ve¬ 
zes. uma primeira etapa bastante útil para compreender o com¬ 
portamento das equações diferenciais e suas soluções. 



FIG. 2.7.2 O método de Euler. 
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Problemas 

Muitos dos problemas nesta seção dependem de cálculos numéricos 
bastante extensos. À quantidade de cálculos razoáveis que você deve 
fazer depende, fortemente, do tipo de equipamento computacional 
disponível. Alguns passos dos cálculos necessários podem ser exe¬ 
cutados em pratieamente qualquer calculadora, ou até mesmo a mão, +< 
se necessário. Para fazer mais, você vai ver que é desejável ter pelo 16, 
menos uma calculadora programável enquanto, para alguns proble¬ 
mas, é necessário um computador. 

Lembre-se, também, de que resultados numéricos podem variar 
um pouco, dependendo de como seu programa é construído e como 
seu computador executa os passos aritméticos, arredonda etc. Vari¬ 
ações pequenas na ultima casa decimal podem ser atribuídas a cau¬ 
sas desse tipo e não indicam, necessariamente, que alguma coisa está 
errada. Às respostas no final do livro são dadas com seis dígitos na ^ 17 

maior pane das vezes, embora mais dígitos tenham sido usados nos 
cálculos intermediários. 


(b) Repita o item (a) com h = 0,05. 

(c) Compare os resultados dos itens (a) e (b). Note que eles estão 
razoavelmente próximos para t = 1,2; 1,4 e 1,6, mas são bem 
diferentes para r = 1.8. Note também I da equação diferencial) 
que a reta tangente ã solução é paralela ao eixo dos y quando 
y = ±2/-Ç3 = ±1,155. Explique como isso pode causar tanta 
diferença nos valores calculados. 

Considere o problema de valor inicial 

y = r + r, yt p) = I. 

Use o método de Euler com h = 0,1: 0,05; 0,025 e 0,01 para 
explorar a solução desse problema para 0 ^ t ^ L Qual a sua 
melhor estimativa para o valor da solução em r = 0,8? Em t = 
1 ? Seus resultados são consistentes com o campo de direções 
no Problema 9? 

Considere o problema de valor inicial 

y' =(y 2 + 2ty)/(3 + r). y(l) = 2. 


Nos problemas de 1 até 4: 

(a) Encontre valores aproximados da solução para o problema 
de valor inicial dado em / ~ 0,1; 0,2; 0.3 e 0,4 usando o méto¬ 
do de Euler com h = 0.1. 

(b) Repita o item (a) com h — 0.05. Compare com os resulta- w 
dos encontrados em (a). 

(c) Repita o item (a) com h = 0,025. Compare com os resulta¬ 
dos encontrados em (a) e (b). 

(d) Encontre a solução y = óU ) do problema dado e calcule <fAt) 
em t = 0,1:0,2:0.3 e 0,4. Compare esses valores com os resul¬ 
tados encontrados em (a). íbí e íc), 

1. y = 3 + í-y, y(0)=l 

2. y' — 2y — 1, y(0) = I 

3 y = 0,5 — r + 2y, y(G) = 1 

/ = 3 cos í — 2 y, y (0) =0 

Nos problemas de 5 a 10. desenhe um campo de direções para a 
equação diferenciaJ dada e diga se você acha que as soluções estão 
-onvergindo ou divergindo. 

5 y' —5 - 3,/y 

6 y—yO-ty) 

- y' = (4 — ry)/(l + y 2 ) 

8. y'=-ry + 0,ly 3 

9 y' = f 2 +■ y 2 
10. y' - (y 2 + 2fy)/(3 + f 2 ) 

V problemas de 11 a 14, use o método de Euler para encontrar 
wores aproximados da solução do problema de valor inicial dado 
em r — 0.5; 1; L5;2;2,5e3: 
tal Com h — 0,1. 

fb) Com // = 0,05. 

fc) Com h — 0,025. 
d) Com h — O.OL 

li y = 5 - 3Jy, y (0) — 2 

12. y = y{3 — fy), y(0) = 0,5 

13. /= (4 - ry)/(l + y 2 ), y(0) = -2 

- V = -iy + 0,ly\ y(0) = 1 

Considere o problema de valor inicial 

y* = 3r/(3y 2 — 4). y{ 1) = 0. 

(ai Use a fórmula dc Euler (6) com h — 0,1 para obter valores 
irr^ximados da solução em r = 1,2; 1,4: 1,6 e 1,8. 


Use o método de Euler com h =0,1; 0,05; 0,025 e 0,01 para 
explorar a solução desse problema para 1 ^ r ^ 3. Qual a sua 
melhor estimativa para o valor da solução em t — 2,5? Em t — 
3? Seus resultados são consistentes com o campo de direções 
no Problema 10? 

18. Considere o problema de valor inicial 

y' — —ry + 0.1_v 3 , y(0) — a % 

onde a é um número dado. 

lai Desenhe um campo de direções para a equação diferencial 
(ou examine, novamente, o do Problema 8), Observe que exis¬ 
te um v alor crítico de a no intervalo 2 ^ a ^ 3 que separa as 
soluções convergentes das divergentes. Denote esse valor cri¬ 
tico por q^. 

(b.J Use o método de Euler com h — 0.01 para estimar a ü . Faça 
isso restringindo a fl aum interv alo [u, b]. onde b — a = 0,01. 

19. Considere o problema de valor inicial 

y = y 1 — f 2 , y(G) = a , 

onde aéum número dado. 

(a) Desenhe um campo de direções para a equação diferencial. 
Observe que existe um valor crítico de a no intervalo 0 ^ a £ 1 
que separa as soluções convergentes das divergentes. Denote 
esse valor crítico por a 0 . 

(b) Use o método de Euler com h — 0.01 para estimar £* ü . Faça 
isso restringindo cx Q a um intervalo [a, b], onde h — a = 0,01. 

20. C n n ve rgênc i a do M étodo dc Euler. Pod e- se mostrar que, sob 
condições apropriadas para/, a aproximação numérica gerada 
pelo método de Euler para o problema de valor inicial y f =ftr, 
yl y(y„) = y n converge para a solução exata quando o tamanho 
h do passo diminui, Isso é ilustrado pelo exemplo a seguir. 
Considere o problema de valor inicial 

y' = l-/+y, y(/ 0 ) = y 0 . 

(a) Mostre que a solução exata é y=<H_ l )~(ya ~ t o) e> ~ +í - 
íb) Use a fórmula de Euler para mostrar que 

y, = í l + i "b ^ — h ~ 1,2,,... 

(c) Notando que .v = (1 + /i)(_Vo - Q + mostre, por indu¬ 
ção, que 

y, = (i + «"O 0 -V + Ç (i) 

para cada inteiro positivo n. 

(d) Considere um ponto fixo t > r 0 e, para um n dado. escolha 

h = (/ “ t^ín. Então, t n = r para todo /?. Note, também, que h 
—> 0 quando n —> 3=. Substituindo h naEq. (i) e fazendo n—> 
mostre que v rt —> quando n —> 

Sugestão: lim (I 4- o/n) n — e a . 
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Nos problemas de 21 a 23. use a técnica discutida no Problema 20 
para mostrar que a aproximação obtida pelo método de Euler con¬ 
verge à solução exata em qualquer ponto fixo quando h —► 0. 

21. y' = y, y(0) = 1 

22. y' = 2y — 1, y(0) = 1 Sugestão: y, = (1 -f- 2h)/2 + 1/2 

23. y = ^ — / 4- 2v, y(0) = 1 Sugestão: y t = (1 4- 2/z) 4- f,/2 

2.8 O Teorema de Existência 
e Unicidade 

Vamos discutir, nesta seção, a demonstração do Teorema 2.4.2. 
o teorema fundamental de existência e unicidade para problemas 
de valor inicial de primeira ordem. Esse teorema diz que, sob 
certas condições em //, y), o problema de valor inicial 

y' = /(Ly), y(t Q ) = y Q (1) 

tem uma única solução em algum intervalo contendo o ponto /„. 

Em alguns casos (por exemplo, se a equação diferencial for 
linear), a existência de uma solução para o problema de valor ini¬ 
cial (1) pode ser estabelecida diretamente resolvendo-se o pro¬ 
blema e exibindo-se uma fórmula para a solução. No entanto, essa 
abordagem não é factível em geral, pois não existe um método 
de resolução de equações diferenciais que se aplique a todos os 
casos. Portanto, para o caso geral, é necessário adotar uma abor¬ 
dagem indireta que demonstre a existência de uma solução para 
as Eqs. (1), mas que, normalmente, não fornece um modo práti¬ 
co para cncontrá-la. O ponto crucial desse método é a constru¬ 
ção de uma seqüência de funções que converge a uma função- 
limite satisfazendo o problema de valor inicial, embora os ele¬ 
mentos individuais da seqüência não o satisfaçam. Como regra 
geral, é impossível calcular explicitamente mais do que alguns 
poucos elementos da seqüência; portanto, a função limite só pode 
ser determinada em casos raros. Apesar disso, sob as restrições 
sobre//, y) enunciadas no Teorema 2.4.2, é possível mostrar que 
a seqüência cm questão converge e que a função-limite tem as 
propriedades desejadas. O argumento é razoavelmente compli¬ 
cado e depende, em parte, de técnicas e resultados normalmente 
encontrados pela primeira vez em cursos de cálculo avançado. 
Em conseqüência, não entraremos em todos os detalhes da de¬ 
monstração aqui: indicaremos, no entanto, suas características 
principais e apontaremos algumas das dificuldades envolvidas. 

Em primeiro lugar, note que é suficiente considerar o proble¬ 
ma no qual o ponto inicial (/ 0 , y 0 ) é a origem; isto é, considerar o 
problema 

/ = /(/. y), y(0) = 0. (2) 

Se for dado algum outro ponto inicial, então sempre podemos 
fazer uma mudança de variáveis preliminar, correspondendo à 
translação dos eixos, que leva o ponto dado (ío* y 0 ) para a ori¬ 
gem. O teorema de existência e unicidade pode ser enunciado 
agora da seguinte forma: 

Teorema 2.8.1 

Se/e üfldy são contínuas em um retângulo R : l/l < «, lyl < b , 
então existe algum intervalo l/l < h < a no qual existe uma 
única solução y = 0(/) do problema de valor inicial (2). 


Para a demonstração discutida aqui, é necessário colocar o pro¬ 
blema de valor inicial (2) em uma forma mais conveniente. Se su¬ 
pusermos, temporariamente, que existe uma função v = (bit) que 
satisfaz o problema de valor inicial, então //. (bit)] é uma função 
contínua que só depende de /. Logo, podemos integrary' =//, y) 
do ponto inicial / = 0 para um valor arbitrário de /, obtendo 

0(/) = f f[s, (pis )] ds % (3) 

J o 

onde usamos a condição inicial 0(0) = 0. Usamos, também, s 
para denotar a variável de integração. 

Como a Eq. (3) contém uma integral da função desconhecida 
0, ela é chamada de equação integral. Essa equação integral não 
é uma fórmula para a solução do problema de valor inicial, mas 
fornece outra relação que é satisfeita por qualquer solução das 
Eqs. (2). Reciprocamente, suponha que existe uma função con¬ 
tínua y = (bit) que satisfaz a equação integral (3): então essa fun¬ 
ção também satisfaz o problema de valor inicial (2). Para mos¬ 
trar isso, substituímos, primeiro, / por zero na Eq. (3), o que 
mostra que a condição inicial é satisfeita. Além disso, como o 
integrando na Eq. (3) é contínuo, segue do teorema fundamental 
do cálculo que 0'(/) =./[/, 0(/)]. Portanto, o problema de valor 
inicial e a equação integral são equivalentes, ou seja. qualquer 
solução de um desses problemas também é solução do outro. É 
mais conveniente mostrar que existe uma única solução da equa¬ 
ção integral em algum intervalo l/l ^ /?. A mesma conclusão será 
válida, então, para o problema de valor inicial. 

Um método para mostrar que a equação integral (3) tem uma 
única solução é conhecido como método das aproximações 
sucessivas ou método de iteração de Picard. 21 Ao usar esse 
método, começamos escolhendo uma função inicial 0 O , arbitrá¬ 
ria ou que aproxima, de alguma forma, a solução do problema 
de valor inicial. A escolha mais simples é 

0 O (') = o; (4) 

então 0o pelo menos satisfaz a condição inicial nas Eqs. (2), 
embora, presume-se, não satisfaça a equação diferencial. A pró¬ 
xima aproximação, 0„ é obtida substituindo-se (bis) por 0 o (s) 
na integral na Eq. (3) e chamando o resultado dessa operação 
0,(/). Assim, 

</>,(/) = f fls. 0 o (í)] ds. (5) 

J o 

Analogamente, 0 : é obtida de é x \ 

</>•)(*) = í f[s.(/>^s)]ds, (6) 

J o 

e, em geral. 

<t> n+ 1(0= í /[*•</>»] ds. (7) 

J 0 

Desse modo. geramos a seqüência de funções {0,,} = 0 O , 0„ ..., 
0, r ,.... Cada elemento da seqüência satisfaz a condição inicial, mas, 


:: Charles-Émile Picard 1 1856-1914) foi, com exceção dc Henri Poincaré. o matemático 
francês mais famoso de sua geração. Foi nomeado professor na Sorbonne ames dos 30 anos. 
É conhecido por teoremas importantes em variáveis complexas e geometria algébrica, bem 
como em equações diferenciais. Um caso particular do método de aproximações sucessivas 
foi publicado primeiro por Liou viiie em 1838. No entanto, o crédito do método é normalmente 
atribuído a Picard. que o estabeleceu em uma forma geral e amplamente aplicável em uma 
série de artigos a partir de 1890. 
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em geral, nenhum deles satisfaz a equação diferencial. No entanto, 
'í, em algum estágio, por exemplo, para n = k , encontrarmos 
ò t ..,(/) = <t> k (t), então segue que 0 t é uma solução da equação in¬ 
tegral (3). Portanto. 0* também é solução do problema de valor ini¬ 
cial (2) e a seqüência pára nesse ponto. Isso normalmente não acon¬ 
tece e é necessário considerar toda a seqüência infinita. 

Para estabelecer o Teorema 2.8.1, temos que responder qua¬ 
tro perguntas importantes: 

1. Existem todos os elementos da seqüência {0„}, ou o proces¬ 
so pode ter que ser interrompido em algum estágio? 


2. A seqüência converge? 

3. Quais são as propriedades da função limite? Em particular, 
ela satisfaz a equação integral (3) e, portanto, o problema de 
valor inicial (2)? 

4. Essa é a única solução ou podem existir outras? 

Vamos mostrar, primeiro, como essas perguntas podem ser res¬ 
pondidas em um exemplo específico relativamente simples e 
comentar, depois, sobre algumas dificuldades que podem ser 
encontradas no caso geral. 


Exemplo 1 


Resolva o problema de valor inicial 

y' = 2f(l + v), v(0) = 0. (8) 

r^elo método de aproximações sucessivas. 

Note primeiro que, se v = dAt ). então a equação integral cor- 
-espondente é 


0(0 = í 241 +0(5)] ds . 

J{) 

a aproximação iniciai é 0,U) - 0. temos que 


(9) 


0J (/) = [ 2s[l + 0 O (5)] ds = f 2sds = r. (10) 
J 0 J 0 


Analogamente. 


#-U)= í 2s[\ + 0.(0] ds= í 25[1 +5 2 ] ds = r + *— 
J o J o 2 


M0 = í 2 

J 0 


.vil + </>,(*)] ds 


2s 1+j 2 + - 

2 


/ 4 r 6 


( 11 ) 


ds = t 2 + j + — . ( 12 ) 


Os gráficos dos quatro primeiros iterados d>,(0..... 4>Jj) es¬ 
tão ilustrados na Fig. 2.8.1. Quando k aumenta, os iterados pare¬ 
cem permanecer próximos em um intervalo gradualmente cres¬ 
cente, sugerindo convergência para uma função-limite. 

Segue da Eq. (13) que é a n-ésima soma parcial da série 


m OI- 



(15) 


logo, lim 0,(0 existe se. e somente se, a série (15) converge. 
AplicanHo o teste da razão, vemos que. para cada f. 


kl 

(k + 1)! t lk 


-► 0 quando k —► oo; (16) 

k + 1 


logo, a série (15) converge para todo t e sua soma 0(7) é o limite 
da seqüência {0„(/)}. Além disso, como a série (15) é uma série 
de Taylor. ela pode ser diferenciada ou integrada termo a termo 
desde que \ permaneça no intervalo de convergência que, nesse 
caso, é todo o eixo dos /. Portanto, podemos verificar por cálcu¬ 
los diretos que 0(r) = í 2 * /k\ é uma solução da equação inte¬ 
gral (9). De outro modo. substituindo y por dAt) nas Eqs. (8), po¬ 
demos verificar que essa função satisfaz o problema de valor ini¬ 
cial. Neste exemplo, também é possível, a partir da série (15), 
identificar 0 em termos de funções elementares, a saber, 
0(r) = e' 2 — 1. No entanto, isso não é necessário para a discus¬ 
são de existência e unicidade. 


As Eqs. (10), (11) e (12) sugerem que 


<!>,,(') = r + — + 3! “*- h 777 


(13) 


cada n > 1 e esse resultado pode ser estabelecido por indu¬ 
ção matemática. A Eq. (13) é certamente verdadeira para n - 1: 

a Eq. (10). Precisamos mostrar que. se ela é válida para n = 
i_ então também é válida para n = k + 1. Temos 


<P k+i U) = í 2s[l + 4> k (s)]ds 

=íH +s! + 



, / 4 t 6 

= r + 2! + 3! + 


, 2 *-: 


(* + !)!’ 


ds 


(14) 


e i demonstração por indução está completa. 
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O conhecimento explícito de 0(/) não toma possível visuali¬ 
zar a convergência da seqüência de iterados mais claramente do 
que fazendo o gráfico de <b(t) — <f> k tt) para diversos valores de k. 

A Fig. 2.8.2 mostra essa diferença para k = 1.4. Essa figura 

mostra claramente o intervalo gradualmente crescente sobre o 
qual iterações sucessivas fornecem uma boa aproximação da so¬ 
lução do problema de valor inicial. 

Finalmente, para tratar a questão de unicidade, vamos supor 
que o problema de valor inicial tenha duas soluções 0 e ii/. Como 
ambas d>e insatisfazem a equação integral (9), subtraindo, obte¬ 
mos 

tp(t) - = í 2s[<j>(s) - \j/(s)] ds. 

J o 

Tomando valores absolutos, temos, se t > 0, 

10(0 - f{t) | = I f 2s[(t>(s) - ^(í)] ds 
' J o 

< í 2s\(f>{s) - ^(J)| ds. 

J o 

Restringindo / ao intervalo 0 < / < A/2, onde A é arbitrário, te¬ 
mos 2 í^Ae 

10(0 - 0(01 <A Í 10(0 - 0(01 ds. (17) 
J o 

Agora é conveniente definir a função U por 

U(t)=f |0(O 0(O| ds. (18) 

J o 

Então, segue imediatamente que 

U(0) = 0, (19) 

U (0 > 0, para / > 0. (20) 


Voltando ao problema geral de resolução da equação integral 
(3), vamos considerar rapidamente cada uma das questões levan¬ 
tadas anteriormente: 

1. Existem todos os elementos da seqüência {0J? No exemplo, 
/e dfldy eram contínuas em todo o plano ry e cada elemento 
da seqüência podia ser calculado explicitamente. Em contras¬ 
te, no caso geral, supusemos que/e dfldy eram contínuas 
apenas em um retângulo R : l/l < a , lyl < b (veja a Fig. 2.8.3). 
Além disso, os elementos da seqüência não podem, normal- 
mente, ser calculados explicitamente. O perigo é que, em al¬ 
guma etapa, por exemplo, n = k. o gráfico de y = 0 ; .(/) con¬ 
tenha pontos fora do retângulo R. Portanto, no próximo pas¬ 
so — o cálculo de ô k + fr) — seria necessário calcular a fun¬ 
ção/f/, y) em pontos onde não sabemos se ela é contínua, ou 
mesmo se existe. Assim, o cálculo de 0 A+ ,(/) poderia ser 
impossível. 

Para evitar esse perigo, pode ser necessário restringir i a 
um intervalo menor do que l/l ^ a. Para encontrar esse inter¬ 
valo, usamos o fato de que uma função contínua em uma re- 



Além disso, U é diferenciável e £/'(/) = I0(/) - 0(/)L Portanto, 
pela Eq. (17), 

U\t)-AU{t) <0. (21) 

A multiplicação da Eq. (21) pela quantidade positiva e~ M fornece 

[e~ A, U{t)]' < 0. (22) 

Então, integrando a Eq. (22) de zero a / e usando a Eq. (19), 
obtemos 

e~ At U(t) < 0 para / > 0. 

Portanto, U(t) ^ 0 para / > 0 e, juntando com a Eq. (20), isso 
implica que U(t) = 0 para todo / ^ 0. Assim, (/'(/) = 0 e, então, 
tMO = 0(/), o que contradiz a hipótese original. Em consequên¬ 
cia. não pode haver duas soluções diferentes do problema dc valor 
inicial para / ^ 0. Uma ligeira modificação desse argumento leva 
à mesma conclusão para / < 0. 


gião fechada limitada é limitada. Portanto,/é limitada em R: 
logo, existe um número positivo M tal que 

\f(t,y)\<M t (/, y) em R. (23) 

Mencionamos anteriormente que 

0 ,( 0 ) = 0 

para cada n. Como/[/, 0*(/)] é igual a 0' A + ,(/), o coeficiente 
angular máximo para as retas tangentes ao gráfico da função 


y \ 

i 

i-a,b) 

I ( a,b ) 


R 


t 

{-a-b) 

(a,-b) 


FIG. 2.8.3 Região de definição para o Teorema 2.8.1. 
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v = <t> k + ,(í) é Aí. Como esse gráfico contém (0, 0), ele tem 
que estar contido nas regiões triangulares sombreadas na Fig. 
2.8.4. Portanto, o ponto [ t. </>*_, (í)] permanece em R. pelo 
menos enquanto R contiver as regiões triangulares, o que ocor¬ 
re se \t\ < b!M. Daqui para a frente, vamos considerar apenas 
o retângulo D : Irl < /?, \y\ ^ b. onde h é igual ao menor dos 
numeros a ou b!M. Com essa restrição, todos os elementos 
da seqüência { <b„(t)} existem. Note que. sempre que bIM < 
j. você pode tentar obter h encontrando uma cota melhor (isto 
e. menor) M para \fir. y)I. se for possível. 

A seqüência { (f> n (0 } converge? Como no exemplo, podemos 
identificar 4> n (t) = òft) + [MiO - 0,(r)] + ... + [0„(f) - 
6 , ,(/)] como a n-ésima soma parcial da série 

30 

(24) 

k =I 

A convergência da seqüência (0„(f)} é estabelecida mos- 
irando-se que a série (24) converge. Para fazer isso, é ne¬ 
cessário estimar o módulo \ô k . ,(r) - ô k (0 I do termo geral. 
O argumento usado para fazer isso está indicado nos proble¬ 
mas de 15 a 18 e será omitido aqui. Supondo que a seqüên¬ 
cia converge, denotamos a função limite por cMt). de modo 
qae 


<p(t) = lim 0(/). (25) 

/i—* oc 

Quais as propriedades da função-limite d>? Em primeiro lu- 
pr. gostaríamos de saber se ô é contínua. Isso não é. no en- 
unto. uma conseqüência necessária da convergência da se¬ 
quência {0„}, mesmo que cada membro da seqüência seja 
contínuo. Algumas vezes uma seqüência de funções contí- 
ma> converge a uma função descontínua. Um exemplo sim- 
desse fenômeno é dado no Problema 13. Um modo de 
peovar que 0 é contínua é mostrar não só que a seqüência 
converge, mas que ela converge de uma determinada 
sineira, conhecida como convergência uniforme. Não va¬ 
sos discutir essa questão aqui; observamos, apenas, que o 
aumento a que nos referimos no parágrafo 2 é suficiente 
fera estabelecer a convergência uniforme da seqüência ( <t >„} 
portanto, a continuidade da função limite 0 no intervalo 
h. 

Vamos voltar à Eq. (7). 

0„ + ,(/)= / f[s.$„(s)]ds. 

J 0 



t - a 

(a) (6) 

. 1S.A Regiões onde estão os iterados sucessivos, (a) bIM < a: (b) 


Fazendo n tender a obtemos 

0(0 = lim f f[s, 0 (s)] ds. (26) 

Gostaríamos de trocar a ordem da integral e do limite na ex¬ 
pressão à direita do sinal de igualdade na Eq. (26), dc modo a 
obter 


0(0 = í lim /[s.0 (í)] ds. (27) 

Jo "- 00 

Esse tipo de troca não é, em geral, permitida (veja o Proble¬ 
ma 14. por exemplo), mas, mais uma vez, o fato de a seqüên¬ 
cia {0J convergir uniformemente é suficiente para nos per¬ 
mitir colocar o limite dentro do sinal de integral. A seguir, 
gostaríamos de colocar o limite dentro da função/, o que nos 
daria 

0(0= f f[s, lim0 (í)]<ij (28) 

e. portanto, 

0(0 = f f[s, 0(5)] ds. (29) 

Jo 

A afirmação que lim f[s, 0 ,( 5 )] = /[* Jim 0,0 >] é equi¬ 
valente ao fato de que/é contínua em sua segunda variável, o 
que é conhecido por hipótese. Logo. a Eq. (29) é válida e a 
função ô satisfaz a equação integral (3). Portanto. 0 também 
é solução do problema de valor inicial (2). 

4 . Existem outras soluções da equação integral (3) além dey = 
<fH0? Para mostrar a unicidade da solução, vamos proceder 
de maneira semelhante à do exemplo. Primeiro, suponha a 
existência de uma outra solução y = MO- Então, é possível 
mostrar (veja o Problema 19) que a diferença MO “ MO sa- 
tisfaz a desigualdade 

10(0 - 0(0 | < A f |0(5) - 0(5)| ds (30) 
Jo 

para 0 ^ t ^ h e um número positivo apropriado A. A partir 
desse ponto, o argumento é idêntico ao dado no exemplo, e 
concluímos que não existe outra solução do problema de va¬ 
lor inicial (2) além da gerada pelo método de aproximações 
sucessivas. 


Problemas 

Nos Problemas I e 2. transforme o problema de valor inicial dado 
em um problema equivalente com ponto inicial na origem. 

1 . dy/dt = r + y 2 . y(1) = 2 

2. dy/dt = \-y 3 , >(-!) = 3 

Nos problemas de 3 a 6. defina 0,(7) = 0 e use o método das aproxi¬ 
mações sucessivas para resolver o problema de valor inicial dado. 

(a) Determine 0„(/) para um valor arbitrário de n. 

(b) Faça o gráfico de 0„(/) para n = 1. ..., 4. Observe se os 
iterados parecem estar convergindo. 

(c) Expresse lim 0(r) = 0(r) em termos de funções elemen¬ 
tares, isto é. resôíva o problema de valor inicial dado. 

(d) Faça o gráfico de l<6</) — I para n = 1.4. Para cada 

0,(/),.... ó 4 (t). estime o intervalo onde a função é uma aproxi¬ 
mação razoavelmente boa para a solução exata. 
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3. y'=2(y+l), 

4. / = -v-l, 

5. y = -y/2 4* í. 

6. y' = y + 1 - f. 


y(0) = 0 
y(0) = 0 
y(0) = 0 
y( 0) = 0 


Nos Problemas 7 e 8, defina c^(/) = 0 e use o método das aproxima¬ 
ções sucessivas para resolver o problema de valor inicial dado. 

(a) Determine 0„(f) para um valor arbitrário de n. 

(b) Faça o gráfico de 4>„(t) para n = 1.4. Observ e se os 

iterados parecem estar convergindo. 

7. y'=/y+l, y(0) = 0 

8. y f = ry - t , y(0) = 0 

Nos Problemas 9 e 10, defina 0 O (/) = 0 e use o método das aproxi¬ 
mações sucessivas para resolver o problema de valor inicial dado. 

(a) Calcule </>,(/).0 3 (/). 

(b) Faça o gráfico de 0,(0, .... 0 3 (/) e observe se os iterados 
parecem estar convergindo. 

9. y' = f 2 + y 2 , y(0) = 0 

10. y' = 1 — y 3 , y(0) = 0 

Nos Problemas 11 e 12. defina 0 n (r) = 0 e use o método das aproxi¬ 
mações sucessivas para resolver o problema de valor inicial dado. 

(a) Calcule 0,(/).0 4 (r) ou (se necessário) aproximações de 

Taylor desses iterados. 

(b) Faça o gráfico das funções encontradas em (a) e observe se 
elas parecem estar convergindo. 

11 . y'= —seny + 1, y(0) = 0 

12. y' = (3/ 2 + 4í+2)/2()'- 1). y(0) = 0 

13. Seja 0„(.v) — x* para 0 < .v < 1 e mostre que 


lim 0 n (x) = 


0 < X < 1, 


Esse exemplo mostra que uma seqüência de funções contínuas pode 
convergir a uma função-limite que é descontínua. 

14. Considere a seqüência $,(*) = 2 nxe~ ni \ 0 < .v < 1. 

(a) Mostre que lim 0 n (jt) = 0 para 0 ^ < 1: logo. 

n —* x 

f lim 0 (jc) dx = 0. 

J o "- 00 

(b) Mostre que f 2nxe nx ~ dx = 1 — e~ n ; então, 

Jo 

lim í <t> (x)dx= 1. 

Assim, nesse exemplo. 

lim í <(> (x)dx ^ f lim <t> (x)dx, 

n -*’ x Ja Ja "-* 00 

embora lim é n ( x ) exista e seja contínuo. 

n -* x 

Nos problemas de 15a 18, indicamos como provar que a seqüência 
{0 n (r)(. definida pelas equações de (4) a (7), converge. 

15. Se dffdy é contínua no retângulo D. mostre que existe uma cons¬ 
tante positiva K tal que 

l/(í,y,) - fU,y 2 )\ < K\y { - y 2 |. 


onde (/, y,) e (r, y 2 ) são dois pontos em D com a mesma coorde¬ 
nada r. Essa desigualdade é conhecida como uma condição de 
Lipschitz-. 

Sugestão: Mantenha t fixo e use o teorema do valor médio em 
/como função só de y. Escolha K como sendo o valor máximo 
de \dfldy\ em D. 

16. Se 0„.,(/) e 0 B (f) são elementos da seqüência |0 H (r)}. use o 
resultado do Problema 15 para mostrar que 

\f[t, 0„(O1 - /[r. 0„_ 1 (/)1I < *|0„(O - 

17. (a) Mostre que. se Irl ^ h, então 

onde M é escolhido de modo que \f[t, y)l ^ M para (/, y) em D. 

(b) Use os resultados do Problema 16 e o item (a) deste proble¬ 
ma para mostrar que 

MK\t\ 2 

1^(0-0,101 <— y 2 -- 

(c) Mostre, por indução matemática, que 




MK n ~'\t\ n M K"~ l h n 


18. Note que 

0„(O = 0,(0 + [0 2 <O - 0,(0] + • • • + [0„(O - </-„.,(/)]• 

(a) Mostre que 

ltf>„(Ol < I0,<O| + I0 ; (O -0,(01 +••+ I0„(O -0„_,(OI. 

(b) Use os resultados do Problema 17 para mostrar que 


M , (KhY ( Kh ) 

\<t>„(t)\<-£ Kh+ —~ + ‘" + ~^T 


(c) Mostre que a soma no item íb) converge quando n —> ^ e. 
portanto, a soma no item (a) também converge quando n —► ^c. 
Conclua, então, que a seqüência {| converge, já que é a se¬ 
qüência das somas parciais de uma série convergente infinita. 

19. Vamos tratar, nesse problema, da questão de unicidade de so¬ 
lução para a equação integral (3), 


= f fls , 

7o 


0 ( 5 )] ds . 


(a) Suponha que 0 e 0 são duas soluções da Eq. (3). Mostre 
que, para / > 0, 

0(/)-0(/) = í (/[ 5 , 0(5)] — f[s. 0(5)]} ds. 

J 0 

(b) Mostre que 

|0(O-0(OI< f \f[s.<p(s)]~ f[s. 0(r)]|ár. 
J 0 

(c) Use o resultado do Problema 15 para mostrar que 

I0(f) - 0(/)| < K f I0(r) - 0(i)| ds, 

Jo 

onde K é uma cota superior para \dfldy\ em D. Essa equação é 
igual à Eq. (30), e o resto da demonstração pode ser feito como 
indicado no texto. 


Rudolf Lipschitz < 1832-1903). professor na Universidade de Bonn durante muitos anos, 
trabalhou em diversas áreas da matemática. A desigualdade (i) pode substituir a hipótese de 
que âf/ày é contínua no Teorema 2.8.1 ; isso resulta em um teorema hgeiramente mais forte. 


10(0 - 0(01 
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2,9 Equações de Diferenças 
de Primeira Ordem 

Embora um modelo contínuo que leva a uma equação diferenci- 
il iej a razoável e atraente para muitos problemas, existem alguns 
casos nos quais um modelo discreto pode ser mais natural. Por 
templo, o modelo contínuo para juros compostos usado na 
Seção 2.3 é apenas uma aproximação do processo real, que é 
£ ^ereto. Analogamente, algumas vezes o crescimento popula- 
o o nal pode ser descrito de modo mais preciso por um modelo 
dbereto, em vez de contínuo. Isso é verdade, por exemplo, para 
espécies cujas gerações não se sobrepõem e que se propagam a 
—ervalos regulares, tais como em épocas determinadas do ano. 
Então, a população y n _, da espécie no ano n -h 1 é uma função 
if t e da população y n do ano anterior, isto é, 

« =0.1,2 . (1) 

- Eq. (1) é chamada equação de diferenças de primeira or- 
áem. Ela é de primeira ordem porque o valor de y H + L depende 
z- valor de y ti , mas não de valores anteriores como y n _ h y n _ 2 , e 
jssim por diante. Como para as equações diferenciais, a equa- 
_ 1 de diferenças (1) é linear se/é uma função linear de y„; caso 
_ imrário, ela é não-linear. Uma solução da equação de diferen¬ 
ças (1) é uma sequência de números y„, y t , y z ,... que satisfazem 
i equação para cada n. Além da equação de diferenças, pode tam- 
aem haver uma condição inicial 

y 0 = a ( 2 ) 

fornece o valor do primeiro elemento da sequência solução. 
Vamos supor, temporariamente, que a função/na Eq. (1) 
prende apenas de y n , mas não de n , Nesse caso, 

>'«+!= /0’ B >. «=0.1,2 . (3) 

Se . for dado, então os elementos sucessivos da solução podem 
icrencontrados pela Eq. (3). Assim. 

V] = /(>'<>)■ 

>2 - fb x ) = fUb 0 )I. 

\ quantidade jlftyo) 1 £ chamada de segunda iterada da equação 
ic diferenças e é, algumas vezes, denotada por/ 2 (y 0 ). Analoga¬ 
mente, o terceiro iterado y 3 é dado por 

y 3 = fb 2 ) = /{/l/(.v 0 )l} = /%). 

; por diante. Em geral, o n-ésímo iterado y ri é 
y. = /(y„_i) = /*<%>- 

Aferimo-nos a esse procedimento como a iteração da equação 
zé diferenças, É, muitas vezes, de interesse primordial determi- 
zur o comportamento de y n quando n —> em particular, y n ten- 
m _ um limite? E. nesse caso. qual é o limite? 

Soluções para as quais y tl tem o mesmo valor para todo n são 
fi±Lsjnadas de soluções de equilíbrio. Elas têm, com frequência, 
sETortância especial, como no estudo de equações diferenciais, 
Se existirem soluções de equilíbrio, podemos achá-las fazendo 
. igual a y n na Eq, (3) e resolvendo a equação resultante 

(4) 


Equações Lineares . Suponha que a população de cena espécie 
em uma dada região no ano 1, denotada por y n + lT é um 
múltiplo positivo p n da população y n no ano n, isto é, 

-Xrt+i ^ — Oi 1, 2,,.,. (5) 

Note que a taxa de reprodução pode variar de ano para ano, A 
equação de diferenças (5) é linear e pode ser facilmente resolvi¬ 
da por iteração. Obtemos 

Ji = 

> ? 2 = 

e, em geral, 

y n = P n _ r - P 0 y 0 , n = l,2,.... (6) 

Assim, se a população inicial y 0 é dada, então a população de cada 
geração seguinte é determinada pela Eq, (6), Embora, para um 
problema populacional, p n seja intrinsecamente positivo, a solu¬ 
ção (6) também é válida se p n for negativo para alguns ou todos 
os valores de n. Note, no entanto, que, se p n for zero para algum 
u, então _v rt * ( e lodos os valores a seguir de y são nulos: em ou¬ 
tras palavras, a espécie toma-se extinta. 

Se a taxa de reprodução p n tiver o mesmo valor p para todo n, 
então a equação de diferenças (5) fica 

jvh = py n 

e sua solução é 

y a = p n y 0 ■ (8) 

A Eq. (7) também tem uma solução de equilíbrio, a saber, y n = 
0 para todo n, correspondendo ao valor inicial y ü = 0, O com- 
portamento-Iimite dey w é fácil de determinar da Eq. (8). De fato, 

0, se \p\ < 1; 

y 0 , sep = 1 ; ( 9 ) 

não existe, caso contrário. 

Em outras palavras, a solução de equilíbrio é assintoticamente 
estável se lp! < 1 e instável se Ipl > 1. 

Vamos modificar, agora, o modelo populacional representa¬ 
do pela Eq. (5) para incluir o efeito de imigração ou emigração. 
Se b„ é o aumento total da população no ano n devido à imigra¬ 
ção, então a população no ano n + 1 é a soma dos aumentos 
devido à reprodução natural e à imigração. Assim, 

y n+1 = py„ + b a , n = 0,1, 2,,.., (10) 

onde estamos supondo, agora, que a taxa de reprodução p é cons¬ 
tante. Podemos resolver a Eq. (10) iterando como antes. Temos 

y l = py 0 + 

>2 — p(py 0 + b 0 ) + b l = p~y Q + pb 0 + i,, 

>3 = pi.p 2 y 0 + pb 0 + b i ) + b 2 =p 3 y 0 + P 2 b 0 + pb { + b v 

e assim por diante. Em geral, obtemos 

y» - p n y 0 + p"~'b Q -\ -1- pb n _ 2 + í>„_, 

n— 1 

= p n y Q + J2 p"-'~ jb j- 



y„ = fb„) 


cm 
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Note que a primeira parcela na Eq. (11) representa os descen¬ 
dentes da população original, enquanto as outras parcelas repre¬ 
sentam a população no ano n resultante da imigração em todos 
os anos precedentes. 

No caso especial em que b„ = b 0 para todo ??, a equação 
de diferenças é 

y n+i =py„ + b, (12) 

cuja solução, pela Eq. (11), é 

y„ = p"y 0 + (l + p + p 2 + ■ ■■ + p”-')b. (13) 

Se p # 1, podemos escrever essa solução na forma mais com¬ 
pacta 

y« = p n yo+\~r^ b < < l4) 

onde, novamente, as duas parcelas na expressão à direita do si¬ 
nal de igualdade representam os efeitos da população original e 
da imigração, respectivamente. Escrevendo a Eq. (14) na forma 


Exemplo 1 

Um recém-graduado da faculdade faz um empréstimo de 
R$10.000 para comprar um carro. Se a taxa de juros é de 12% 
ao ano, quais os pagamentos mensais necessários para ele pagar 
o empréstimo em 4 anos? 

A equação de diferenças relevante é a Eq. (12), onde y„ é o 
saldo do empréstimo no n-ésimo mês, p = 1 + r, r é a taxa de 
juros mensal cbéo pagamento mensal. Note que b tem que ser 
negativo e p = 1,01, correspondente a uma taxa de juros de 1 % 
ao mês. 

A solução da equação de diferenças (12) com esse valor de p 
e a condição inicial v 0 = 10.000 é dada pela Eq. (15). ou seja. 


Equações Não-lineares . Equações de diferenças não-lineares são 
muito mais complicadas e têm soluções muito mais variadas do 
que as equações lineares. Vamos restringir nossa atenção a uma 
única equação, a equação de diferença logística 

y n+ i=py n (i-j)' (i9) 

que é análoga à equação diferencial logística 



discutida na Seção 2.5. Note que, se a derivada dy/dt na Eq. (20) 
é substituída pela diferença (y n + , - y n )/h t então a Eq. (20) se 
reduz à Eq. (19) com p=l+/irefc = (l + hr)Klhr. Para sim¬ 
plificar a Eq. (19) um pouco mais, podemos fazer uma mudança 
de escala na variável v„ definindo uma nova variável u„ = yjk. 
Então. aEq. (19) fica 

“«+1 =/>«„(!-«„)’ ( 2,) 

onde p é um parâmetro positivo. 

Começamos nossa investigação da Eq. (21) procurando as 
soluções de equilíbrio, ou constantes. Essas podem ser encon¬ 



toma o comportamento de y n a longo prazo mais evidente. Se¬ 
gue da Eq. (15) que y n —» b/( 1 - p) se Ipl < 1. Se Ipl > 1 ou se 
p = - 1, então y t; não tem limite, a menos que v 0 = b/( 1 — p). 
A quantidade b/(\ — p), para p tM, é uma solução de equilí¬ 
brio da Eg. (12). como pode ser visto diretamente daquela 
equação. E claro que a Eq. ( 14) não é válida para p = 1. Para 
tratar esse caso, precisamos voltar à Eq. (13) e fazer p = 1 aí. 
Segue que 

.v„ = .v o + "h (16) 

de modo que, nesse caso, y n torna-se ilimitada quando n —» =c. 

O mesmo modelo fornece, também, um arcabouço para re¬ 
solver muitos problemas de natureza financeira. Em tais proble¬ 
mas, y n é o saldo na conta no n-ésimo período de tempo, p„ = 1 
+ r,„ onde r n é a taxa de juros para aquele período e b„ é a quan¬ 
tia depositada ou retirada. O exemplo a seguir é típico. 


y n = (l,01) n (10.000-f 100/7) - 100/?. (17) 

O pagamento b necessário para que o empréstimo seja pago em 
4 anos é encontrado fazendo-se y 48 = 0 e resolvendo para b. Isso 
nos dá 

b = -100 = -263.34. (18) 

(KOI) 48 — 1 

O pagamento total do empréstimo é 48 vezes b , ou R$ 12.640.32. 
Desse total. RS 10.000 é o pagamento do principal e os R$2640,32 
restantes correspondem aos juros. 


tradas igualando-se u„ + 1 a u„ na Eq. (21), o que corresponde a 
fazer dyldt = 0 na Eq. (20). A equação resultante é 

U „=P U „-P U Í • ( 22 ) 

logo, as soluções de equilíbrio da Eq. (21) são 

u = 0. u n = —. (23) 

A próxima pergunta é se as soluções de equilíbrio são assin- 
toticamente estáveis ou instáveis, isto é, para uma condição ini¬ 
cial próxima a uma das soluções de equilíbrio, a seqüência solu¬ 
ção resultante se aproxima ou se afasta da solução de equilíbrio? 
Um modo de examinar essa questão é aproximar a Eq. (21) por 
uma equação linear na vizinhança de uma solução de equilíbrio. 
Por exemplo, próximo à solução de equilíbrio u n = 0, a quanti¬ 
dade u n 2 é pequena comparada a u„, logo podemos supor despre¬ 
zível a parcela quadrática na Eq. (21) em comparação com as 
parcelas lineares. Isso nos deixa com uma equação de diferen¬ 
ças linear 

w„ +1 = pu n , (24) 

que é. presume-se, uma boa aproximação para a Eq. (21) para u n 
suficientemente próximo de zero. No entanto, a Eq. (24) é igual 
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, * ep concluímos, na Eq. (9), que u„ —» 0 quando n —» * 
MKK se. < 1 ou (como p tem que ser positivo) se 0 < 
I Jla i solução de equilíbrio é assintoticamente estável 
ajprõVLmação linear (24) para esse conjunto de valores, 
que é. também, assintoticamente estável para 
mgk:- sào-lmear completa (21). Essa conclusão está corre¬ 
tora no>so argumento não esteja completo. O que está 
t t wêd teorema que diz que as soluções da equação não- 
r Z. rarecem com as da equação linear (24) próximas à 
Jií equilíbrio u n = 0. Não vamos discutir essa questão 
^ «esma questão é tratada, para equações diferenciais, na 

considerar agora a outra solução de equilíbrio u„ = (p 
Kfe Pira estudar soluções em uma vizinhança desse ponto. 


u 


n 



(25) 


^HpR>^nios que v n é pequeno. Substituindo a Eq. (25) na Eq. 
hficando a equação resultante, obtemos, ao final, 

v n+\ = (2 - p)v n - pvl (26) 

e pequeno, desprezamos, novamente, o termo quadrá- 
comparação com os lineares e obtemos, assim, a equa- 

^pnr 


Vh =(2-P)v n . (27) 

■^rsade-nos, mais uma vez, à Eq. (9), vemos que v„ — ► 0 quando 
E-ts para 12 ~ pl < 1, isto é, 1 < p < 3. Portanto, concluímos 
para esse conjunto de valores de p, a solução dc equilíbrio 
[|g p — 1 )/pé assintoticamente estável. 

4F: 2.9.1 contém os gráficos das soluções da Eq. (21) para 
p = 1,5 e p = 2,8. respectivamente. Observe que a so- 
m&e converge para zero quando p = 0.8 e para a solução de 
■Môino diferente de zero quando p = 1.5 e p = 2,8. A conver- 
- e monótona para p = 0.8 ep = 1.5. e é oscilatória para p 
« 2> Embora estejam ilustrados os gráficos para condições 
cais particulares, os gráficos para outras condições iniciais são 
jMdhantes. 

L rra outra maneira de apresentar a solução de uma equação 
Ifcôffrenças está ilustrada na Fig. 2.9.2. Em cada parte dessa 
^ezr^. aparecem os gráficos da parábola y = pv( 1 — x) e da reta 
B = : As soluções de equilíbrio correspondem aos pontos de 
Bfcrseção dessas duas curv as. O gráfico linear por partes, con- 
«B-: em segmentos de retas verticais e horizontais sucessi- 
■k í chamado, algumas vezes, de diagrama escada, e represen- 
»i sequência solução. A seqüência começa no ponto w 0 no eixo 
x. O segmento de reta vertical desenhado em u 0 até a pará- 
feti corresponde ao cálculo de pn n ( 1 — w 0 ) = u } . Esse valor é 
anorerido, então, do eixo dos v para o eixo dos x; esse passo é 
ppesentado pelo segmento de reta horizontal da parábola à reta 
* = i O processo é, então, repetido indefinidamente. É claro que 
a*eqüéneia converge para a origem na Fig. 2.9.2 a e para a solu- 
ce equilíbrio não-nula nos dois outros casos. 

Pira resumir nossos resultados até agora: a equação de dife- 
«aças 1 21) tem duas soluções de equilíbrio, = 0 e u n = (p — 
1 a primeira é assintoticamente estável para 0 < p < 1 e a 
ierunda é assintoticamente estável para 1 < p < 3. Quando p 
= I as duas soluções de equilíbrio coincidem em u — 0; pode- 
kí Bostrar que essa solução é assintoticamente estável. Na Fig. 
1 - 5 o parâmetro p está no eixo horizontal e u no eixo vertical. 


Estão ilustradas as soluções de equilíbrio u = 0 e u = (p - 1)/ 
p. Os intervalos em que cada uma delas é assintoticamente es¬ 
tável são indicados pelas partes sólidas das curvas. Há uma 
mudança de estabilidade de uma solução de equilíbrio para a 
outra em p = 1. 

Para p > 3, nenhuma das soluções de equilíbrio é estável, e 
as soluções da Eq. (21) exibem complexidade cada vez maior à 
medida que p cresce. Para p um pouco maior do que 3, a seqüên¬ 
cia aproxima-se, rapidamente, de uma oscilação estacionária de 
período 2, isto é, u n oscila entre dois valores distintos. A Fig. 2.9.4 
mostra a solução para p = 3,2. Para n maior do que cerca de 20, 
os valores da solução alternam entre 0,5130 e 0,7995. O gráfico 
foi feito para a condição inicial particular u 0 = 0,3, mas é seme¬ 
lhante para todos os outros valores iniciais entre 0 e 1. A Fig. 
2.9 Ab também mostra a mesma oscilação estacionária como um 
caminho retangular que é percorrido repetidamente no sentido 
horário. Para p aproximadamente igual a 3,449, cada estado na 
oscilação de período 2 se divide em dois estados distintos e a so¬ 
lução torna-se periódica com período 4; veja a Fig. 2.9.5, que 
mostra uma solução de período 4 para p = 3,5. Quando p conti¬ 
nua crescendo, aparecem soluções periódicas com períodos 8,16, 
.... A aparição de uma nova solução em um determinado valor 
do parâmetro é chamada bifurcação. 

Os valores de p nos quais ocorrem os sucessivos dobros do 
período tendem a um limite que é aproximadamente igual a 3,57. 
Para p > 3.57. as soluções possuem alguma regularidade, mas 
não dá para discernir um padrão detalhado para a maioria dos 
valores de p. Por exemplo, a Fig. 2.9.6 mostra uma solução para 
p = 3,65. Ela oscila entre 0,3 e 0,9 aproximadamente, mas sua 
estrutura mais fina é imprevisível. A expressão caótica é usada 
para descrever essa situação. Uma das características de soluções 
caóticas é sua extrema sensibilidade às condições iniciais. Isso é 
ilustrado na Fig. 2.9.7. onde aparecem duas soluções da Eq. (21) 
para p = 3,65. Uma solução é a mesma que aparece na Fig. 2.9.6 
e tem valor inicial u () — 0.3, enquanto a outra solução tem valor 
inicial w 0 = 0.305. Por aproximadamente 15 iterações, as duas 
soluções permanecem próximas e são difíceis de distinguir uma 
da outra na figura. Depois disso, embora elas continuem circu¬ 
lando em aproximadamente o mesmo conjunto de valores, seus 
gráficos são bem diferentes. Certamente não seria possível usar 
uma dessas soluções para estimar o valor da outra para valores 
de n maiores do que cerca de 15. 

Apenas recentemente é que as soluções caóticas de equações 
de diferenças e diferenciais tomaram-se amplamente conhecidas. 
A Eq. (20) foi um dos primeiros exemplos de caos matemático a 
ser encontrado e estudado em detalhe por Robert May 23 em 1974. 
Baseado em sua análise dessa equação como um modelo para a 
população de determinada espécie de inseto, May sugeriu que, 
se a taxa de crescimento p é grande demais, então será impossí¬ 
vel fazer previsões efetivas a longo prazo sobre essas populações 
de insetos. A ocorrência de soluções caóticas em problemas sim¬ 
ples estimulou uma enorme quantidade de pesquisa em anos re¬ 
centes, mas muitas perguntas permanecem sem resposta. E cada 
vez mais claro, no entanto, que soluções caóticas são muito mais 
comuns do que se suspeitava inicialmente e podem fazer parte 
da investigação de um amplo leque de fenômenos. 


: R. M. May, “Biological Popularions with Nonoverlapping Generations: Stablc Points, Stablc 
Cycles, and Chaos‘\ Science 1S6 (1974), pp. 645-647: “Biological Populations Obeying 
Difference Equations: Stable Points. Stable Cycles. and Chãos", Journal of Theoretical 
Biology 51 (1975). pp. 511-524. 
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FIG. 2.9.6 Uma solução de //„ _ , = pu n ( 1 — u n ) para p = 3,65; 
uma solução caótica. 



Problemas 

Nos problemas de 1 a 6, resolva a equação de diferenças dada em 
função do valor inicial v 0 . Descreva o comportamento da solução 
quando n — > 

!• v„ +l = -0.9y„ 

, _ /Jr+3 

- • - v »+i V n + I >n 

5 - y„ +l = °-5y n + 6 

7. Encontre o rendimento efetivo anual de uma conta bancária que 
paga juros a uma taxa de 7% ao ano, composta diariamente, isto 
é. divida a diferença entre os saldos final e inicial pelo saldo 
inicial. 

8. Um investidor deposita RS 1000 em uma conta que rende juros 
de 8% ao ano compostos mensalmente e faz, também, depósi¬ 
tos adicionais de RS25 por mês. Encontre o saldo na conta após 
3 anos. 

9. Um recém-formado faz um empréstimo de R$8000 para com¬ 
prar um carro. O empréstimo é feito com juros anuais de 10%. 
Que taxa de pagamento mensal é necessária para liquidar o 


empréstimo em 3 anos? Compare seu resultado com o do Pro¬ 
blema 9 da Seção 2.3. 

10. Um comprador deseja adquirir um imóvel com financiamen¬ 
to de R$ 100.000 para ser pago em 30 anos. Qual o pagamen¬ 
to mensal necessário se a taxa de juros é (a) 9%, (b) 10%, (c) 
12 %? 

11. Um comprador recebe um financiamento de RS 100.000. para 
comprar um imóvel, com taxa de juros anuais de 9%. Qual o 
pagamento mensal necessário para quitar o empréstimo em 30 
anos? E em 20 anos? Qual a quantia total paga em cada um 
desses casos? 

12. Se a taxa de juros, em um financiamento de 20 anos. permane¬ 
ce fixa em 10% e se um pagamento mensal de RS 1000 é o 
máximo que o comprador pode pagar, qual o empréstimo má¬ 
ximo que pode ser feito sob essas condições? 

13. Um comprador gostaria de comprar um imóvel com financia¬ 
mento de RS95.000 pagável durante 20 anos. Qual a maior taxa 
de juros que o comprador pode pagar se os pagamentos men¬ 
sais não podem exceder RS900? 

A Equação de Diferenças Logística. Os problemas de 14a 19 tra¬ 
tam da equação de diferenças (21), + , = pu n ( \ — U n ). 

14. Faca os detalhes para a análise de estabilidade linear da solu- 


4- .v fl+l =(-i)" +l y„ 
6. y n+| = -0.5 v. +6 
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ção de equilíbrio u r = (p — l )/p* isto é. deduza a equação de 
Âjerenças (26) no texto paia a perturbação v fí * 
i j Para p = 3*2, faça o gráfico ou calcule a solução da equa¬ 
ção logística (21) para diversas condições iniciais, por exem¬ 
plo. u - 0*2; 0,4; 0,6 e 0,8. Observe que, em cada caso, a so- 
Lcão ^e aproxima de uma oscilação estacionária entre os mes- 
=»*s dois valores* Isso ilustra que o comportamento a longo 
—azo da solução é independente do valor inicial, 
b Faça cálculos semelhantes e verifique que a natureza da 
sclução para n grande é independente da condição inicial para 
outros valores de p, como 2,6; 2,8 e 3,4, 

Suponha que p > 1 naEq. (21)* 

|a Desenhe um diagrama escada quali tati vamente corre to, mos¬ 
trando. assim, que* se u 0 < 0, então u„ ^ quando n —> =c. 
b De maneira análoga* determine o que acontece quando n —> 
* se u% > l* 

As 'ioluções da Eq. (21) mudam de sequências convergentes 
para oscilações periódicas de período 2 quando o parâmetro p 
passa pelo valor 3. Para ver mais claramente como isso ocorre, 
efetue os cálculos indicados a seguir, 
taj Faça o gráfico ou calcule a solução para p = 2,9; 2,95 e 2,99* 
respectivamente* usando um valor inicial h ü de sua escolha no 
intervalo {0, I ). Estime* em cada caso* quantas iterações são 
r*ecessárias para a solução tornar-se "muito próxima'* do valor 
Lmiie. Use qualquer interpretação conveniente para o signifi¬ 
cado de “muito próximo" na frase anterior, 
b Faça o gráfico ou calcule a solução para p = 3,01; 3*05 e 
7.1, respectivamente, usando a mesma condição inicial que no 
item (a)* Estime, em cada caso, quantas iterações são necessa¬ 
nas para se atingir uma solução estado estacionário. Encontre 
ou estime* também, os dois valores na oscilação estado estacio¬ 
nário. 

Calculando ou fazendo o gráfico da solução da Eq. (21) para 
v alores diferentes de p. estime o valor de p para o qual a solu¬ 
ção muda de uma oscilação de período 2 para uma de período 
- De modo análogo, estime o valor de p para o qual a solução 
muda de período 4 para período 8. 

Seja pi o valor de p para o qual a solução da Eq. (211 muda do 
período 2* " 1 para o período 2\ Então, como observ ado no tex¬ 
to, p ) = 3, fh 3,449 e p 5 3*544. 

i a) Usando esses valores para p,. p, e p^ ou os que você encon¬ 
trou no Problema 18, calcule (p 2 — p\)f(p 3 ~ pO- 
(b I Seja 6 n — íp n — p n _ , )/(p n _, — pj. Foi demonstrado que <$ n 
tende a um limite 6 quando n —► onde 6 — 4,6692 é conhe¬ 

cido como o número de Feigenbaurrf J . Detennine a diferença 
percentual entre o valor limite 8 e &* como calculado no item 
(a). 

tc) Suponha que 8^ = ô e use essa relação para estimar p 4 . o 
valor de p para o qual aparecem soluções de período 16, 
i d) Fazendo o gráfico ou calculando soluções próximas para o 
v alor de p 4 encontrado no item (c), tente detectar a aparição de 
urna solução de período 16. 
íe) Observe que 


P„ = P\ + (P 2 ~ Pi ) + - P 2 > + 






Supondo que (p. - p,) = (p, - (p, - pj = (p, - pjS-. 

e assim por diante, expresse p, como uma soma geométrica. 
Depois encontre o limite de p r . quando n —> Isso é uma esti¬ 
mativa do valor de p no qual começa a aparecer comportamen¬ 
to caótico na solução da equação logística (21)* 


f rjviiliado para a equação de diferenças logística foi descoberto por MtíchelI 
i i 1944- ) em agosto de 1975, quando trabalhava no Laboratório Nacional de 
i AlHnos Algumas semanas depois ele estabeleceu que esse mesmo valor limite também 
i Lima classe grande de equações de diferenças que dobram o período. Feigenbaurn. 
> em física peio M.l.T. (Instituto de Tecnologia de Massaehussetsi. esta 
i l m-*ersidade Rockefelíer. 


Problemas 

Problemas Variados Uma das dificuldades em resolver equações de 
primeira ordem é que existem diversos métodos de resolução, cada um 
dos quais podendo ser usado em certos tipos de equações, Pode levar 
algum tempo para se Lomar proficiente em escolher o método melhor 
para uma equação. Os 32 primeiros problemas a seguir são apresenta¬ 
dos para você obter alguma prática na identificação do método ou mé¬ 
todos aplicáveis a uma equação dada. Os problemas restantes envolvem 
determinados tipos dc equações que podem ser resolvidos por métodos 
especializados, 

Nos problemas dc 1 a 32. resolva a equação diferencial. Se for dada 

uma condição inicial, encontre, também, a solução que a satisfaz. 


1. 

2. 

3. 

4. 

5* 

6 * 

7. 

8. 

9* 

10 . 

11 . 

12 * 

13. 

14* 

15. 


dy x- — 2 y 

dx x 

(x 4- v) dx — (x — y) dy = 0 
dy 2x + y 

~di ~ 3 + 3 y 2 - x * 

(x + e y ) dy — dx = 0 
dy 2xy + y 2 + I 

dx x 2 4- 2 xy 

dy 

x ——h xy — I — y* 
dx 


y (0) = 0 


dy 

~cLx 


x y 4~ y 

senx 


yd) =0 
Sugestão ;considere u = x 2 * 
v(2) = 1 


dy 

jr-~ + 2v = 

dx 

dy 2xy 4- 1 

dx x 2 + 2y 

(3 v -f 2xy) dx — (2xv + x 2 ) dx — 0 

(x 2 + y)dx + (x + e y )dy = 0 

dy 1 

—— + v =-— 

dx - 1 + e T 

x dy - y dx = (xy) l/2 dx 

(x 4- y ) dx + (x 4- 2 y) dy = 0* y(2) = 3 

d v 

(^+i)/ =y-ye x 
dx 


dy 

dx 


16, — = 


xr -hy 


dy 

— = e + 3y 
dx 

(2 v 4- 3x) dx = —x dy 
X dy — v dx = lx 2 y 2 dy, y( 1) = —2 

y = e l “- v 

xy' = y+xe yf * 
dx x 2 - 1 

— = - ; jH)=1 

dx y 1 + 1 

xy f + y — y 2 e lx = 0 
2 seny cos x dx + cos v sen X dy = 0 


17. 

18. 

19. 

20 . 
21 , 

22 . 

23. 

24. 

25. 


26. (2v -h I) dx -j- 
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27. (cos 2 v — sen x ) dx - 2 tg x sen 2v dy = 0 

28 ^ = 3 * 2 " 2> ’ “ - y3 
dx 


29. = 


34. 


2x 4 3 xy 2 

dy 2y -f /x 2 - y 2 

dx 


2x 


30. 


dy 


1 - 2jcv z 


y( 0) = i 


dx 

31. (x 2 y 4 xy - y) dx -f (jc 2 _y - 2x 2 ) dy = 0 
32 dy = 3x 2 y 4 y 2 
í/x 2jc 3 4 3 xy 

33. Equações de Riccati. A equação 


v(D = -2 


dy , i 

-j x = tfiíO + $2(0? 4 q$(t)y 2 

é conhecida como uma equação de Riccati 25 . Suponha que al¬ 
guma solução particular y, dessa equação é conhecida. Uma 
solução mais geral contendo uma constante arbitrária pode ser 
obtida através da substituição 

1 

y = ydt) + — , 
v(t) 

Mostre que t</) satisfaz a equação linear de primeira ordem 
dv 


dt 


- -(<?2 4 2^ i)d 


Note que t(/) vai conter uma única constante arbitrária. 
Usando o método do Problema 33 e a solução particular dada, 
resolva cada uma das equações de Riccati a seguir: 


(a) y' = 1 4 1 2 -2/y 4y 2 ; 
1 >> 


(b) / 


+ T 2 ; 


y\(t) = t 

>i(0 = 7 


, x dy 2 cos 2 / — sen 2 /4y 2 

dt 2 cos t 


yi(0 = sen/ 


35. A propagação de uma única ação em uma população grande (por 
exemplo, motoristas acendendo os faróis quando o sol se põe) 
muitas vezes depende parcialmente de circunstâncias externas 
(o escurecimento) e parcialmente de uma tendência de imitar 
outros que já fizeram a ação em questão. Nesse caso. a propor¬ 
ção y(t) de pessoas que efetuaram a ação pode ser descrita 26 pela 
equação 

dy/dt = (1 - >>)[jc(0 + by], (i) 

onde x(/) mede o estímulo externo e b é o coeficiente de imi¬ 
tação. 

(a) Observe que a Eq. (i) é uma equação de Riccati e que y,(/) 
= 1 é uma solução. Use a transformação sugerida no Problema 
33 e encontre a equação linear satisfeita por i Kt). 

(b) Encontre i(/) no caso em que x(/) = at< onde a é uma cons¬ 
tante. Deixe sua resposta na forma de uma integral. 


- 5 As equações de Riccati receberam esse nome em honra a Jacopo Francesco Riccati (1676- 
1754), um nobre natural de Veneza que não aceitou ofertas de posições em universidade da 
Itália, na Áustria e na Rússia para continuar seus estudos matemáticos na privacidade do 
seu lar. Riccati estudou essas equações extensamente; no entanto, foi Euler (em 1760) que 
descobriu o resultado enunciado neste problema. 

•^veja Anatol Rapoport, “Contribution to thc Mathcmatical Thcory of Mass Bchavior: I. The 
Propagation of Single Acts”. Bulletin of Mathematical Biophysics 14(1952), pp. 159-169, 
e John Z. Hearon, "Note on the Theory of Mass Behavior“. Bulletin of Mathematical 
Biophysics 17 (1955), pp. 7-13. 


Algumas Equações de Segunda Ordem Especiais. Equações de se¬ 
gunda ordem envolvem a derivada segunda de alguma função des¬ 
conhecida e têm a forma geral y" = fit, y\ y'). Tais equações não 
podem ser resolvidas, em geral, por métodos projetados para equa¬ 
ções de primeira ordem. No entanto, existem dois tipos de equações 
de segunda ordem que podem ser transformadas em equações de 
primeira ordem por uma mudança de variável apropriada. A equa¬ 
ção resultante pode ser resolvida, algumas vezes, por métodos apre¬ 
sentados neste capítulo. Os problemas de 36 a 51 tratam de equa¬ 
ções desse tipo. 

Equações onde Falta a Variável Dependente. Para uma equação tk 
segunda ordem da forma v" =//, >*'), a substituição v = y\ i/ = y" lex * 
a uma equação de primeira ordem da forma v ' = J[t, v). Se essa equa¬ 
ção puder ser resolvida para u então y pode ser obtida integrando- 
dy/dt — v. Note que uma constante arbitrária na resolução da equsçis 
de primeira ordem para v e uma segunda é introduzida na integra^ic 
para y. Em cada um dos problemas dc 36 a 41, use essa substituição pn 
resolver a equação dada. 


36. 

t-y" + 2 ty' - 

1 =o. 

t > 0 

37. 

ty" + y = 1. 

t > 0 


38. 

y" + /(>')- = 

0 


39. 

2t 2 y" + (v') 3 

= 2/y. 

/ > 0 

40. 

y" + y' = e~‘ 



41. 

t 2 y" = O-') 2 , 

/ > 0 



Equações onde Falta a Variável Independente. Considere equações 
diferenciais da forma y" = fly, y'), na qual a variável independente t 
não aparece explicitamente. Se definirmos v = y\ obteremos dv/dt = 
fiy, v). Como a expressão à direita do sinal de igualdade nessa equa¬ 
ção depende de y e de u em vez d e/eu, essa equação contém variá¬ 
veis demais. No entanto, se considerarmos y como sendo a variável 
independente, então, pela regra da cadeia, dv/dt = (di/dy) (dy/dt) = 
i/di/dy). Portanto, a equação diferencial original pode ser escrita como 
v (di/dy) = fiy, v). Se essa equação de primeira ordem puder ser re¬ 
solvida. obteremos v como função de y. A relação entre y e t é obtida 
da resolução de dy/dt = u(y), que é uma equação separável. Novamente, 
o resultado final contém duas constantes arbitrárias. Em cada um dos 
problemas de 42 a 47. use esse método para resolver a equação dife¬ 
rencial dada. 

42. yy" 4 (y') 2 = 0 

43. y"4y = 0 

44. v" + y(y') 3 = 0 

45. 2y 2 y" 4 2y(y') 2 = 1 

46. yy" - (/) 3 = 0 

47. y" + (/) 2 = 2e~ y 

Sugestão: No Problema 47 a equação transformada é uma equação de 
Bemoulli. Veja o Problema 27 na Seção 2.4. 

Em cada um dos problemas de 48 a 51, resolva o problema de valor 
inicial dado usando os métodos dos problemas de 36 a 47. 

48. y'y" = 2, y(0) = 1. /(O) = 2 

49. y" - 3y 2 = 0. y(0) = 2. y'(0) = 4 

50. (14 t 2 )y" 4 2/y' 4 3r* 2 = 0, y(l)=2, y'(l) = -1 

51. y'y" — t = 0. y(l) = 2. y'(l) = 1 



Equações Dijer ^íjctéciís de Primeira Ordem 


73 


REFERÊNCIAS 


_H dois Uvros mencionados na Seção 2.5 são: 

Satley, N. T. J., The Mathematical Theory of Infectious Diseases and Its Applications (2nd ed.) (New 
York; Hafner Press, 1975), 

Gark. Colin W., Maíhematical Bioeconomics (2nd ed.) (New York; Wiley-Interseíence, 1990). 

Uma boa introdução à dinâmica populacional em geral é; 

-rauenthal, J. C, íntroduction to Populatíon Modeling {Boston: Birkhauser, 1980). 

Uma discussão mais completa da demonstração do teorema fundamental de existência e unicidade pode ser 
iicontrada em muitos livros mais avançados de equações diferenciais. Dois que são razoavelmente acessíveis 
rara leitores iniciantes são; 

Coddíngton. E. A., An íntroduction to Ordinary Differentiai Equations (Englewood Cliffs, NI: Pren- 
dce-Hall 1961; New York: Dover, 1989). 

Brauer, F.. and NoheL J > The Quaíitative Theory of Ordinary Differentiai Equations (New York: 
Benjamin, 1969; New York: Dover, 1989). 

Um compêndio valioso dc métodos de resolução de equações diferenciais é; 

Iwillinger, D., Handbook of Differentiai Equations (3rd ed.) (San Diego: Àcademic Press, 1998). 

Para discussão e exemplos adicionais de fenômenos não-lineares, incluindo bifurcação e caos, veja: 
^írogtaz, Steven H., Nonlinear Dynamics and Chãos (Reading, MA: Addison-Wesley, 1994). 

Uma referência geral sobre equações de diferenças é: 

Mickens, R. E., Differençe Equations, Theory and Applications (2nd ed.) (New York: Van Nosirand 
Remhold, 1990). 

Um tratamento elementar de soluções caóticas de equações de diferenças pode ser encontrado em; 

Devaney, R L., Chãos , Fractals, and Dynamics (Reading. MA: Addison-Wesley, 1990). 




C A P 


L O 


I T U 


Equações Lineares de 
Segunda Ordem 


Equações lineares de segunda ordem têm uma importância cru¬ 
cial no estudo de equações diferenciais por duas razões princi¬ 
pais. A primeira é que equações lineares têm uma estrutura teó¬ 
rica rica. subjacente a diversos métodos sistemáticos de resolu¬ 
ção. Além disso, uma parte substancial dessa estrutura e desses 
métodos é compreensível a um nível matemático relativamente 
elementar. Para apresentar as idéias fundamentais em um con¬ 
texto o mais simples possível, vamos descrevê-las neste capítu¬ 
lo para equações de segunda ordem. Outra razão para estudar 
equações lineares de segunda ordem é que elas são essenciais para 
qualquer investigação séria das áreas clássicas da física matemá¬ 
tica. Não se pode ir muito longe no desenvolvimento de mecâni¬ 
ca dos fluidos, condução de calor, movimento ondulatório ou fe¬ 
nômenos eletromagnéticos sem esbarrar na necessidade de re¬ 
solver equações diferenciais lineares de segunda ordem. Como 
exemplo, vamos discutir oscilações de alguns sistemas mecâni¬ 
cos e elétricos básicos no final deste capítulo. 


3.1 Equações Homogêneas com 
Coeficientes Constantes 

Uma equação diferencial de segunda ordem tem a forma 



onde/é alguma função dada. Em geral, denotaremos a variável 
independente por f, já que o tempo é, com freqüência. a variável 
independente em fenômenos físicos, mas. algumas vezes, usa¬ 
remos x em seu lugar. Usaremos y ou. ocasionalmente, outra le¬ 
tra. para denotar a variável dependente. A Eq. (1) é dita linear 
se a função/tem a forma 

/ dy\ dv 

f (y v- J = g(t) - p(t)-£ - <i(Oy, (2) 


isto é. se/é linear em y e y\ Na Eq. (2), g. p e q são funções 
especificadas da variável independente /. mas não dependem de 
y. Nesse caso. reescrevemos, em geral, a Eq. (1) como 

y" + p(t)y' + q(t)y = g(t), (3) 

onde a linha denota diferenciação em relação a t. No lugar da Eq. 
(3), encontramos, com freqüência. a equação 

P(t)y'' + Q(t)y'+R(t)y = G(t). (4) 

É claro que. se P(t) 0. podemos dividir a Eq. (4) por P(/), ob¬ 
tendo, assim, a Eq. (3) com 


p(t) = 


Q(t) 

P(t)' 


q(t) = 


R(t) 

p«y 


g(0 = 


G(í) 
P(t) ' 


(5) 


Ao discutir a Eq. (3) e tentar resolvê-la. vamos nos restringir a 
intervalos nos quais as funções p.qt g sejam contínuas. 1 

Se a Eq. (1) não for da forma (3) ou (4), então ela é dita 
não-linear. Investigações analíticas dc equações não-linea¬ 
res são relativamente difíceis, de modo que teremos pouco a 
dizer sobre elas neste livro. Abordagens numéricas ou geo¬ 
métricas são, freqüentemente. mais apropriadas, e serão dis¬ 
cutidas nos Caps. 8 e 9. 

Um problema de valor inicial consiste em uma equação dife¬ 
rencial. como as Eqs. (1), (3) ou (4), junto com um par de condi¬ 
ções iniciais 


y(t 0 ) = y 0 , /(f 0 ) = >’ó* (6) 

onde v 0 e v' 0 são números dados. Note que as condições inici- 
ais para uma equação de segunda ordem não indicam, apenas, 
um ponto particular (/ 0 , y 0 ) que tem que pertencer ao gráfico 
da solução mas. também, o coeficiente angular y' 0 da reta tan¬ 
gente ao gráfico naquele ponto. É razoável esperar que sejam 


Fazemos um tratamento correspondente para equações lineares de ordem mais alta no Cap. 
4. Se você quiser, pode ler as panes apropriadas do Cap. 4 em paralelo com o Cap. 3. 
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*e^Toarias duas condições iniciais para uma equação de segun- 
ét - jem, jã que, grosso modo, precisa-se de duas integrações 
*_*_ encontrar a solução e cada integração introduz unia 
c - 'Unte arbitrária. Presume-se que duas condições iniciais 
icrio suficientes para a determinação dos valores dessas duas 
poratantes* 

L ma equação linear de segunda ordem é dita homogênea se 
i função g(t) na Eq, (3), ou G(í) na Eq. (4), for igual a zero para 
i c i. Caso contrário, a equação é dita não-homogênea. Em 
c;r_>eqüência ? a função g(f), ou Gí/), é chamada, muitas vezes, 
êe rermo não-homogêneo. Vamos começar nossa di scussão com 
ejeções homogêneas, que escreveremos na forma 

P{t)y* Q(t)y+R(t)y = 0, (7) 

tarde, nas Seções 3.6 e 3,7, mostraremos que, uma vez 
kolvtda a equação homogênea, sempre é possível resolver a 
íc.^ção não-homogênea correspondente (4) ou, pelo menos, 
expressar sua solução em função de uma integral. Assim, o 
problema de resolver a equação homogênea é o mais funda- 
KHtâL 

'Vamos concentrar nossa atenção, neste capítulo, em equações 
quais as funções P, Q c R são constantes. Nesse caso, a Eq. 
f7> toma-se 

ay" + by f + cy — 0, (8) 

«ode u, b e c são constantes dadas. Acontece que a Eq. (8) sem- 
pode ser facilmente resolvida em termos das funções ele me n- 
do Cálculo. Por outro lado. é muito mais difícil, em geral, 
«soíver a Eq. (7) quando os coeficientes não são constantes, e 
rimos adiar o tratamento desse caso aLé o Cap. 5. 

Antes de atacar a Eq. (8). vamos adquirir alguma experiência 
m_Aando um problema simples, porém típico. Considere a equa- 
Ç^o 

/' - y = 0. (9) 

pe é a Eq. (8 ) com a — 1, b = 0 e c = — 1. Em outras pala- 
was, a Eq. (9) diz que procuramos uma função com a propri- 
oáède de que a derivada segunda dessa mesma função seja igual 
. e a mesma. Um pouco de reflexão produzirá, provavelmen- 
e peio menos uma função bem conhecida do Cálculo com essa 
rrr priedade, a saber, a função exponencial V| (/) = e ! , Um pou- 
m mais de reflexão poderia produzir, também, uma segunda 
rinção, vj(f) = e~ r , Um pouco de experimentação revela que 
«Itiplos constantes dessas duas soluções também são solu¬ 
ces. Por exemplo, as funções 2e r e 5e~ : também satisfazem a 
Eq e 9), como você pode verificar calculando suas derivadas 
_ mdas. Da mesma forma, as funções qyjfri = c^e* e cyy^ti) 
= c : e~ r satisfazem a equação diferencial (9) para todos os 
saJores das constantes e c?, A seguir, é fundamental que se 
«pte que quatquer soma de soluções da Eq. (9) também é so- 
fcqlo. Em particular, como c L Vi(f) e c^^ít) são soluções da Eq. 
9 l a função 

y = Cjj’, (f) + c 2 y 2 (t) = c x é + c 2 e~' (10) 

mnbém o é, quaisquer que sejam os valores de e c 2 . Mais uma 
rz. isso pode ser verificado calculando-se a derivada segunda. 

a partir da Eq. (10). Temos y' — C[P — c 2 e~ l e y" = C\é A 
^ " r : logo, y" é igual a y e a Eq. (9) é satisfeita. 

Vamos resumir o que fizemos até agora nesse exemplo. Uma 
%zz observado que as funções _Y|(r) ~ é e y 2 (r) — e~* são solu- 
_ da Eq. (9), segue que a combinação linear (10) dessas fun¬ 
ções também é solução. Como os coeficientes cy e c 2 na Eq. (10) 


são arbitrários. essa expressão representa uma família infinita de 
soluções da equação diferencial (9), 

Vamos considerar, agora, como escolher um elemento parti¬ 
cular dessa família infinita de soluções que satisfaça, também, 
ao conjunto dado de condições iniciais. Por exemplo, suponha 
que queremos a solução da Eq, (9) que satisfaça, também, as 
condições iniciais 

> T (0) — 2, /(0)=-l, (11) 

Em outras palavras, procuramos a solução cujo gráfico contém 
o ponto (0.2) e tal que o coeficiente angular da tangente ao grá¬ 
fico nesse ponto seja — 1, Primeiro, fazemos t = 0 e y = 2 na Eq. 
{10); isso nos dã a equação 

c t +c 2 = 2. (12) 

A seguir, derivamos a Eq. (10). obtendo 


Depois, fazendo t = 0 ey f = — 1, obtemos 

c,-c 2 =-l. (13) 

Resolvendo simultaneamente as Eqs. (12) e (13) para q e Cj, 
encontramos 

C i = 1 * C 2 = !- ( 14 ) 

Final mente, inserindo esses valores na Eq, (10). obtemos 

y = W + l e '> ( 15 ) 

a solução do problema de valor inicial que consiste na equação 
diferencial (9) e nas condições iniciais (11). 

Vamos voltar agora para a equação mais geral (8), 

ay" + by* + cy = 0, 

que tem coeficientes constantes (reais) arbitrários. Baseados em 
nossa experiência com a Eq. (9), vamos procurar, também, solu¬ 
ções exponenciais para a Eq, (8), Suponhamos, então, que v = 
e" onde r é um parâmetro a ser determinado. Segue que y f — 
re rl e y" = ne n . Substituindo y, y' e y" na Eq. (8) por essas ex¬ 
pressões. obtemos 

(ar 2 + br + c)e r; = 0, 

ou. como e rí ^ 0, 

ar 2 + br + c — 0, (16) 

A Eq. (16) é chamada de equaçao característica da equação 
diferencial (8). Seu significado reside no fato de que, se ré uma 
raiz da equação polinomial {16), entãoy = e rl é solução da equa¬ 
ção diferencial (8 ). Como a Eq. í 16) é uma equação de segundo 
grau com coeficientes reais, ela tem duas raízes que podem ser 
reais e distintas, reais e iguais ou complexas conjugadas. Vamos 
considerar o primeiro caso aqui e os dois últimos nas Seções 3.4 
e 3.5, 

Supondo que as raízes da equação característica (16) sejam 
reais e distintas, vamos denotá-las por r { e r 2 , onde r { ^ r 2 . En¬ 
tão. y|(r) — e nr eyi(í) = e™ são duas soluções da Eq. (8). Como 
no exemplo precedente, segue que 

y = <M>’j (t) + c 2 y 2 (t) = C l e r i' + C 2 e r i r (17) 

também é uma solução da Eq. (8). Para verificar que isso é ver¬ 
dade. podemos diferenciar a expressão na Eq. (í 7); portanto, 

y =c.r.e r i'+ c 2 r 2 e r 2 r (18) 
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e 

y" = + c 2 r\e r *. (19) 

Substituindo y , y' e y" na Eq. (8) por essas expressões e 
rearrumando os termos, obtemos 

ay" + by + cy = Cj + frrj + c)e r i f 

4- c 2 (ar\ + br 2 + c)é> r 2 f . (20) 

As quantidades entre parênteses na Eq. (20) são nulas, pois r l e 
r 2 são raízes da Eq. (16); logo, y dado pela Eq. (17) é, de fato, 
uma solução da Eq. (8), como queríamos verificar. 

Vamos supor agora que queremos encontrar o elemento par¬ 
ticular da família de soluções (17) que satisfaz as condições ini¬ 
ciais (6), 

y(f o) = >0’ /<*o> = y'o- 

Fazendo t = t 0 cy = y 0 na Eq. (17), obtemos 

c x e r i'o + c 2 e r 2 'o = y Q . (21) 

Analogamente, fazendo t = r 0 e y' = yó na Eq. (18), temos 

c, r, e r \ r o + c 2 r 2 e r 2‘o = y' . (22) 


Resolvendo simultaneamente as Eqs. (21) e (22) para c x e c 2 , en¬ 
contramos 


c, = 


Wi 


—e-Vo. 


(23) 


Lembre-se de que r { — r 2 ^ 0, de modo que as expressões na Eq. 
(23) sempre fazem sentido. Assim, não importa que condições ini¬ 
ciais sejam dadas — isto é, independente dos valores de f 0 , y 0 e y 0 
nas Eqs. (6) —, sempre é possível determinar c { e c 2 de modo que 
as condições iniciais sejam satisfeitas. Além disso, existe apenas 
uma escolha possível de c, e c 2 para cada conjunto dado de condi¬ 
ções iniciais. Com os valores de Cj e c 2 dados pela Eq. (23), a ex¬ 
pressão (17) é a solução do problema de valor inicial 


ay" + by' + cy = 0, y(t 0 ) = y 0 . y'(r 0 ) = \\ y (24) 

É possível mostrar, com base no teorema fundamental citado 
na próxima seção, que todas as soluções da Eq. (8) estão incluí¬ 
das na expressão (17), pelo menos no caso em que as raízes da 
Eq. (16) são reais e distintas. Portanto, chamamos a Eq. (17) de 
solução geral da Eq. (8). O fato de quaisquer condições iniciais 
possíveis poderem ser satisfeitas pela escolha adequada das cons¬ 
tantes na Eq. (17) toma mais plausível a idéia de que essa ex¬ 
pressão inclui, de fato. todas as soluções da Eq. (8). 


Exemplo 1 

Encontre a solução geral de 

/ + 5/ + 6y = 0. (25) 

Vamos supor que >’ = e r1 \ então, /* tem que ser raiz da equa¬ 
ção característica 

r 2 + 5r+6 = (r + 2)(r+3) = 0. 


Exemplo 2 

Encontre a solução do problema de valor inicial 

v" + 5y' + 6y = 0, y( 0) = 2. y'(0) = 3. (27) 

A solução geral da equação diferencial foi encontrada no Exem¬ 
plo 1 e é dada pela Eq. (26). Para satisfazer a primeira condição 
inicial, fazemos t = 0 e y = 2 na Eq. (26); assim, c } e c 2 têm que 
satisfazer 

c, + c 2 = 2. (28) 



Assim, os valores possíveis de r são r j = -2 er 2 = —3; a solu¬ 
ção geral da Eq. (25) é 

y =c ] e~ 2 ’+ c 2 e~ v . (26) 


Para usar a segunda condição inicial, precisamos primeiro deri¬ 
var a Eq. (26). Isso nos dá y' = —2c,e“ 2/ — 3 c 2 e~ 3t . Fazendo, 
agora. / = 0 e y' = 3, obtemos 

-2cj - 3 c 2 = 3. (29) 

Resolvendo as Eqs. (28) e (29), vemos que C\ = 9 e c 2 = —7. 
Usando esses valores na expressão (26), obtemos a solução 

y = 9éT 2 ' - 7 íT 3 ' (30) 

do problema de valor inicial (27). A Fig. 3.1.1 mostra o gráfico 
da solução. 


FIG. 3.1.1 Solução de / + 5/ + 6v = 0, y(0) = 2, /(0) = 3. 
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Exemplo 3 

ntre a solução do problema de valor inicial 

- -8y' + 3y = 0, y( 0) = 2, /(O) = { 

Se y = e n , então a equação característica é 
4r 2 — 8r + 3 = 0 


(31) 


y = c,e 3 ' /2 


c 2 <? 


, 1/2 


Usando as condições iniciais, obtemos as duas equações seguin¬ 
tes para C\ e c 2 : 


. l c = i 

2 i ^ 2 C 2 2 * 


raízes são r = 3/2 e r = 1/2. Portanto, a solução geral da 
icão diferencial é 


c, + c 2 = 2, 

A solução dessas equações éc { = — 1/2. c 2 = 5/2 e a solução do 
problema de valor inicial (31) é 


(32) 


j, = _l e 3'/2 + | e '/2. 
A Fig. 3.1.2 mostra o gráfico da solução. 


(33) 



FIG. 3.1.2 Solução de 4v" - 8v' + 3v 
= 0, y(0) = 2, y'(0) = 0,5. 


Exemplo 4 

itóução (30) do problema de valor inicial (27) começa cres- 
► ijá que o coeficiente angular da tangente a seu gráfico é 
ovo, inicialmente), mas acaba tendendo a zero (pois ambas 
\ parcelas contêm exponenciais com expoentes negativos), 
nto, a solução tem que atingir um máximo, e o gráfico da 
)Be 3.1.1 confirma isso. Determine a localização desse ponto de 
■nimo. 

Pode-se estimar as coordenadas do ponto de máximo através 
I fráíico mas, para encontrá-las precisamente, procuramos o 
tr:: onde o gráfico da solução tem reta tangente horizontal. 
. ando a solução (30), y = 9e~ 2t — 7e~ 3 ', em relação a/, ob- 


/ = -18€- 2, + 21e" 3 '. 


Igualando y’ a zero e multiplicando por e 3 \ encontramos o valor 
crítico í c que satisfaz é = 7/6; logo 

t c = ln(7/6) = 0,15415. (35) 

O valor máximo correspondente, y M , é dado por 

,o8 


- 7e“ 3 'c = 


49 


= 2.20408. 


(36) 


(34) 


Neste exemplo, o coeficiente angular inicial é 3, mas a solu¬ 
ção da equação diferencial dada se comporta de maneira análo¬ 
ga para qualquer coeficiente angular inicial positivo. O Proble¬ 
ma 26 pede que você determine como as coordenadas do ponto 
de máximo dependem do coeficiente angular inicial. 


Voltando para a equação ay” + by’ + cy = 0 com coefici- 
arbitrários, lembre-se de que, quando r l ^ r 2 , sua so- 
u.. geral (17) é a soma de duas funções exponenciais. Por- 
ncto. a solução tem um comportamento geométrico relati- 
ii-iente simples: quando t aumenta, a solução, em módulo, 
m :ende a zero (quando ambos os expoentes forem negati- 
ou cresce rapidamente (quando pelo menos um dos ex- 
pKBtes for positivo). Esses dois casos aparecem nos Exem- 
2 e 3, ilustrados nas Figs. 3.1.1 e 3.1.2. respectivamen¬ 


te. Existe um terceiro caso menos freqüente: a solução tende 
a uma constante se um dos expoentes for nulo e o outro for 
negativo. 

Nas Seções 3.4 e 3.5, respectivamente, voltaremos ao pro¬ 
blema de resolver a equação ay" + by* + cy = 0 quando as 
raízes da equação característica são complexos conjugados ou 
são reais e iguais. Antes disso, nas Seções 3.2 e 3.3, vamos 
fazer um estudo sistemático da estrutura matemática das so¬ 
luções de todas as equações lineares de segunda ordem. 
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Problemas 


Nos problemas de 1 a 8. encontre a solução geral da equação dife 


rencial dada. 

1. y" + 2y'-3y=0 
3. 6v" - — v = 0 

5. y' + 5/-0 
7. y" -9y’ + 9y=0 


2. y" + 3y' + 2y = 0 
4. 2y" — 3y' + v = 0 
6. 4y" — 9 v = Ó 
8. 2y'-2y = 0 


Nos problemas de 9 a 16, encontre a solução do problema de valor 
inicial dado. Esboce o gráfico da solução e descreva seu comporta¬ 
mento quando t aumenta. 

9. /' + / - 2y = 0. y(0) = 1. /(O) = 1 

10. y" + 4/ + 3,y = 0, y(0) = 2, y'(0) = -1 

11. 6/' —5/ + y = 0, y(0) = 4. /(O) = 0 

12. y" + 3/ = 0. y(0) = -2, y'(0) = 3 

13. /' + 5/ + 3y-0, y(0) = 1, /(0)=0 

14. 2y'+y-4y = 0. y(o> = o, yco) = i 

is. y'+8y-9y = o, y(i)-i, yo)=o 

16. 4/-y = 0, y{-2)= 1, y(—2) - 1 

17. Encontre uma equação diferencial cuja solução geral éy = c t e-' 
+ cse -3 '. 

18. Encontre uma equação diferencial cuja solução geral é v = Cje "- 

+ cie ~y 

19. Encontre a solução do problema de valor inicial 

y"-y = o. y(0)=f, y(0)=-|. 

Faça o gráfico da solução para 0 ^ t ^ 2 e determine seu valor 
mínimo. 

20. Encontre a solução do problema de valor inicial 

2y" - 3y' + y = 0. y( 0) = 2. y\0) = i. 

Depois, determine o valor máximo da solução e encontre, tam¬ 
bém. o ponto onde a solução se anula. 

21. Resolva o problema de valor inicial v" — y' — 2y = 0, y(0) = 
a, y'(0) = 2. Depois, encontre a de modo que a solução tenda 
a zero quando t -» 

22. Resolva o problema de valor inicial 4y" - y = 0, y(0) = 2, y'(0) 
= p. Depois, encontre j 3 de modo que a solução tenda a zero 
quando t —» 


Nos Problemas 23 e 24, determine os valores de a. se existirem, para 
os quais todas as soluções tendem a zero quando t —> determine, 
também, os valores de c*. se existirem, para os quais todas as solu¬ 
ções (não-nulas) tomam-se ilimitadas quando r —> 

23. y" — (2a — l)y' + ot(a — l)y = 0 

24. y" + (3 - ar)y' - 2(a - l)y = 0 

25. Considere o problema de valor inicial 

2y" + 3y' - 2y = 0, y(0) = 1 f y'(0) = -0, 

onde p > 0. 

(a) Resolva o problema de valor inicial. 

(b) Faça o gráfico da solução quando /3 = 1. Encontre as coor¬ 
denadas (f 0 * Vo) do ponto de mínimo da solução nesse caso. 

(c) Encontre o menor valor de /3 para o qual a solução não tem 
ponto de mínimo. 

26. Considere o problema de valor inicial (veja o Exemplo 4) 

y"+ 5/ + 6y = 0, y( 0) = 2, y'( 0) = 0, 

onde p > 0. 

(a) Resolva o problema de valor inicial. 

( b) Determine as coordenadas t m e y m do ponto de máximo da 
solução como funções de p. 

(c) Determine o menor valor de P para o qual y m ^ 4. 

(d) Determine o comportamento de r, n e y m quando P —> 


27. Considere a equação ay* + by* + cy = d . onde n, b,c c d são 
constantes. 

(a) Encontre todas as soluções de equilíbrio, ou soluções cons¬ 
tantes. dessa equação diferencial. 

(b) Denote por y r uma solução de equilíbrio e seja Y = y — y e . 
Logo Fé o desvio de uma solução y de uma solução de equilí¬ 
brio. Encontre a equação diferencial satisfeita por Y. 

28. Considere a equação ay' 4- by' + cy = 0, onde a, b e c são 
constantes com a > 0. Encontre condições sobre a, be c para 
que as raízes da equação característica sejam: 

(a) reais, diferentes e negativas; 

(b) reais com sinais opostos; 

(c) reais, diferentes e positivas. 


3.2 Soluções Fundamentais de 

Equações Lineares Homogêneas 

Na seção precedente, mostramos como resolver algumas equa¬ 
ções diferenciais da forma 

ay" + by' + cy = 0, 

onde a.btc são constantes. A partir desses resultados, vamos 
obter uma visão mais clara da estrutura das soluções de todas as 
equações lineares homogêneas de segunda ordem. Essa compre¬ 
ensão irá nos auxiliar, por sua vez, a resolver outros problemas 
que encontraremos mais tarde. 

Ao desenvolver a teoria das equações diferenciais lineares, é 
conveniente usar a notação de operador diferencial. Sejam p e q 
funções contínuas em um intervalo aberto /, isto é, para a< t < 
p. Os casos a = — * e/ou P = +* estão incluídos. Então, para 
qualquer função duas vezes diferenciável em /, definimos o 
operador diferencial L pela fórmula 

= + + ( 1 ) 

Note que L[$] é uma função em /. O valor de L[ô\ em um ponto t é 

L[<t>)(t) = 4>"{t) + p(t)<t>\t) + 

Por exemplo, se p(t) = f 2 , q(t) = 1 4- 1 e <£(/) = sen 3f. então 

£[0](O = (sen3f)" + f 2 (sen3f)' + (1 + í)sen3f 
= —9 sen3f + 3r 2 cos3f + (1 + f)sen3r. 

O operador L é, muitas vezes, escrito na forma L = D 2 4- pD 4- 
c /, onde D é o operador derivada. 

Vamos estudar, nesta seção, a equação linear homogênea de 
segunda ordem L[<Z>](r) = 0. Como é costume usar o símbolo y 
para denotar <£(f). escreveremos, normalmente, essa equação na 
forma 

L[y] = y” + p(t)y'+ q(t)y = 0- (2) 

Associamos à Eq. (2) um conjunto de condições iniciais, 

y(ío) = ^o- /('o) = yó’ (3) 

onde f 0 é qualquer ponto no intervalo /, e y 0 e yó são números 
reais dados. Gostaríamos de saber se o problema de valor inicial 
(2). (3) sempre tem solução e se pode ter mais de uma solução. 
Gostaríamos, também, de saber se é possível dizer alguma coisa 
sobre a forma e a estrutura das soluções que possa ajudar a re¬ 
solver problemas específicos. As respostas a essas questões es¬ 
tão contidas nos teoremas desta seção. 
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O resultado teórico fundamental para problemas de valor ini- 
csàl para equações lineares de segunda ordem está enunciado no 
Teorema 3.2.1, que é análogo ao Teorema 2.4.1 para equações 
jí primeira ordem. Como o resultado é igual para equações não- 
somogêneas. o teorema está enunciado nessa forma mais geral. 

Teorema 3.2.1 

Considere o problema de valor inicial 

y* + p(t)y' + q(t)y = g(t), 

y(' 0 ) = >o* /('<>) = Vo* O) 

ocde ps q e g são contínuas em um intervalo aberto /. Então, 
r\i>te exatamente uma solução y = <£(/) desse problema, e a 
solução existe em todo o intervalo /. 

Enfatizamos que o teorema diz três coisas: 

L O problema de valor inicial tem uma solução: em outras pa¬ 
lavras, existe uma solução. 

i O problema de valor inicial tem apenas uma solução: isto é. 
i >oluçâo é única. 

A A solução (f> está definida em todo o intenalo /. onde os coefici- 
r:tes são contínuos c onde é. pelo menos, duas vezes diferenciável. 


Exemplo 1 

Bicontre o maior intenalo no qual a solução do problema de 
^ior inicial 

ft - 30/ + ty’ - (t + 3 )y = 0, .v(l) = 2, /(1) = 1 

acrumente existe. 


Exemplo 2 

Booctre a única solução do problema de valor inicial 
y ' - P(t)y' + q{t)y = 0 , y(t 0 ) = 0 , /(í 0 ) = 0 , 

mee ptq são contínuas em um intervalo aberto / contendo t 0 . 

1 Vimos supor, agora, que y, e y 2 são duas soluções da Eq. (2): 
mr. outras palavras. 

£b,] = y'{ +py'\ + qyi =°. (?) 

m jBük^gamente para y 2 . Então, como nos exemplos na Seção 
L podemos gerar mais soluções formando as combinações 
■tarares de y x e y 2 . Enunciamos esse resultado como um teo- 


Para alguns problemas, algumas dessas afirmações são fáceis 
de provar. Por exemplo, vimos na Seção 3.1 que o problema de 
valor inicial 

/ - y = 0, y(0)=2, /(0) = -1 (5) 

tem a solução 

y=\e' + \e~'. (6) 

O fato de encontrarmos uma solução certamente estabelece que 
existe uma solução para esse problema de valor inicial. Além 
disso, a solução (6) é duas vezes diferenciável. na verdade 
diferenciável um número qualquer de vezes, em todo o interva¬ 
lo (—3c), onde os coeficientes na equação diferencial são con¬ 
tínuos. Por outro lado. não é óbvio, e é mais difícil provar, que o 
problema de valor inicial (5) não tem outras soluções além da dada 
pela Eq. (6). Não obstante, o Teorema 3.2.1 afirma que essa solu¬ 
ção é. de fato. a única solução do problema de valor inicial (5). 

No entanto, para a maior parte dos problemas da forma (4), não 
é possível escrever uma expressão útil para a solução. Essa é uma 
grande diferença entre equações lineares de primeira e de segunda 
ordens. Portanto, todas as partes do teorema têm que ser demons¬ 
tradas por métodos gerais, que não envolvem a obtenção desse tipo 
de expressão. A demonstração do Teorema 3.2.1 é razoavelmente 
difícil e não será discutida aqui. 2 Aceitaremos, entretanto, o Teore¬ 
ma 3.2.1 como verdadeiro e o utilizaremos sempre que necessário. 


Se a equação diferencial dada for colocada na forma (4), então 
p(t) = 1 l(t - 3). q(t) = —(r 4- 3 )lt(t - 3) e g(t) = 0. Os únicos 
pontos de descontinuidade dos coeficientes sãor = 0er = 3. Logo. 
o maior inten alo. contendo o ponto inicial t— 1. no qual todos os 
coeficientes são contínuos é 0 < t < 3. Portanto, esse é o maior 
inten alo no qual o Teorema 3.2.1 garante que a solução existe. 


A função v = = 0 para todo / certamente satisfaz a equa¬ 

ção diferencial e as condições iniciais. Pela parte referente à uni¬ 
cidade no Teorema 3.2.1, essa é a única solução do problema 
dado. 


Teorema 3.2.2 

(Princípio da Superposição) Se y x e y 2 são soluções da equa¬ 
ção diferencial (2). 

L[y] = y" + p{t)y' + q(t)y = 0. 

então a combinação linear c x y i + C 2 > 2 também é solução, 
quaisquer que sejam os valores das constantes c j e c 2 . 


do Teorema 3.2.1 pode ser encontrada, por exemplo, no Cap. 6. Seção 8. do livro de autoria de Coddington. listado nas referências ao final deste capítulo. 
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Quando c\ ou c 2 é iguaj a zero. temos uni caso particular do 
Teorema 3.2.2. Podemos concluir, então, que qualquer múltiplo 
de uma solução da Eq. (2) também é solução. 

Para provar o Teorema 3,2.2* precisamos apenas substituir v 
na Eq. (2 ) pela expressão 

y = Cjy^t) + c 2 y 2 {t). (8) 

O resultado é 

LIc,}’! 4- c 2 y 2 ] = [c,^ + c 2 y 2 f + p[c, + c 2 y 2 ]' 

+ ?[c,y, + c t y^ 

= c x yy + c 2 y 2 +c 1 py\ +c 2 py 2 +e i qy l 

+ c 2 qy 2 

= cilyi+pyx+qy^+ciWí+pyi +qy 2 3 

= C\L\y l ]+c 2 L[y 1 J. 

Como L\y\] = 0 e L\y 2 ] = 0, segue que L[qy] + 1 = 0- Por- 

tanto, independentemente dos valores de q e C 2 , y dado pela Eq. 
(8) satisfaz a equação diferencial (2), e a demonstração do Teo¬ 
rema 3.2.2 está completa. 

O Teorema 3.2.2 diz que, começando com apenas duas solu¬ 
ções da Eq. (2), podemos construir uma família duplamente in¬ 
finita de soluções definida pela Eq. (8). A próxima pergunta 6 se 
todas as soluções da Eq, (2) estão incluídas na Eq. (8) ou se po¬ 
dem existir soluções com formas diferentes. Começamos a estu¬ 
dar essa questão examinando se as constantes q e c 2 na Eq. (8) 
podem ser escolhidas de modo que a solução satisfaça as condi¬ 
ções iniciais (3). Essas condições iniciais obrigam q e c 2 a satis¬ 
fazerem as equações 


y 0 y 2 ( [ o) 

.vó >2 (Íq) 

W y 2 t r o> 

y'A o) yAo) 

y iC r o> xo 

yí(* 0 ) yó 

y] (tg) y 2 (^ 

/.('<,) y&o) 


(íi) 


Com esses valores para q e c 2 , a expressão (8) satisfaz as condi¬ 
ções iniciais (3), assim como a equação diferencial (2). 

Para que as fórmulas para r t e^ nas Eqs. < 10) ou (11} façam 
sentido, é preciso que os denominadores sejam diferentes de zero. 
Ambas as expressões para q e c 2 têm o mesmo denominador, a 
saber, o determinante 


= y](*o)>4«b) - U2) 

O determinante W é chamado determinante wronskiano, 3 ou. 
simplesmente* wronskiano. das soluções Vj e v 2 . Usamos, algu¬ 
mas vezes* a notação completa W(y^ y 2 )(r 0 ) para a expressão mais 
à direita na Eq. {12) enfatizando, desse modo. o fato de que o 
wronskiano depende das funções Vj e y 2 , e que é calculado no ponto 
r 0 . O argumento precedente estabelece o seguinte resultado. 


W = 


?1 ( f 0> >’l(V 

JÍ (*n) j4<0 


Teorema 3.2.3 


+ = Xo- 

c i3^ 0o>+ c 2j40o> = yó- 

Resolvendo as Eqs. (9) para q e c 2 > encontramos 

c = ypÁ%) ~ yó?2< f à 

-^íty + .vó^i^o) 

2 yií^ySí^-yíOb^ttò) ’ 

ou, em termos de determinantes, 


Suponha que v t e y 2 são duas soluções da Eq. (2), 

l[y] = y" 4- p(t)y' + q{t)y - 0, 

e que o wronskiano 

W = y l y 2 ~y[y 2 

não se anula no pojito íq s onde são dadas as condições iniciais (3) 

y(* o) = >0* /(*ò) = yó ■ 

Então, existe uma escolha das constantes q e q para as quais 
y = qyóO + ciVifO satisfaz a equação diferencial C2) e as 
condições iniciais (3). 


Exemplo 3 


No Exemplo 1 da Seção 3.1, vimos que y r ](t) — e ^ e = 
e 3t são soluções da equação diferencial 

/' + 5/+6y-0. 

Encontre o wronskiano de y } e y 2 . 

O wronskiano dessas duas funções é 



e 


—2t 


-2e~ l! 



Como W é diferente de zero para todos os valores de r, as 
funções Y] e y 2 podem ser usadas para se construir soluçõe^ 
da equação diferencial dada junto com quaisquer condiçoe- 
iniciais prescritas para qualquer valor de t. Um desses pro¬ 
blemas de valor inicial foi resolvido no Exemplo 2 da Se- 
ção 3.1. 


’Os determinantes wronskianos recebem esse nome dievido a JÓsef Maria Hoêné-Wronski (1776-1853), que nasceu na Polônia, mas viveu a maior parte da sua vida na França. Wronskl er* 
um homem talentoso, mas complicado, e sua vida foi marcada por disputas acaloradas freqüentes com outros indivíduos e instituições. 
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O próximo teorema justifica a expressão “solução geral" im 
x r^zida na Seção 3 A para a combinação linear CjVi + c 2 v 2 . 

Teorema 3.2.4 

Se V; e y 2 são duas soluções da equação diferencial (2), 

L[y]=f+p(t)y f + q{Oy = 0, 

è se existe um ponto / 0 onde o wronskiano de Vj e y 2 é dife- 
tt me de zero. então a família de soluções 

y = c l y l (t) + C 2 y 2 (t) 

cem coeficientes arbitrários c t e c-> inclui todas as soluções 

<fc Eq. (2). 

Seja <$> unia solução qualquer da Eq. (2), Para provar o Teore- 
m - 3.2.4, precisamos mostrar que ó está incluída no conjunto 
í combinações lineares C]V[ + c 2 y 2 \ isto é, para alguma esco- 
Iti ias constantes e c 2 > a combinação linear é igual a <£, Seja 
i, am ponto onde o wronskiano de vj e y 2 é diferente de zero. 
Cácule c/> e nesse ponto e chame esses valores de y 0 e y ü , res- 
pectivamente; assim. 

>’o = 0(í O )> >0 = 

- czuin considere ü problema de valor inicial 

f+ p{t)y'+ q(t)y = 0, y(; 0 ) = y 0 , y'(r 0 ) = y' 0 - (13) 

função 4>ê, certamente, solução desse problema de valor ini- 

_Por outro lado, como W{y h yjíUo) é diferente de zero, é 

pcssível (pelo Teorema 3.2.3 ) escolher cj e c 2 tais que y — 


+ r 2 v 2 (0 também é solução do problema de valor ini¬ 
cial f 13). De fato, os valores apropriados de c y e c 2 são dados 
pelas Eqs. (10) ou (li). A parte relativa à unicidade no Teore¬ 
ma 3.2. 1 garante que essas duas soluções do mesmo problema 
de valor inicial são iguais: assim, para uma escolha apropria¬ 
da de C| e c 2 + 

<P( t) = c^jíO + c 2 >’ 2 (r), 

e, portanto, é está incluída na família de funções cy } + cyvi. 
Final mente, como 4> é uma solução arbitrária da Eq. (2), segue 
que toda solução dessa equação está incluída nessa família. Isso 
completa a demonstração do Teorema 3.2.4. 

O Teorema 3.2.4 diz que, enquanto o wronskiano de y 3 e y 2 
não for identicamente nulo, a combinação linear c jy 3 + r 2 y : con¬ 
tém todas as soluções da Eq. (2). E. portanto, natural (e já o fize¬ 
mos na seção precedente) chamar a expressão 

3 í = c J y 1 (í) +c 2 y 2 (t) 

com coeficientes constantes arbitrários de solução geral da Eq, 
(2). As soluções y 3 ev 2 , com wronskiano não-nulo, formam um 
conjunto fundamental de soluções da Eq. (2). 

Podemos escrever o resultado do Teorema 3.2.4 em lingua¬ 
gem ligeiramente di ferente: para encontrar a solução geral e, por¬ 
tanto, todas as soluções, de uma equação da forma (2), precisa¬ 
mos, apenas, achar duas soluções da equação dada com 
wronskiano diferente de zero. Fizemos precisamente isso em 
diversos exemplos na Seção 3.1. embora não tenhamos calcula¬ 
do aí os wronskianos. Você deveria voltar e fazer isso, verifican¬ 
do. assim, que todas as soluções que chamamos de “solução 
geral" na Seção 3.1 satisfazem, de fato, a condição necessária 
sobre 0 wronskiano. De outro modo, os exemplos a seguir in¬ 
cluem todos os mencionados na Seção 3.1. assim como muitos 
outros problemas semelhantes. 


Exemplo 4 

fcjonhaqueyriO - e fV ey 2 {f) = e ™ são duas soluções de uma 
st nação da forma (2). Mostre que elas formam um conjunto fun- 
tamental de soluções se r y # r 2 . 

Vamos calcular o wronskiano de e y 2 : 


W = 


& 

r 2 € r 2 f 


= (r 2 - r^expit/, + r 2 )/]. 


Exemplo 5 

\4ostre que vj(f) = l li - ey,(f) = r _1 formam um conjunto funda- 
£ mal de soluções da equação 

2f V + 3íy'- y = 0, r > 0. (14) 

\ amos mostrar, na Seção 5.3, como resolver a Eq. (14): veja, 
- “ném, o Problema 38 na Seção 3,4. No entanto, neste estágio, 
verificar por substituição direta que y s e y 2 são solu¬ 
ça diferencial. Como yj (t) = (1/2}r“ ' l/z e yí (!) — 


J i 


/ 2)_ f '/2 = ( _l + 2_ i ) r '/2 = o. 


Como a função exponencial nunca se anula e como estamos su¬ 
pondo que r 2 ~ r\ # 0, segue que W é diferente de zero para todo 
valor de t. Logo. y { e v 2 formam um conjunto fundamental de 
soluções. 


Analogamente, y 2 (r) = — t 2 e y? (!) = 2/ 3 , logo 

2í 2 (2r 3 )+3r(-r 2 )-r 1 = (4-3- l)r' = 0, 

A seguir, vamos calcular o wronskiano de v, e y,: 


W = 


f 1/2 
1 .- 1/2 
2 


-t 


r l 

-2 


'j 1 


(15) 


Como W 4= 0 para / > ü. concluímos que e y 2 formam um 
conjunto fundamental de soluções. 
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Fomos capazes de encontrar, em diversos casos, um conjunto 
fundamental de soluções e. portanto, a solução geral de uma equa¬ 
ção diferencial dada. No entanto, isso é, muitas vezes, uma tarefa 
difícil e uma pergunta natural é se uma equação diferencial da for¬ 
ma (2) sempre tem um conjunto fundamental de soluções. O teore¬ 
ma a seguir nos da uma resposta afirmativa a essa pergunta. 

Teorema 3.2.5 

Considere a equação diferencial (2), 

L\y\ = f + p{t)y' + q(t)y = 0 , 

cujos coeficientes p e q são contínuos em algum intervalo 

aberto A Escolha algum ponto em /, Seja V] a solução da 

Eq. (2) que satisfaz, também, as condições iniciais 

,y(í 0 ) = r y'(r 0 ) = o, 

e seja y 2 a solução da Eq. (2) que satisfaz as condições iniciais 

y«ò> = °- y'(t 0 ) = i- 

Então yj e y 2 formam um conjunto fundamenta] de soluções. 


Observe, em primeiro lugar, que a existência das funções e 
y 2 é garantida pelo Teorema 3.2.1. Para mostrar que elas formam 
um conjunto fundamental de soluções, precisamos, apenas, cal¬ 
cular seu wronskiano em r Q : 


■W 

y 2 (' 0 ) 


; i o 


yív o> 


0 1 


Como seu wronskiano não é nulo cm % as funções v t e y 2 for¬ 
mam, de fato, um conjunto fundamental de soluções, completan¬ 
do, assim, a demonstração do Teorema 3,2,5, 

Note que a parte que podería ser mais difícil dessa demons¬ 
tração, mostrar a existência de um par de soluções, é obtida in¬ 
vocando-se o Teorema 3,2, L Note, também, que o Teorema 3.2,5 
não fala nada sobre como resolver os problemas de valor inicial 
especificados, de modo a encontrar as soluções v 3 e y 2 indicadas 
no teorema, Não obstante, pode ser confortador saber que sem¬ 
pre existe um conjunto fundamental de soluções. 


Exemplo 6 

Encontre o conjunto fundamental de soluções especificado peio 
Teorema 3,2.5 para a equação diferencial 

y" — y = 0, (16) 

usando o ponto inicial ío = 0. 

Vimos, na Seção 3,1, que duas soluções da Eq. (16) são y^/) 
= é e y 2 (f) = O wronskiano dessas soluções é y lt y 2 )(/) 
= —2 =£ 0, logo elas formam um conjunto fundamental de solu¬ 
ções. Não são. no entanto, o conjunto fundamental de soluções 
indicado no Teorema 3,2.5,jã que não satisfazem as condições 
iniciais mencionadas nesse teorema no ponto t = 0, 

Para encontrar o conjunto fundamental de soluções especifi¬ 
cado no teorema, precisamos achar as soluções que satisfazem 
as condições iniciais apropriadas. Vamos denotar por v 3 (r) a so¬ 
lução da Eq. (16) que satisfaz as condições iniciais 

y(0) = i, /< 0) = o. (17) 

A solução geral da Eq, (16) é 

y — €}€* + (18) 

e as condições iniciais (17) são satisfeitas se = l/2ec 2 “ 1/2. 
Assim, 

y 3 (f) = je 1 -j- \e~ f = coshf. 


Analogamente, se y 4 (f) satisfaz as condições iniciais 

3 * 0 ) = 0 , /( 0 )= 1 , ( 19 ) 

então 

y 4 (í) = ^ e f — = senh t , 

Como o wronskiano de y 3 e v 4 é 

W(y 3 ,y 4 )(r) = cosh 2 1 - senh 2 1 = L 

essas funções também formam um conjunto fundamental de so¬ 
luções, como enunciado no Teorema 3.2,5. Portanto, a solução 
geral da Eq, (16) pode ser escrita como 

y = cosh f + & 2 senh ri (20) 

assim como na forma (18), Usamos k 3 e k 2 para as constantes 
arbitrárias na Eq, (20) porque não são as mesmas constantes 
C] e c 2 da Eq. (18), Um dos objetivos deste exemplo é tomar 
claro que uma equação diferencial dada tem mais de um con¬ 
junto fundamental de soluções; de fato. tem uma infinidade 
deles. Como regra, você deve escolher o conjunto mais con¬ 
veniente. 


Podemos resumir a discussão desta seção da seguinte manei¬ 
ra: para encontrar a solução geral da equação diferencial 

/' + p{t)y f 4- q{t)y =0, or < r < /?, 

precisamos, primeiro, encontrar duas soluções e y 2 que sa¬ 
tisfazem a equação diferencial em a< t < Depois, precisa¬ 


mos nos certificar de que existe um ponto no intervalo onde o 
wronskiano de y È e y 2 não se anula. Nessas circunstâncias, y\ e 
y 2 formam um conjunto fundamental de soluções e a solução 
geral é 

>' = + c 2 y 2 (t). 
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ofiJe Ci e c 2 são constantes arbitrárias. Se as condições iniciais 
I dadas em um ponto em a < t < p onde W i= 0, então c j e c 2 
:»xiem ser escolhidos de modo que as condições iniciais sejam 
«^insfeitas. 

Problemas 

Nos problemas de 1 a 6, encontre o wronskiano do par de funções 
dado, 

I. e 2t , e~ 3l/1 2, cos/, sen t 

3. e “ 2f , fe _2/ 4. jt. xe* 

5. ^sen/, e'cos/ 6, cos 2 8» l+cos20 

Nos problemas de 7 a 12. determine o maior intervalo no qual o pro¬ 
blema de valor inicial dado certamente tem uma única solução duas 
vezes diferenctável Não tente encontrar a solução, 

7. f/ + 3v=f, y( 1) = 1. /(1) =2 

8. (f — 1 )y f> — 3 ty f + 4 y =senf a y(—2) = 2, y'(-2) — 1 

9. t(t -4)/ 4 3ry'4- 4y = 2, y(3) = 0, y'(3) = -1 

10. y" -b (cosf)y' + 3íln |r|)v — 0, v(2) = 3, y'{2) = 1 

II. (x-3)y“±xy f +(\n\x\)y = Q, y (\) = Q t /(l) = 1 

12. (x - 2)y" + y* + (,v - 2)(tg x)y = 0, y(3) - 1, y'(3) - 2 

] 3. Verifique que Vj (0 = r e y 2 (f) — C 1 são duas soluções da equa¬ 
ção diferencial f-y" — 2y = 0 para / > 0. Depois mostre que 
C|ri 4 c 2 r l também é solução dessa equação quaisquer que 
sejam e c 2 . 

j 4. Verifique que y/r) = i e y 2 (f) — f l/2 são soluções da equação 
diferencial yy" + (y*) 2 — 0 para / > 0. Depois mostre que C\ 4 
c 2 t m não é, em geral, solução dessa equação. Explique porque 
esse resultado não contradiz o Teorema 3.2.2, 

15. Mostre que, se y — <b(r) ê uma solução da equação diferencial 
y" 4 pU)y' + ç(f)y — £íf), onde g(t) não é identicamente nula, 
então y = céit). onde c é qualquer constante diferente de 1. não 
é solução. Explique por que esse resultado não contradiz a ob¬ 
servação após o Teorema 3.2.2. 

16. A função y = sen(/ 2 ) pode ser solução de unia equação da for¬ 
ma y" 4 píóy 1 4 q(t)y — 0, com coeficientes constantes, em 
um intervalo contendo r — 0? Explique sua resposta. 

17. Se o wronskiano de/e g é 3e 4 ', e se/f) = e 2r , encontre g{f). 

18. Se o wronskiano de/e g é /V. e se/í) — t A encontre gii), 

19. Se Wif* g)éo wronskiano de/e g, ese u = 2f— g, v =/4 2g. 
encontre o wronskiano W{u, v) de u e nem função de W(f\ g)> 

20. Se o wronskiano de/e g é I cos t — sen t e se // = /4 3 g* v = 
f - g. encontre o wronskiano de tt e v, 

Nos Problemas 21 e 22, encontre o conjunto fundamental de solu¬ 
ções especificado pelo Teorema 3.2.5 para a equação diferencial e 
os pontos iniciais dados. 

21. /' + /~2y = ü, ; 0 - 0 

22. y tf 4 4v f 4 3y = 0, r 0 = I 

Nos problemas de 23 a 26, verifique que as soluções yq e y 2 são so- 
ações da equação diferencial dada. Elas constituem um conjunto 
fundamentai de soluções? 


23. 

y" + 4y = 0; y, (/) = cos 2r, 

_y, (f) = sen 2r 

24. 

y" - 2/ + y = 0; y, (/) = /, 

y 2 (t) = te’ 

25. 

x 2 y" - x(x + 2)/ + (x + 2)y = 0, 

x > 0; 


y,U) = 

= -T. y 2 ix) = 

26. 

(1 — x cot.r)/' - xy’ + y = 0, 0 

A 

A 

4 


yj(jc) = *, >q (x ) = sen* 


(a) Mostre que y//) = e~ f e y 2 (0 = e 2r formam um conjunto 
fumdamental de soluções. 

<b) Sejam y 3 (Ó = -2e : 2y 4 (ri - y//) 4 2y/;) e y 5 (t) = 2v i (/> 

— 2y 3 (f). y 3 (/j t y 4 (í) e y 5 (r) também são soluções da equação 
diferencial? 

(c) Determine se cada par a seguir forma um conjunto funda¬ 
mental de soluções: [y/f), v 3 (r)]: [v,íf). v 4 (f)]: [v 4 [f). 

y 5 (f)l 

28. Equações Exatas, Á equação P{x)y" + Q(*)y' + R(x}y = 0 é 
dita exata se puder ser escrita na forma [Pfjõy']' + |/y)y]' = 

O. onde fix) pode ser determinada em função de /Yv), £7(.t ) e 
R(x). Essa última equação pode ser integrada uma vez imedia- 
taniente. resultando em uma equação de primeira ordem para y 
que pode ser resolvida como na Seção 2 -1. Igualando os coefi¬ 
cientes das equações precedentes e elí minando/ a), mostre que 
uma condição necessária para que a equação seja exata é que 

P , f (x) — £/(.v) + R(.x) = 0. Pode-se mostrar que essa condição 
também é suficiente. 

Nos problemas de 29 a 32, use o resultado do Problema 28 para de¬ 
terminar se a equação dada é exata. Se for, resolva-a. 

29. y lf + *y -f- y — 0 

30. / + 3*V + Jcy = 0 

31. xy ~ (cos *)y + (senjt)y = 0, x > 0 

32. x 2 y fí + xy* - y — 0, x > 0 

33. A Equação Adjunta. Sc uma equação linear homogênea de 
segunda ordem não é exata, pode ser tomada exata multiplican- 
do-se por um fator integrante apropriado Precisamos, 
então, que p(x) seja tal que ti{x)P{x)y" + /x(.v)Qú}y ; + 
p(x)R{x)y — ü pode ser escrita na foima [/i(*)P(*)y f ] f -f [/í.v)\ ] r 

— 0. Igualando os coeficientes nessas duas equações e elimi¬ 
nando/.vf mostre que a função fi precisa satisfazer 

/V' + (2 P' - Q)p! + (P" - Q‘ + R)n = 0, 

Essa equação é conhecida como a adjunta da equação original 
e é importante na teoria avançada de equações diferenciais. Em 
geral, o problema de resolver a equação diferencial adjunta é 
tão difícil quanto o de resolver a equação original, de modo que 
só é possível encontrar um fator integrante para uma equação 
de s eg und a ord cm ocas io n a l m ente. 

Nos problemas de 34 a 36, use o resultado do Problema 33 para en¬ 
contrar a adjunta da equação diferencial dada. 

34. x 2 y" 4- xy 1 + {x 2 — v 2 )y = 0, equação de B es sei 

35. (1 — x 2 )y ff — 2xy* + a(ct 4- 1 )y = 0, equação dc Legcndrc 

36. y /l — xy = 0, equação de Atry 

37. Para a equação linear de segunda ordem P(x)y lt T Q{*)y' + 
R(x)y - 0. mostre que a adjunta da equação adjunta é a equa¬ 
ção original, 

38. Uma equação linear de segunda ordem P(*}/' + Q(x)y 1 4 R(x)y 
= 0 é dita auto-adjunta se sua adjunta é igual à equação origi¬ 
nal Mostre que uma condição necessária para essa equação ser 
auto-adjunta é que P r (x) - Q(x). Determine se cada uma das 
equações nos problemas dc 34 a 36 é auto-adjunta. 


3.3 Independência Linear e o 
Wronskiano 

Nesta seção vamos relacionar as idéias de uma solução geral e 
um conjunto fundamental de soluções de uma equação diferen¬ 
cial linear ao conceito de independência linear, que é central ao 
estudo de álgebra linear, Essa relação entre equações diferenciais 


2T Considere a equação y" - y' — 2y — 0. 
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e álgebra linear é mais significativa para equações de ordem 
maior e para sistemas de equações, mas a explicaremos aqui 
primeiro em um contexto mais simples. Os resultados apresen¬ 
tados aqui irão reaparecer em formas mais gerais nas Seções 
4,1 e 7,4, 

Vamos lembrar a seguinte propriedade básica de sistemas 
de equações algébricas lineares. Considere o sistema dois por 
dois 


@ 21^1 d - ^ 2 ^ Ot 

e seja A = a\ \aji ~ a ]i a n 0 determinante da matriz dos coefici¬ 
entes. Então X\ — Q, x 2 = ü é a única solução do sistema (1) se, 
e somente se, A =£ 0. Além disso, o sistema (1) tem soluções não- 
nulas se, e somente se, A = ü. 


Duas funções/e g são ditas Hnearmente dependentes em 
um intervalo / se existem duas constantes k\ e k 2 , com umu delas 
diferente de zero, tais que 

ii/(í)+t 2 g(0- 0 (2) 

para todo t em /. Às funções/e g são ditas linearmente inde¬ 
pendentes em um intervalo / se não forem linearmente depen¬ 
dentes nesse intervalo, isto é, a Eq. (2) só é válida para todo / em 
/ se k[ = k 2 = 0. Estenderemos essas definições, na Seção 4,1, 
para um número arbitrário de funções, Embora possa ser difícil 
determinar se um conjunto grande de funções é Hnearmente in¬ 
dependente ou linearmente dependente, é fácil responder essa 
pergunta, em geral, para um conjunto com apenas duas funções: 
ele é linearmente dependente se as funções forem proporcionais 
c Hnearmente independente caso contrário. Os exemplos a seguir 
ilustram essas definições. 


Exemplo 1 

Determine se as funções sen t e cos(r — tt/2) são linearmente £ 5en / cos(f — tt/2) = 0 

independentes ou linearmente dependentes em um intervalo ar¬ 
bitrário. para todo t se escolhermos k { = 1 e ki — — 1. 

As funções dadas são Hnearmente dependentes em qualquer 
intervalo, já que 


Exemplo 2 

Mostre que as funções é e e 2í são Hnearmente independentes em 
qualquer intervalo. 

Para estabelecer esse resultado, vamos supor que 

k x e ! +k 2 e lt = 0 (3) 

para todo / no intervalo; precisamos mostrar, eníao, que = k 2 
— 0. Escolha dois pontos t Q e fj no intervalo, onde f 0 # r E . Colo¬ 
cando esses valores na Eq, (3), obtemos 


k.e’o + k^e 2, o = 0, 

(4) 

k { e r ' -h k 2 e 2t i — 0. 

O determinante da matriz dos coeficientes é 

e^e 2 *' —e 2í ®e t[ — e ÍQ ). 

Como esse determinante é diferente de zero, segue que a única 
solução da Eq. (4) é k\ = k 2 = 0, Logo, e f e e 2í são linearmente 
independentes. 


O teorema a seguir relaciona independência e dependência 
linear ao wronskiano. 


Teorema 3.3.1 

Se/e g são funções diferenciáveis em um intervalo aberto / e 
se Wf, g)(/ 0 ) = 0 em algum ponto t 0 em /, então/e g são líne- 
armente independentes em /. Além disso, se/e g são linear¬ 
mente dependentes em L então W(f, g)(t) = 0 para todo / em /. 


Para provar a primeira parte do Teorema 3.3.1. considere uma 
combinação linear + Lg(/)e suponha que essa expressão 
é igual a zero em todo o intervalo. Calculando a expressão e sua 
derivada em ternos 


fci/(y + k 2 gtt 0 ) - o, 

*i/'(í 0 ) + Xg'(L) =0. 


O determinante da matriz dos coeficientes do sistema (5) é pre¬ 
cisamente Wif, g)(t 0 ). que é diferente de zero por hipótese. Por¬ 
tanto, a única solução das Eqs. (5) é = k 2 = 0. de modo que/ 
e g são lineannente independentes. 

A segunda parte do Teorema 3.3.1 segue imediatamente da 
primeira. De fato, suponha que/e g são linearmente dependen¬ 
tes e suponha que a conclusão é falsa — isto é, W(f\ g ) não é iden¬ 
ticamente nulo em /. Então, existe um pomo r 0 tal que VT(/ g)(/u) 

0; pela primeira parte do Teorema 3.3.1. isso implica que/e g 
são linearmente independentes, uma contradição, o que comple¬ 
ta a demonstração. 

Podemos aplicar esse resultado às duas funções fit) = e*e g(t) 
= e 2r discutidas no Exemplo 2. Para qualquer ponto r 0 , temos 


w{f,g)(t Q )= i, 


a 2, 0 

2e 2, 0 


= eX Jk 0 . 


( 6 ) 


portanto, as funções é e e l1 são linearmente independentes em 
qualquer intervalo/. 
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Você deve tomar cuidado para não ler mais do que o Teore¬ 
ma 3.3-1 diz. Em particular, duas funções/e g podem ser linear¬ 
mente independentes mesmo quando W(j\ g)(f) = 0 para todo r 
em !. Isso está ilustrado no Problema 28. 

Vamos agora examinar outras propriedades do wronskiano de 
duas soluções de uma equação diferencial linear homogênea de 
segunda ordem. O teorema a seguir talvez de maneira surpreen¬ 
dente, fornece uma fórmula explícita simples para o wronskiano 
de duas soluções quaisquer de tais equações, mesmo que as so¬ 
luções não sejam conhecidas. 


Multiplicando a primeira equação por - v% multiplicando a se¬ 
gunda por yj e somando as equações resultantes, obtemos 

0^1 >2 -3'!V 2 ) + pOXy^'2 -yiy 2 ) =0 ' íl(J) 

A seguir, seja W(t) = W(y { » y^Kr) e note que 

W' = y iy "-y';y 2 . ( 11 ) 

Então, podemos escrever a Eq. (10) na forma 


Teorema 3.3.2 


tV' + p(r)W=0. (12) 


ITeorema de Abel ) 4 Se Vj e _y 2 são duas soluções da equação 
diferencial 

£[y] = y“ + p(f)y' +q(t)y = 0, (7) 


A Eq. (12) pode ser resolvida imediatamente, já que é tanto uma 
equação linear de primeira ordem ( Seção 2.1) quanto uma equa¬ 
ção separável (Seção 2.2), Logo» 


onde p e q são funções contínuas em um intervalo aberto /, 
então o wronskiano M.vj, y^Kí) é dado por 

( 8 ) 

onde c é uma constante determinada que depende de y x e yi, 
mas não de u Além disso, W(v 1? > T i)(f) ou é zero para todo / 
em / (se c = 0) ou nunca se anula em / (se c # 0). 


W(y,,y 2 )(r) = cex P 


[-/ 


p{t) dí 


Para provar o teorema de Abel começamos observando que 
! e y 2 satisfazem 

y” + p(t)y\ +q(t)y x = 0. 

y *2 + p(t)y 2 + q(t)y 2 — 0. 


W(r) — cexp 


J P(t)di 


(13) 


onde c é uma constante. O valor de c depende do par de soluções 
da Eq. (7) envolvido. No entanto, como a função exponencial 
nunca se anula, W(t) não é zero, a menos que c = 0 e, nesse caso, 
Mn é zero para todo n o que completa a demonstração do Teo¬ 
rema 3.3.2. 

Note que o wronskiano de dois conjuntos fundamentais de 
soluções da mesma equação diferencial pode diferir apenas por 
uma constante multiplicativa e que o wronskiano de qualquer 
conjunto fundamental de soluções pode ser determinado, a me¬ 
nos de uma constante multiplicativa, sem resolver a equação 
diferencial. 


Exemplo 3 

No Exemplo 5 da Seção 3.2. verificamos que _V|(r) = r 1 ' 2 ev 2 (r) 
= í -1 são soluções da equação 

2ry" + 3ty' —y = 0, t > 0. (14) 

Verifique que o wronskiano de y, ey 2 é dado pela Eq. (13). 

Do exemplo mencionado, sabemos que — —(3/ 

2 Para usar a Eq. (13). precisamos escrever a equação di¬ 
ferencial 04) na forma padrão, com o coeficiente de v" igual a 
Obtemos, então. 

,, , 3 , 1 _ 

y + —y - i v = 0, 

2 f 2 f 


de modo que p(t) = 3/2 1. Portanto. 

= cexp^-^lnri 

(13) 

Á Eq, (15) nos dã o wronskiano de qualquer par de soluções da 
Eq, (14). Para as soluções particulares dadas neste exemplo, pre¬ 
cisamos escolher c — —3/2. 


W(y., y 2 )(/) = c exp 


-/I 


dt 


tD resultado no Teorema 3.3.2 foi obtido pelo matemático noraegüés Niei.s Henrik Abel i E £02-1829) em IS27 e é conhecido como fórmula de Abel. Abel mostrou, também, que nau existe 
■ muda geral para resolver uma equação polinomial de quinto grau em termos de operações algébricas explícitas sobre os coeficientes, resolvendo, assim, uma pergunta cm aberto desde 
século XVI, Suas maiores contribuições, no entanto, foram em análise, particulnnneme no estudo de funções elípticas. Infelizmente. seu trabalho permaneceu pouco conhecido até após 
-ua morte, O importante matemático francês Legendre disse que sua contribuição era “um monumento mais duradouro do que bronze". 
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Uma versão mais forte do Teorema 3.3 A pode ser estabeleci¬ 
da se as duas funções envolvidas forem soluções de uma equa¬ 
ção diferencial linear homogênea de segunda ordem. 

Teorema 3.3.3 

Seja V] e y 2 soluções da Eq. (7), 

L[y] = y" + p(ftf+q{t)y-Q. 

onde /?eí/ sào continuas em um intervalo aberto /. Então y } e y 2 
são lineannente dependentes em / se, e somente se. W(y j. y^Xf) é 
zero para todo r em I. De outro modo, Vi e_v 2 sào linearmente inde¬ 
pendentes em í se* e somente se, W(y ], y 2 Xf) nunca se anula em /. 

É claro que jã sabemos, pelo Teorema 3.3.2. que lV(y h V 2 XO 
ou é identicamente nulo ou nunca se anula em /, Ao provar 0 
Teorema 333, observe, em primeiro lugar, que, se yq e y 2 são 
linearmente dependentes, então lV(\q, ysXri é zero para todo / em 
/ pelo Teorema 3.3.1, Falta provar a recíproca, isto é. se VT(y h 
y 2 X0 é zero para todo / em /. então Vj e y 2 são linearmente inde¬ 
pendentes. Seja f 0 qualquer ponto em/: então, por hipótese. W(y h 
Vz)( ? o) = 0. Em conseqüência. o sistema de equações 

c^i(í 0 ) +c 2 y 2 (í 0 ) = 0, 

, , „ (16) 

CittOb) +^>2^0) =° 

para e c 2 tem uma solução não-trivial. Usando esses valores para 
c j e seja <frr) = cqyXÓ + cyVzW* Então 4*6 uma solução daEq. 
(7) e* pelas Eqs. (16). ó também satisfaz as condições iniciais 

*(/<>) = 0, 0 y (r o ) = 0. (17) 

Portanto, pela parte referente à unicidade no Teorema 3.2,1, ou 
pelo Exemplo 2 da Seção 3.2. <£(f) = 0 para todo t em /, Como 
— C l>1 (Õ + cyyyit). com urna das constantes cq e c 2 não-nula, 
isso significa que e v 2 são lineannente dependentes. A outra 
afirmação do teorema segue imediatamente. 

Podemos resumir, agora, os fatos sobre conjuntos fundamen¬ 
tais de soluções, wronskianos e independência linear da seguin¬ 
te maneira. Sejam vj e y 2 soluções da Eq, (7). 

/' -f p(Oy' + q(t)y = o, 

onde p e q são contínuas em um interv alo aberto /. Então, as qua¬ 
tro afirmações a seguir são equivalentes, no sentido que cada uma 
delas implica as outras três: 

1* As funções e y 2 formam um conjunto fundamental de so¬ 
luções em /. 

2, As funções yq e y 2 são linearmente independentes, 

3, y 2 }{/ 0 ) ^ 0 para àlgum t q em /. 

4, W(y h y 2 )U) ^ 0 para todo / em /, 

É interessante observar a semelhança entre equações diferen¬ 
ciais lineares homogêneas de segunda ordem e álgebra vetorial 
bidimensional. Dois vetores a e b são ditos linearmente dependen¬ 
tes se existem escalares k\ e k 2 , um deles não-nulo, tais que 
k 2 b — 0: caso contrário, eles são ditos linearmente independentes. 
Sejam i e j os vetores unitários com direções e sentidos dos eixos 
positivos de x e y. respectivamente, Como kA + kA — 0 apenas 


quando = k 2 = 0, os vetores i e j são linearmente independen¬ 
tes. Além disso, sabemos que qualquer vetor a, com componentes 
o j e a 2 . pode ser escrito como a — ü \i + z/J. isto é. como combi¬ 
nação linear dos dois v etores linearmente independentes iej. Não 
é difícil mostrar que qualquer vetor de dimensão dois pode ser 
expresso como combinação linear de dois vetores quaisquer de 
dimensão dois linearmente independentes (veja o Problema 14). 
Esse par de vetores linearmente independentes forma uma base 
para o espaço vetorial dos vetores de dimensão dois. 

A expressão espaço vetorial também é aplicada a outras co¬ 
leções de objetos matemáticos que obedecem às mesmas leis de 
soma e multiplicação por escalar que os vetores geométricos. Por 
exemplo, pode-se mostrar que o conjunto de funções duas vezes 
diferenciável em um intervalo / forma um espaço vetorial. Ana¬ 
logamente, o conjunto de funções V satisfazendo a Eq. (7) tam¬ 
bém forma um espaço vetorial. 

Como todos os elementos de V podem ser expressos como uma 
combinação linear de dois elementos linearmente independen¬ 
tes vj e V 2 , dizemos que esse par forma uma base para V. Isso 
nos leva à conclusão de que V tem dimensão dois: portanto, é 
análogo, em muitos aspectos, ao espaço de vetores geométricos 
em um plano. Veremos, mais tarde, que o conjunto de soluções 
de uma equação diferencial linear homogênea de ordem n forma 
um espaço vetorial de dimensãu n e que qualquer conjunto de t: 
soluções linearmente independentes da equação diferencial for¬ 
ma uma base para o espaço. Essa conexão entre equações dife¬ 
renciais e vetores constitui uma boa razão para se estudar álge¬ 
bra linear abstrata. 

Problemas 

Nos problemas de 1 a 8, determine se o par de funções dadas é line¬ 
annente independente ou linearmente dependente. 

1. f(t) = r 2 + 5í, g(t) = r 1 — 5f 

2. f(&) — cós20 - 2 cos 2 &, g(9) = cos 2# + 2sen^$ 

3. f{t) — e Xt cos fjLt t g(t) — e kt $en{Àt, pi # 0 

4. f{x) = e i \ g(x)=e* 1 -" 

5. /(/) =3t — 5, 5(í) = 9f-15 

6. /(O = t, g (f) = r‘ 

T- /(/) = 3í, g(t) = |í| 

8. f(x) = x\ sW = W S 

9, O wronskiano de duas funções é W( t) — t sen 2 r. As funções 
sâo linearmente independentes ou linearmente dependentes? Por 
quê? 

10. O wronskiano de duas funções é W(r) = ri — 4, As funções são 
linearmente independentes ou lineannente dependentes? Por 
quê? 

11. Se as funções y f e y 2 são soluções lineannente independentes 
de y" + p{t)y f + q{t)y - U. prove que c L %q e cjy 2 são, também, 
soluções linearmente independentes, desde que nem tq nem c 2 
sejam nulos. 

12. Se as funções >q e y 2 são soluções linearmente independentes 

de y" + + q(t)y — 0. prove que vj — yq + y 2 e y 4 = yj - 

y 2 também formam um conjunto lineannente independente de 
soluções. Reciproca mente, se yy e y 4 são soluções lineannente 
independentes da equação diferencial, mostre queyq e y 2 tam¬ 
bém o são, 

13. Se y | e y 2 são soluções lineannente i ndependentes de y" + p( t)y f 

q(t)y = 0, determine sob que condições as funções y 3 = a t ) | 
+ £7^2 e . v 4 ~ ^t>’t + ^ 2}'2 formam, também, um conjunto line¬ 
annente independente de soluções. 
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14. (a) Prove que qualquer vetor de dimensão dois pode ser escrito 
como uma combinação linear de í -f j e i - j. 

(b) Prove que, se os vetores x — x\l T xj ey = y{i + vj são 
line anuente independentes, então qualquer vetor z = z\i + rj 
pode ser escrito como uma combinação linear de x e y. Note 
que, se x e y são línearmente independentes, então x x y 2 — jc^i 
# 0. Por quê? 

Nos problemas de 15 a 18. encontre o wronskiano de duas soluções 

da equação diferencial dada sem resolver a equação, 

15. + 2)/+ (í + 2)y = 0 

16. (cosr)/' + (sem)/ — ty = 0 

17. x~y >f -j- xy f + ( x 2 — v 2 ) y — 0* equação de Bessel 

18. (1 — x 2 )y ff — 2x / + ctict + 1 )y = 0, equação de Legendre 

19. Mostre que se p é diferenciavel tp(i)> 0, então o wronskiano 
W(t) de duas soluções de [p(r)/] 1 + q(t)y - 0 é W(r) = cfpith 
onde c é uma constante, 

20. Se y x e y 2 são duas soluções íinearmente independentes de j/ 
+ 2v' + téy = 0 e se W( V ], v 2 )( 1) = 2, encontre o valor de W(y ÍT 

21. Se y t e y 2 são duas soluções linearmente independentes de f 2 y" 
- 2/ + (3 + t)\ = 0 e se W(y h Vi)(2) = 3, encontre o valor de 
W(y h y 2 )(4). 

22. Se o wronskiano de duas soluções quaisquer de /' + /?(r)y' + 
q(t)y — Qê constante, o que isso implica sobre os coeficientes 
peql 

23. Se/ f g th são funções diferenciáveis» mostre que W(fg f jh) - 
f 2 W(g , hl 

Nos problemas de 24 a 26, suponha que p e q são contínuas e que as 

funções _V| e y 2 são soluções da equação diferencial y" + p(l)y ' + 

q{t)y = 0 em um intervalo aberto Ã 


onde a.hec são números reais dados. Vimos, na Seção 3.1, que, 
se procurarmos soluções da forma y = e r \ então r tem que ser 
raiz da equação característica 

ar + br + c = 0. (2) 

Se as raízes r x e r 2 são reais e distintas, o que ocorre sempre que 
o discriminante h 1 - 4 ac for positivo, então a solução geral da 
Eq.(l)é 

y = c l e r \' +c 2 e r i'. (3) 

Suponha, agora, que b 1 — 4 ac é negativo. Então, as raízes da 
Eq. (2) são números complexos conjugados; vamos denotã-los 
por 

r { = X + ipL, r 2 = À (4) 

onde Ae |U são reais. As expressões correspondentes para y 
são 

>i(0- exp[(X + j>)í], y 2 (t) = exp[(k-ifi)t]. (5) 

Nossa primeira tarefa é explorar o significado dessas expressões, 
o que envolve o cálculo de uma função exponencial com expo¬ 
ente complexo, Por exemplo, se À = — 1, /a = 2 e r = 3, então, 
da Eq. (5), 

^j(3) = e -3+6í . (6) 

O que significa elevar o número e a uma potência complexa? A 
resposta é dada por uma relação importante conhecida como 
fórmula dc Eu ler. 


24. Prove que. se y ( e y 2 se anulam no mesmo ponto em /, então 
não podem formar um conjunto fundamental de soluções nes¬ 
se intervalo. 

25. Prove que, se \\ e y 2 atingem máximo ou mínimo em um mes¬ 
mo ponto em /, emão não podem formar um conjunto funda¬ 
mental de soluções nesse intervalo. 

26. Prove que, se y x e _v? têm um ponto de inflexão comum f 0 em /, 
então não podem formar um conjunto fundamental de soluções 
nesse intervalo. 

27. Mostre que t e r são linearmente independentes em -1 < t < 
1; de faEO, sao linear mente independentes em qualquer interva¬ 
lo, Mostre, também, que W(U r) é zero em í = 0. O que você 
pode concluir sobre a possibilidade de t e r 2 serem soluções de 
uma equação diferencial da forma / + p(t)y* + q(t)y = 0? 
Verifique que t e f são soluções da equação f 3 / - 2ty ' + 2y = 
0. Isso contradiz sua conclusão? O comportamento do 
wronskiano de r e ri contradiz o Teorema 3.3.2? 

28. Mostre que as funções fit ) = t 2 \í\ e g(í) = r 3 são linearmente 
dependentes em 0 < / < 1 e em — 1 < / < 0, mas são linear- 
menle independentes em -1 < r < 1. Embora/e g sejam line- 
anuente independentes nesse intervalo, mostre que W{f,\ g) é zero 
para todo r em — 1 <t< L Logo ,/e g não podem ser soluções 
de uma equação do tipo / 4- p(í)y’ + q{t)y = 0 com p e q con¬ 
tínuas em - 1 < i < 1 * 


Fórmula de Eulen Paru atribuir significado às expressões nas 
Eqs, (5), precisamos definir a função exponencial complexa. É 
claro que queremos que a definição se reduza à função exponen¬ 
cial real habitual quando o expoente for real, Existem várias 
maneiras de se obter essa extensão da função exponencial. Va¬ 
mos usar aqui um método baseado em séries infinitas: um méto¬ 
do alternativo é esquematizado no Problema 28. 

Lembre-se do cálculo que a série de Taylor para é em tomo 
de / — 0 é 


e 

Se supusermos que podemos substituir t por ir na Eq. (7), tere¬ 
mos 


oo t n 

■-EÍT- 


-oo < f < oo. 


( 7 ) 


n =0 


= E 


tf»* 

n! 


(-1 

ès W'- 


oo 


+ i ^ 

n= I 


( _ 1)B -l r 2«-! 

(2n - 1)! 


( 8 ) 


3.4 Raízes Complexas da Equação 
Característica 

Vamos continuar nossa discussão da equação 

ay’ + by + cy = 0, (l) 


onde separamos a soma em suas partes real e imaginária, usan¬ 
do o fato de que i 1 — - l t i 3 = — / t í 4 = / e assim por diante, A 
primeira série na Eq, (8) é precisamente a série de Taylor para 
cos t em tomo de í — 0, e a segunda é a série de Taylor para sen 
! em í = 0. Temos, então, 

e lí —cqs!-^- i senf. 


(9) 
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A Eq. (9) é conhecida como fórmula de Euler e é uma relação 
matemática extremamente importante. Embora nossa dedução da 
Eq. (9) esteja baseada na hipótese não verificada de que a série 
(7) pode ser usada para números complexos da mesma forma que 
para números reais da variável independente, nossa intenção é 
usar essa dedução apenas para tornar a Eq. (9) mais plausível. 
Vamos colocar as coisas em uma fundação sólida agora adotan¬ 
do a Eq. (9) como definição de e lt . Em outras palavras, sempre 
que escrevermos e i! , queremos dizer a expressão à direita do si¬ 
nal de igualdade na Eq. (9). 

Existem alguns variantes da fórmula de Euler que vale a pena 
notar. Substituindo t por — t naEq. (9) e lembrando que cos (— 1)= 
cos te sen(-í) = —sen í, temos 

e~ lt — cos; — / sení. (10) 

Além disso, se t for substituído por fit na Eq. (9), então obtemos 
uma versão generalizada da fórmula de Euler. a saber, 

e tfit = cos/xf + ísen/xf. (11) 

A seguir, queremos estendera definição de exponencial complexa 
para expoentes complexos arbitrários da forma (A + Como 
queremos que as propriedades usuais da função exponencial 
continuem válidas para expoentes complexos, queremos, certa- 
mente, que exp[(À + satisfaça 

e a+J »' = e kt e ifít . (12) 

Usando, então, a Eq. (11). obtemos 

€ a+iv)t _ e kt (cosfit + isen/xf) 

= e kí cos Lit -f ie kt sen^xí. (13) 

Tomamos agora a Eq. f 13) como a definição de exp[(À + //x)r]. 
O valor da função exponencial com coeficiente complexo é um 
número complexo cujas partes real e imaginaria são dadas pelas 
expressões à direita do sinal de igualdade na Eq. (13). Note que 
as partes real e imaginária de expLí À + ifx)t] são escritas inteira- 
mente em termos de funções elementares reais. Por exemplo, a 
quantidade na Eq. (6) tem o valor 

e _ 3+6 ; = e -3 cos 6 + íe -3 sen6 ^ 0,0478041 - 0,0139113i. 

Com as definições (9) e (13), é fácil mostrar que as regras 
usuais de exponendação são válidas para a função exponencial 
complexa. Também é fácil verificar que a fórmula de diferenci¬ 
ação 

^-(e n ) =re rt (14) 


Exemplo 1 

Encontre a solução geral de 

y + y + y = 0 . ( 18 ) 

A equação característica é 

r 1 + r + 1 = 0, 


é válida para valores complexos de r. 

Soluções Reais , As funções y^r) e y 2 (t) t dadas pelas Eqs, (5) 
e como o significado expresso pela Êq. (13), são soluções da 
Eq, (1) quando as raízes da equação característica (2) são nú¬ 
meros complexos À ± ifi , Tnfelizmente, as soluções e y 2 
são funções que têm valores complexos, ao passo que. em 
geral, preferiríamos ter soluções reais, se possível, já que a 
própria equação diferencial só tem coeficientes reais. Taís 
soluções podem ser encontradas como conseqüência do Te¬ 
orema 3.2.2, que diz que, se y j e y 2 são soluções da Eq, (1), 
então qualquer combinação linear de yj e y 2 também é solu¬ 
ção. Em particular, vamos formar a soma e a diferença de jq 
e y 2 . Temos 

y,(/) + y 2 (f) = e Ar (cosfir + /sen^f) 

-h e kí (cos fit — i sen/xr) 

= 2e At cos fit 
e 

>j (0 — y 2 (0 = e M (cos iit -f i senfit) — e kl (cos fit — i sen jxf) 
= 2/^ A 'sen/z/. 

Logo, desprezando os fatores constantes 2 e 2/, respectivamen¬ 
te, obtivemos um par de soluções reais, 

u(t) = e At cos fil . v(t) = e 4í sen/x/. (15) 

Note que tt e v são. simplesmente, as partes real e imaginária, 
respectivamente, de y L . 

Por um calculo direto, você pode mostrar que o wronskiano 
de uevé 

W(u. v)(r) - } ie lk \ (16) 

Portanto, desde que \x A 0, o wronskiano W não é nulo, de 
modo que it e v formam um conjunto fundamental de solu¬ 
ções. (E claro que, se /jl = 0, então as raízes são reais e dis¬ 
tintas e a discussão nesta seção não se aplica.) Em conse¬ 
qüência, se as raízes da equação característica são números 
complexos A ± com jx 0, então a solução geral da Eq. 
(l)é 

y = c,e AÍ cos^r + c 2 e kI sen/xf, (17) 

onde Ci e c 2 são constantes arbitrárias. Note que a solução 
(17) pode ser escrita tão logo sejam conhecidos os valores 
de A e /X. 


-1 ± (1 -4) l/z 1 . V3 

r ~ ~2 “ ~2 ± I 1 T ' 

Logo. À = -1/2 e ji. - v'3/Z de modo que a solução geral da 
Eq. (18) é 

y = c 1 e*' /: cos(V3r/2} + c,e“' /2 sen(V3f/2), (19) 


e suas raízes são 
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Exemplo 2 

Encontre a solução geral de 

y fí + 9y = 0. (20) 

À equação característica é r + 9 = 0, com raizes r — ±3i: 
oao À — 0 e ju “ 3. A solução geral é 


Exemplo 3 

Encontre a solução do problema de valor inicial 
16/ - 8/ + I45> h - 0, y( 0) = -2, /(O) = 1. (22) 

A equação característica é I6r — 8r + 145 = 0 e suas raízes 
"ão r = 1/4 ± 3 1 Portanto, a solução geral da equação diferen¬ 
cial é 

y = c | <? f/4 cos3f + c 2 £ r/4 sen3r, (23) 

Para usar a primeira condição inicial, fazemos t — 0 na Eq. (23): 
isso nos dá 


Vamos discutir as propriedades de soluções como essas de 
maneira mais completa na Seção 3.8. de modo que seremos bas- 
mnte breves aqui. Cada uma das soluções ti e v nas Eqs. (15) 
representam uma oscilação, devido aos fatores trigonométricos 
e. também, ou crescem ou decaem exponencial mente, depen¬ 
dendo do sinal de A (a menos que A = 0). No Exemplo 1, te¬ 
mos A = —1/2 < 0, de modo que as soluções são oscilações 
que diminuem. O gráfico de uma solução típica da Eq. (18) está 
ilustrado na Fig. 3AL Por outro lado, À = 1/4 > 0 no Exem¬ 
plo 3, de modo que as soluções da Eq. (22) são oscilações que 
aumentam. O gráfico da solução (24) do problema de valor 
mícial dado esta ilustrado na Fig. 3.4.2,0 caso intermediário é 
ilustrado pelo Exemplo 2 no qual A = 0. Nesse caso, a solução 
nem aumenta nem diminui exponencialmeníe. mas em vez dis- 
>a, oscila todo o tempo: uma solução típica da Eq. (20) apare¬ 
ce na Fig. 3,4.3. 



y = c } cos 3/ + c 2 sen3f; (21) 

note que, se a parte real das raízes é zero. como neste exemplo, 
então a solução não tem fator exponencial. 


y( 0) = c, = -2. 

Para a segunda condição inicial, precisamos derivar a Eq. (23) e 
depois fazer r = 0. Desse modo, encontramos 

/{O) = |c, +3 c 2 = 1, 

donde c 2 = 1/2. Usando os valores encontrados de r, e c 2 na Eq. 
(23), obtemos 

v =í —2e r/4 cos3 1 4- ^e r/4 sen3f (24) 

como solução do problema de valor inicial (22). 




FIG, 3,4.1 Uma solução típica de y" + / + _y = Ü. 


FIG, 3,4.3 Uma solução típica de v" + 9v = 0. 
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Problemas 

Nos problemas de 1 a 6, use a fórmula de Euler para escrever a ex¬ 
pressão dada na forma a + ib. 

L exp(l H- 2 í) 2 . exp(2 - 3 i) 

3. e Í7r 4. e 2 - (jt/2)i 

5. 2 I_Í 6. 7i~ l+2i 


(c) Faça t = 0 na Eq. (i) para mostrar que cj [ = 1 

(d) Supondo que a Eq. í 14) é válida, derive a Eq, (i) e depois 
faça r = 0 para mostrar que Ci = i. Use os valores de c l e c 2 na 
Eq. (i) para chegar à fórmula de Euler. 

29. Usando a fórmula de Euler, mostre que 

cos t = (e” + e -ir )/2, senf = (e' f — e~")/2i. 


Nos problemas de 7 a 16, encontre a solução geral da equação dife¬ 
rencial dada, 


7. y"-2y' + 2y = 0 
9. y" + 2/ - 8y = 0 
11. y" + 6/ + 13v = 0 
13. y" + 2/ + l,25v = 0 
15. y" + y' + 1.25>- =0 


8. y" — 2y' + 6y = 0 
10. y" + 2/ + 2y=0 
12. 4/' + 9 v = 0 
14. 9v" + 9v'-4y=0 

16. y" +4v' + 6,25 v = 0 


Nos problemas de 17 a 22, encontre a solução do problema de valor 
inicial dado. Esboce o gráfico da solução e descreva seu comporta¬ 
mento para valores cada vez maiores de r. 


17. y" + 4y = 0, y(0) = 0, /(O) = 1 

18. y" + 4/+5y = 0, y(0) = 1, y'(0)=0 

19. v" — 2y' -5- 5v = 0, y{nj 2) = 0, /(*/2) = 2 

20. y" + y = 0, y(jr/3) = 2, yW3) =-4 

21. >■" + /+ 1.25y = 0, y(0) = 3, y'(0) = 1 

22. y" + 2y' + 2y = 0, y(n/ 4) = 2, y'Cjr/4) = -2 

23. Considere o problema de valor inicial 


3 u r/ - u 4- 2u = 0, w(0) = 2, u y (0) = 0. 

(a) Encontre a solução w(f) desse problema. 

(b) Encontre o primeiro instante no qual |m(í)| — 10, 

♦ 24. Considere o problema de valor inicial 

5u ff + 2 íí ' 4 - lu ^ 0 , u(0) = 2, u(0) = 1 . 

(a) Encontre a solução u(t) desse problema. 

(b) Encontre o menor T para o qual |m(í)I — 0 J pura todo r > 7, 

& 25, Considere o problema de valor inicial 


30, Se e n é dado pela Eq. (13), mostre que e <n + r2)t = e r]{ e r2f 
quaisquer que sejam os números complexos r } e r-u 

31. Se e rt é dado pela Eq. (13). mostre que 


dt 

para qualquer número complexo r . 

32. Suponha qne as funções reais pc q são contínuas em um inter¬ 
valo aberto / e seja v - 4>(t) = u(t) + iv(t) uma solução com¬ 
plexa de 

y u 4- p(t)y f + q{t)y = 0, (!) 

onde it e v são funções reais. Mostre que u e v são. também, 
soluções da Eq, (i). Sugestão : Substitua y por <f>(t) na Eq, (i) e 
separe em partes real e imaginária, 

33, Se as funções vj e y 2 são soluções línearmente independentes 
de y" + p(f)y' 4- q(t)y = 0. mostre que entre dois zeros conse¬ 
cutivos de Vj existe um, e apenas um. zero de y 2 . Note que esse 
comportamento é ilustrado pelas soluções y t — cos rcy 2 — sen 
t da equação y" + y = 0. 

Sugestão: Suponha que q e são dois zeros de vq entre os quais 
não há zeros e y 2 . Aplique o teorema de Rolle a para che¬ 
gar a uma contradição. 

Mudança de Variáveis. Muitas v ezes, uma equação diferencial com 
coeficientes variáveis, 

/' + p(í)y í + q(t)y = o, (í) 


/ 4- 2/ -h 6y = 0, v(0) = 2, /(O) = a > 0. 

(a) Encontre a solução y{f) desse problema, 

(b) Encontre a tal que y — 0 quando t = 1. 

(c) Encontre o menor valor positivo de r t em função de a, pai a 
o qual y — 0, 

(d) Determine o limite da expressão encontrada no item (c) 
quando a 

26, Considere o problema de valor inicial 


pode ser colocada de uma maneira mais adequada para resolvê-ía 
através de uma mudança das variáveis independente e/ou depen¬ 
dente. Vamos explorar essas idéias nos problemas de 34 a 42, Em 
particular, no Problema 34 determinamos condições sob as quais 
a Eq, (i) pode ser transformada em uma equação diferencial com 
coeficientes constantes, tomando-se. assim, facilmente solúvel. Os 
problemas de 35 a 42 fornecem aplicações específicas desse pro¬ 
cedimento. 


y" + 2 ay' + (a 2 + i)y = 0, y(0) = 1, y'(0) = 0. 

(a) Encontre a solução y(r) desse problema. 

(b) Para a = 1. encontre o menor 7para o qual \y(t)\ < 0,1 para 
t > 7. 

(c) Repita o item (b) para a — 1/4, 1/2 e 2. 

(d) Usando os resultados dos itens (b) e (c), coloque em um gráfico 
os valores de 7 em função de a e descreva a relação entre T e a. 

27. Mostre que W{e Kt cos pr. e M sen pt) — pe 2ÁJ . 

28. Neste problema, esquematizamos um modo diferente de obter 
a fórmula de Euler. 

(a) Mostre quey,(r) - cos r ey 2 (f) = sen / formam um conjun¬ 
to fundamental de soluções de v” + y = 0; isto é, mostre que 
são soluções e que seu wronskiano não se anula, 

(b) Mostre (formalmente) que y = e i! também é solução de v" 
+* y — 0. Portanto, 

e l! = c, cosf 4- c 2 senf (i) 

para constantes cq eq apropriadas. Por que isso é válido? 


34. Neste problema vamos determinar condições sobre p e q que 
permitam que a Eq. (i) seja transformada em uma equação di¬ 
ferencial com coeficientes constantes através de uma mudan¬ 
ça da variável independente. Seja x — u(r) a nova variável in¬ 
dependente. com a relação entre .vera ser especificada mais 
tarde. 

(a) Mostre que 

dy _ dx dy d 2 y _ í dx \ 2 d 2 y d 2 x dy 

dt dt dx ’ dt 1 \dt) dx 2 dt 2 dx 

(b) Mostre que a equação diferencial (i) toma-se 




dx \ 


dy_ 

dx 


+ q(t)y = 0. 


(ü) 


(c.) Para que a Eq. (li) tenha coeficientes constantes, é preciso 
que os coeficientes de d 2 \}dx 2 e de v sejam proporcionais. Se 


Eqwoçdes Lineares de Segunda Ordem 91 


q{t) > 0, então podemos escolher a constante de proporciona^ 
Jidade como sendo 1; logo* 



(d) Com x escolhido como no item (c), mostre que o coefici¬ 
ente de dy/dx na Eq, (ii) também é constante, desde que a ex¬ 
pressão 

<?'(o + -P(0^(0 , iv * 

2fe(í)] S/í ' 

seja constante. Assim, a Eq* (i) pode ser transformada em uma 
equação com coeficientes constantes através de uma mudan¬ 
ça da variável independente* desde que a função ( q* + 2 pq)i 
q m seja constante. Como esse resultado pode ser modificado 
se q{t) < 07 

Nos problemas de 35 a 37* tente transformar a equação dada em uma 
com coeficientes constantes pelo método do Problema 34. Se isso 
íor possível, encontre a solução geral da equação dada, 

35, y n + ty 4- = 0, —oo < t < oc 

36. y rf + 3 ty* + t 1 y — 0 t —oo < t < oc 

37. ty fi + (r - 1 )/ + f 3 v =0, 0 < t < oc 

38, Equações de Euler* Uma equação da forma 

t 2 y" H- aty 1 + fiy = 0. / > 0. 

onde at e p são constantes reais, é chamada uma equação de 
Euler, Mostre que a substituição x - In t transforma uma 
equação de Euler em uma equação com coeficientes cons¬ 
tantes. Equações de Euler são discutidas em detalhe na Se¬ 
ção 5.5. 


Exemplo 1 

Resolva a equação diferencial 

y" + 4 / + 4y = 0. (5) 

A equação característica é 

r 2 -f 4r + 4 = (r 4- 2) 2 = 0, 

ie modo que r { - r 2 ~ ~2, Portanto, uma solução da Eq. (5), é 
ipr) — e~ 2t . Para encontrar a solução geral da Eq. (5)* precisa¬ 
mos de unia segunda solução que não seja múltiplo de yj* Essa 
v-gunda solução pode ser encontrada de diversas maneiras (veja 
os problemas de 20 a 22): usaremos aqui um método descoberto 
ror D’ Alembert 5 no século XVIII. Lembre-se que. como v { (f) é 
uma solução da Eq* í 1), ryi( f ) também o é para qualquer cons¬ 
ente c* A idéia básica é generalizar essa observação substituin- 
Jo-se c por uma função v(t) e depois tentando determinar v(t) de 
^iodo que o produto v(f )>’](/) seja solução da Eq. (1). 

Para seguir esse programa* vamos substituir y = vU)y\(t) na 
Eq, (1) e usar a equação resultante para encontrar vU). Come¬ 
çando com 

y = t ? (0y t (0 = v(t)e~ 2í t (6) 


jean d'Alembert (Í717-17B3), maicmáiico francês* foi contemporâneo de Euler e Daniel 
ftefimulli, e é conhecido, panctpalmente, por seu trabalho em mecânica e equações diferen- 
CSB v O princípio de d' Alembert em mecânicas o paradoxo de d'Alembert em hidrodinâmica 
receberam esse nome em sua homenagem, e a equação da onda apareceu pela primeira vez 
sn -eu artigo sobre cordas vibrantes em 1747. Em seus últimos anos, devotou-se principaJ- 
isentc à filosofia e às suas tarefas como editor de ciência da Enciclopédia de Diderot. 


Nos problemas de 39 a 42, use o resultado do Problema 38 para re¬ 
solver a equação dada para r > 0. 

39, t l y" + ty' + y = 0 40. t 2 y" + Aty' + 2y = 0 

41, ry" + 3f/ + 1,25>- = 0 42. ry" - Aty' - 6y = 0 


3.5 Raízes Repetidas; Redução de 
Ordem 

Em seções anteriores, mostramos como resolver a equação 

ayP + by* + cy — 0 (1) 

quando as raízes da equação característica 

ar 1 + hr + c — 0 (2) 

são reais e distintas ou complexas conjugadas* Vamos conside¬ 
rar agora a terceira possibilidade* a saber* quando as duas raízes 
rj e r 2 são iguais. Esse caso corresponde à transição entre os 
outros dois e ocorre quando o discriminante h 2 — 4ac é zero. 
Então, segue da fórmula para as soluções de uma equação do 
segundo grau que 

r { = r 2 = —b/2a. (3) 

A dificuldade é imediatamenie aparente: ambas as raízes geram 
a mesma solução 

y, (í) = e~ bll7a (4) 

da equação diferencial (lf e não é nada óbvio como encontrar 
uma segunda solução* 


temos 


p 

y' = u'(í)e -2 ' - 2v{t)e~ 2) 

(7) 

V 

y" = v‘\t)e~ 2 ' —4 v'(t)e~ 21 + 4t 

(8) 

Substituindo as expressões nas Eqs* (6), (7) e (8) na Eq. 

(5)e 

juntando os termos, obtemos 


[u"(0 

— 4i'(0 + 4u(?) + 4u'(í) — 8v(f) 4- 4u(;)]e 21 

= 0, 

que pode ser simplificada para 



v"(t) = 0, 

(9) 

Logo, 




i/(0 = c. 


Er 

v(t ) = c,f +c v 

(10) 


onde ei e c 2 são constantes arbitrarias. Finalmente, substituindo 
u(f) na Eq. (6), obtemos 


y — c t te 11 +c 2 e 2t * (11) 

A segunda parcela na Eq. (11) corresponde à solução original y } (t) 
— expí - 2r). mas a primeira parcela corresponde a uma segunda 
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solução, a saber T V 2 (f) = íexp( — 2t)< Essas duas soluções não sao sequência, todas as soluções da Eq. (5) se comportam desst; 
proporcionais, obviam ente, mas podemos verificar que são Hne- modo. A Fig, 3.5,1 mostra o gráfico de uma solução típica, 

armente independentes calculando seu wronskiano: 


W(y v y 2 )(i) = 




te 


-h 


~2e~ 2 ' (1-2 t)e 


-2! 


Portanto, 


y } U) = e 11 . y 2 (t) = te 2t (12) 

formam um conjunto fundamental de soluções da Eq, (5), e a 
solução geral dessa equação é dada pela Eq. (11). Note que am¬ 
bas as funções V|(r) e y^U) tendem a zero quando t —$ em con- 



O procedimento usado no Exemplo 1 pode ser estendido a uma 
equação geral cuja equação característica tenha raízes repetidas. 
Isto é, supomos que os coeficientes na Eq, (I) satisfazem b 2 — 
4 ac — 0, caso em que 

y,(/) = e~ b '^ 

é uma solução. Depois, supomos que 

V = u(r)y;(7) = v(t)e~ b,/2a (13) 

e substituímos na Eq, (1) para determinar v(t). Temos 


y' - v\t)e~ bí/2a - —v(t)e- bl/2a 
2a 


(14) 


y" = v'\t)e~ b,/2a - -v*U)e~ bt/ln + f u(í)r i,l/2fl . (15) 
a 4a~ 


!•[•■ 


b . b~ 

(0 — v (O + -r^v(t) 
a 4 a 


2a 


Cancelando o fator exp( — btila). que não se anula, e rearrumando 
os termos restantes, encontramos 


av'(t) + {-b + b)v\t) + í — - — + c ] u(t) - 0, (17) 


h +c ) H 


A parcela envolvendo tí(/j é obviameme nula. Além disso, c 
coeficiente de v{t) éc - (IrlAa h que também é zero, pois b 2 - 
4ac — 0 no problema em consideração. Assim, como no Exem¬ 
plo 1, a Eq. (17) se reduz a 


= 0; 


logo. 


v(t) — c { t +c 2 * 
Portanto, da Eq. í 13), temos 


v = eje 


—bífla 


+ c 2 e 


—frífla 


Então, substituindo na Eq. (1), obtemos 

+ b 

+ cv(t)\e~ bt / 2a =Q. (16) 


Então, v é uma combinação linear de duas soluções 
y { (t) = e- b,/2a , y 2 (t) = te- b!/2a . 

O wronskiano dessas duas soluções é 
e -bt/2a 

Kj , ” — 


H/(y r , v,)(f) = _^_ e -b,t 2 a 


ie 


la 


~bí/2ü 


] - ~)e~ br/2a 
, 2a) 


= e~ bt/a . 


(18' 

(19' 


( 20 ) 


Como W(y h ViXf) nunca se anula, as soluções v 3 e _v 2 dadas pela 
Eq, (19) formam um conjunto fundamental de soluções. Além 
disso, a Eq, (18) é a solução geral da Eq. (!) quando as raízes dc 
equação característica são iguais. Em outras palavras, nesse caso, 
existe uma solução exponencial correspondente à raiz repetida. 
enquanto uma segunda solução é obtida muláplicando-se a so¬ 
lução exponencial por /. 


Exemplo 2 

Encontre a solução do problema de valor inicial 
y" - y' + 0.25y = 0, y(0) = 2, y'(0) = 


A equação característica é 

r 2 - r + 0,25 = 0, 


( 21 ) 
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ie modo que as raízes são r l — r 2 = 1/2, Logo, a solução geral 
ia equação diferencial é 

y = c, e t/2 + c 7 te r/2 . (22) 

A primeira condição inicial implica que 

>’(0) = c, = 2* 

Para satisfazer a segunda equação diferencial, primeiro deriva¬ 
mos a Eq. (22) e depois fazemos r - ü. Isso nos dá 

v'(0) = |c ( +c 2 = 

de modo que c 2 = — 2/3. Portanto, a solução do problema de valor 
inicial é 

y = le' 11 - § te' 12 . (23) 

A Fig. 3,5,2 mostra o gráfico dessa solução. 

Vamos modificar, agora, o problema de valor inicial (21) 
mudando o coeficiente angular inicial: especifieamente, vamos 
rrocar a segunda condição inicial pory'(0) = 2, A solução desse 
problema modificado é 

y — 2e l/2 4 te 1 ! 2 * 

e seu gráfico também aparece na Fig, 3,5.2. Os gráficos mostra¬ 
dos nessa figura sugerem a existência de um coeficiente angular 
inicial critico, com valor entre 1/3 e 2, que separa as soluções 


O comportamento geométrico de soluções, nesse caso. é se¬ 
melhante a quando as raízes são reais e distintas, Se os exponentes 
são positivos ou negativos, então a solução, em módulo, aumen¬ 
ta ou diminui de acordo, o fator linear r tem pouca influência. A 
Fig. 3.5.1 mostra uma solução decaindo e a Fig. 3,5.2 mostra duas 
soluções crescendo em módulo. No entanto, se a raiz repetida é 
nu la, então a equação diferencial é v" = 0 e a solução geral é uma 
função linear de f. 

Resumo. Podemos resumir, agora, os resultados obtidos para 
equações lineares homogêneas de segunda ordem com coefici¬ 
entes constantes, 

ay" 4 by f 4 cy — 0. (1) 

Sejam r , e r 2 as raízes do polinómio característico correspondente 

ar 2 + br+ c — 0, (2) 

Se r x e r 2 são reais e distintos, então a solução geral da equa¬ 
ção diferencial (1) é 

y — c t e^ r + c 2 e r ^. (24) 

Se r x e r 2 são complexos conjugados À ± qu, então a solução 
geral é 

y — c x e Xí cos pt 4 c 2 e kt senpt. (25) 

Se r } = r 2 , então a solução geral é 

y — c x e F \ f -\-c 2 te r 4 (26) 

Redução de Ordem* Vale a pena observar que o procedimento 
usado anteriormente nesta seção para equações com coeficien¬ 



¥ÍG* 3,5,2 Soluções de y" — v' + 0,25 y — 0, y(0) - 2, com /(O) = 1/ 
3 e y f (0) - 2, respectivamente. 


que crescem positivamente das que crescem em módulo, mas 
tomam-se negativas. O Problema 16 pede que você determine 
esse coeficiente angular crítico. 


tes constantes é aplicável mais geral mente. Suponha que conhe¬ 
cemos uma solução Vjíf). não identicamente nula. de 

y" + p(t)y'+ q(t)y = 0. (27) 

Para encontrar uma segunda solução, seja 

y — v(í)y,C 0 : (28) 

então, 

y = t/Wy^O-f v(t)y\(t) 
e 

y" = v"(t) yi (t) 4 2 v f (t)y\(t) + v(t)y${t). 

Substituindo essas expressões para y t y' ev" na Eq. (27) e jun¬ 
tando os termos, encontramos 

yy 4 (2yj 4 py x w 4 (y" 4 py\ 4 qy0v = 0. (29) 

Como _V| é uma solução da Eq. (27). o coeficiente de una Eq. 
(29) é zero. logo a Eq. (29) fica 

y , v" 4 (2yJ + py^ )v f = 0. (30) 

Apesar de sua aparência, a Eq. (30) é, de fato ? uma equação de 
primeira ordem para a função v e pode ser resolvida como uma 
equação de primeira ordem ou como uma equação separável. 
Uma vez encontrada v\ ué obtida por integração. Finalmente, a 
solução y é determinada da Eq. (28). Esse procedimento é cha¬ 
mado de método de redução de ordem, jã que o passo crucial é a 
resolução de uma equação diferencial de primeira ordem para v\ 
em vez da equação de segunda ordem original para y. Embora 
seja possível escrever uma fórmula para u(í). vamos, em vez dis¬ 
so, ilustrar como o método funciona através de um exemplo. 
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Exemplo 3 

Dado que yj(í) = t~ 1 é uma solução de 


Separando as variáveis na Eq. (32) e resolvendo para i/(n. 


2íV' + 3ry'-y=0. t > 0, (31) 

encontre uma segunda solução linearmente independente. 

encontramos 

ri 

O 

11 

Vamos fazer v = ufOr 1 ; então 

então, 


y* — v r t~ ] - vt y ft = v fí t~ l — 2vt~ 2 + 2ur -3 . 


li( 0 = =cr 3/2 +k 

Substituindo _v, y' e / na Eq, (31) e juntando os termos, obtemos 

Segue que 


2r 2 (i/'í _! - 2v'r 2 + 2i.r -3 ) + 3t(v't~ ] - vt~ 2 ) - vt~' 


v= \ct u2 + kr' 

— 2 tv" + (—4 + 3)u' + (4f _t — 3/ -1 — f -1 )! 1 


* j 


= 2 tv" -v =0. 


(32) 


Note que o coeficiente de ué nulo, como deveria; isso nos dá um 
pomo útil de verificação dos nossos cálculos. 


(33« 


onde c e k são constantes arbitrárias. A segunda parcela na Eq 
(33) é um múltiplo de y x e pode ser retirada, mas a primeira par¬ 
cela nos dá uina solução nova independente. Desprezando a cons¬ 
tante mui tipRcativa, temos v 2 = t m . 


Problemas 

Nos problemas de I a 10, encontre a solução geral da equação dife¬ 
rencial dada. 


1. y ff — 2 / + y = 0 2. 

3. 4/ - 4/ - 3y = 0 4. 

5, /-2/ + 10v = 0 ó, 

7. 4/ + 17/ + 4y = 0 8. 

9. 25 v" — 20 v' + 4v = 0 10, 


9/' + 6/ + v = 0 
4/ + 12/ + 9y - 0 
/ - 6/ + 9y = 0 
16/+24/+ 9v = 0 
2y" + 2/ + v = Ü 


Nos problemas de 11 a 14. resolva o problema de valor inicial dado. 
Esboce o gráfico da solução e descreva seu comportamento quando 


él 


t cresce. 

11, 9/- 12/+4y^0, 

rí 

II 

O 

/(O) = -1 

12. 

/ - 6y* + 9 y = 0, 

y(0) = o. 

y'(0) = 2 

13, 

9/+6/ + 82.V = 0, 

,v(0) = - 

1. y'(0) = 2 

14, 

/ + 4> ,; + 4 y = 0, 

y(-i) = 2, 

>'(-!)= i 

15, 

Considere o problema de valor inicial 



4 y" + 12 / + 9 y = 0, y(0) = 1, /(0) = -4. 

(a) Resolva o problema de valor inicial e faça o gráfico de sua 
solução para 0 ^ t < 5. 

(b) Determine onde a solução tem valor zero, 

(c) Determine as coordenadas (Iq, y Q ) do ponto de mínimo. 

(d) Mude a segunda condição inicial para/(0) — be encontre 
a solução como função de b , Depois encontre o valor crítico de 
b que separa as soluções que permanecem positivas das que 
acabam se tornando negativas, 

16. Considere a seguinte modificação do problema de valor i nicial 
no Exemplo 2: 

/ - / + 0,25 v = 0, y( 0) = 2, /(0) = b . 

Encontre a solução em função de b e depois determine o va¬ 
lor critico de b que separa as soluções que crescem positiva¬ 
mente das que acabam crescendo em módulo, mas com valo¬ 
res negativos. 

fó 17. Considere o problema de valor inicial 

4/ + 4/ + v = 0, v(0) = I, /(O) = 2. 

(a) Resolva o problema de valor inicial e faça o gráfico da so¬ 
lução. 

(b) Determine as coordenadas \ t M , y M ) do ponto de máximo. 


(c) Mude a segunda condição inicial para v'(0) = b > 0 e en¬ 
contre a solução em função dc b. 

(d) Encontre as coordenadas do ponto de máximo (f w , y M ) eu: 
função de b , Descreva a dependência em b de /. ví e de v M qua 
do b cresce. 

18. Considere o problema dc valor inicial 

9/ + 12/ + 4y = 0, y( 0) = a > 0, /(0) = -1. 

(a) Resolva o problema de valor inicial. 

(b) Encontre o valor crítico de a que separa as soluções que ? 
tomam negativas das que permanecem positivas, 

19, Se as raízes da equação característica são reais, mostre que uim 
solução de af + by* + cy = 0 pode assumir o valor zero i 
máximo uma v ez. 

Os problemas de 20 a 22 indicam outras maneiras de se enconn 
uma segunda solução quando a equação característica tem ra£ 
repetidas. 


20 , 


21 . 


22, 


(a) Considere a equação /' + 2 ay* 4- a 2 y — 0, Mostre que . 
raízes da equação característica são r f = r 2 = ~a, de modo qu 
uma solução da equação é e ~ ot , 

(b) Use a fórmula de Abel [Eq. (8) da Seção 3.3] para mu 
trar que o wronskiano de duas soluções quaisquer da equaçl 
dada é 

W(t) = y,(r)yj(i) - y[(f)y 2 (r) = c,? -2 "', 

onde Ci é constante. 

fc) Seja v,(0 = e~ ar e use o resultado do item (b) para ob 
uma equação diferencial satisfeita pela segunda solução y 2 i t 
Resolvendo essa equação, mostre que y 2 (r) = te~ at . 

Suponha que r, e r 2 são raízes de ar 1 + br + c = 0 e que r t - ] 
r 2 : então, expfry) e expír : r) são soluções da equação difen 
ciai éiv" + by* + cy = 0. Mostre que dKn r u r 2 ) = [exp(r 2 n 
exp(r 1 f)]/(r 2 — r,) também é solução da equação para r 2 ^ p 
Depois, fixe r 1 e use a regra de L’Hôpital para calcular o 1 
de è(K r ]% r z ) quando r 2 r } obtendo, assim, a segunda sou 
ção no caso de raízes repetidas. 

(a) Se ar 1 + br + c - 0 tem raízes iguais r E . mostre que 


L[e rt ] « a(e m f + b[e rt ) r + c<r rf = a{r 


r,)V r . 


(rí 


Como a última expressão à direita na Eq. (i) é nula quando r - 
r u segue que expí/y) é uma solução de L[ y] = ay ,f + by f - 
cx = 0. 
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(b) Derive a Eq. (i) cm relação are mude as ordens das deriva¬ 
das em relação areai, mostrando, assim, que 


-L\e n l = L 

dr 



L [te rt ]=ate" (r — r l ) 1 + 2ae" (r—r,). 

(ü) 


Como a última expressão h direita na Eq. (ii) é zero quando r 
= r h conclua que r expí/y) também é solução de L[v] — 0. 


Nos problemas de 23 a 30, use o método de redução de ordem para 
encontrar uma segunda solução da equação diferencial dada, 

23. rf - 4/v' + óy =0. i > 0; y 3 (í) = x 1 

24. t 2 f -f 2ty - 2v - 0. i > 0; y 3 (r) - t 

25. r 2 y" + 3ry' + y = 0, r > 0: y, (f) = r -[ 

26. ry" - f (f + 2)y' + (f + 2)y = 0. / > 0; y, (r) = / 

27. xy" - y' + 4jc 3 .v = 0. x > 0: y,(x) = sen.t 2 

28. (x - i)y" - xy' + y = 0, x > I; y, (x) - 

29. x V' - (x - 0.1875 )y = 0. x > 0: y, (x) = x 1 / V' /F 

30. xV 4- xy' + (x 2 - 0.25>y = 0, x > 0; y, (x) = x~ >/2 


31. A equação diferencial 

xy rf — (x + N)y + Ny =0, 

onde N ê um inteiro não-negativo, foi discutida por diversos 
autores. 6 Uma razão para esse interesse é que tem uma solução 
exponencial e uma solução polinomial. 

(a) Verifique que uma solução é y 3 (x) = e\ 

(b) Mostre que uma segunda solução tem a forma v : u) — ce x j 
a a e~ x dx. Calcule v 2 U) para N = 1 e N — 2: convença-se de 
que, com c — — I/AT 


y 2 (x) = I + ~ + 



Note que y 2 ix) é precisamente a soma das N + 1 primeiras par¬ 
celas da série de Taylor para é* em torno de _v — 0, isto é, da 
série de Taylor para y t Lv). 

32. A equação diferencial 

/' d- 5(xy' Hh y) - 0 


aparece no estudo da turbulência em um fluxo uniforme ao 
passar por um cilindro circular. Veri fique que y ( (x) = exp( 

2) é uma solução e depois encontre a solução geral como uma 
integral. 

33. O método do Problema 20 pode ser estendido para equações 
de segunda ordem com coeficientes variáveis. Se y 3 é uma 
solução conhecida de y" T p(x)y f + q(x)y — 0 que não se 
anula, mostre que uma segunda solução y 2 satisfaz (yJyiY 
— W{y \. y 2 Vyy onde W(y 3 * y 2 ) é o wronskiano de v* e y 2 . De¬ 
pois use a fórmula de Abel [Eq, (8) da Seção 33} para deter¬ 
minar AV 


Nos problemas de 34 a 37. use o método do Problema 33 para en¬ 
contrar uma segunda solução independente da equação dada, 

34. ry" + 3fy' + y = ü, t > 0: y,(/) - 

35. ry" - y + 4r 3 y = 0, r > 0; y, (r) = sen{r) 

36. (x — 1 )y" — xy' + y = 0 T x > [: y l (x) = e x 

37. x 2 y" + xy' + (x 2 - 0.25 )y =0, x > 0; y, (x) = x _I/1 senx 


*T, A- Newíon. "Ün Using a Dífferemial Equadon ra Generaie Polvaorníals"’. American 
\íathemaiicaí Monthly Sl (E974). pp, 592-601. Veja. também, ai referências dadas aí. 


Comportamento de Soluções quando t -A =* Os problemas de 
38 a 40 tratam do comportamento de soluções quando 
/ x. 

38. Se a. b e c são constantes positivas, mostre que todas as solu¬ 
ções de ay" + by r + cy — 0 tendem a zero quando t —> 

39. (a) $e a > ü e c > 0. mas b — 0. mostre que o resultado do 
Problema 38 não é mais válido, mas que todas as soluções per¬ 
manecem limitadas quando r -H> x. 

íb) Se a > 0 e b > 0. mas c — 0 T mostre que o resultado do Pro¬ 
blema 38 não é mais válido, mas que todas as soluções Lendem a 
uma constante, que depende da condição inicial, quando íri». 
Determinar esta constante para a condição inicial v(0) — y 0 , 
y'(0) = yj. 

40. Mostre que y = sen / é uma solução de 

y tr + (A:sen 2 t)y* -f (I - k cos t sen t)y = 0 

para qualquer valor da constante k , Se 0 < k < 2, mostre que I 
— k cos r sen / > 0 e k sen 2 1 ^ 0. Observe então que. embora 
os coeficientes dessa equação diferencial com coeficientes va- 
sen x ri ãvei s sej am n ão- n eg at i vos (e o c oe fi cie nte de y' se an u I e ape - 

nas nos pontos í = 0. tt, 2t 7, ela tem uma solução que não 
tende a zero quando / —* x. Compare essa situação com o re¬ 
sultado do Problema 38. Observamos, assim, uma situação que 
nao é ineomum na teoria das equações diferenciais: equações 
aparentemente bastante semelhantes podem ter propriedades 
muito diferentes. 

Equações de Euler. Use a substituição dada no Problema 38 da 
Seção 3.4 para resolver cada uma das equações nos Problemas 41 
e 42, 

41. rV-3// + 4y^ 0, />0 

42. ry" + 2/y' + 0.25.V = 0 : / > 0 

3.6 Equações Não-homogêneas; Método 
dos Coeficientes Indeterminados 

Vamos retomar à equação não-homogênea 

L[y] = y" + p(t)y‘ + q(t)y = g(t), (1) 

onde p, q e g são funções (contínuas) dadas em um intervalo 
aberto /. A equação 

L[y] = y ff + p(t)y f + q[t)y = 0. (2) 

onde £{/) = 0 e p e q são as mesmas que na Eq. (1), é chamada 
de equação homogênea associada à Eq. (1). Os dois resultados 
a seguir descrevem a estrutura de soluções da equação não-ho- 
mogênea (1) e fornecem uma base para se construir sua solu¬ 
ção geral. 


Teorema 3.6.1 

Se Y\ e Yi são duas soluções da equação não-homogênea (1 h 
então sua diferença Y l -Y 1 é uma solução da equação homo¬ 
gênea associada (2), Se, além disso. Vj e y 2 fonnam um con¬ 
junto fundamental de soluções para a Eq, (2j f então 

ri(r)-r 2 (r)=c 1 y 1 {r)+c 2 j 2 (í), (3) 

onde C] e C; são constantes determinadas. 
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Para provar esse resultado, note que F|e^ satisfazem as 
equações 

L[y,](r) = g (t), L[Y 2 m = g(t). (4) 

Subtraindo a segunda da primeira dessas equações, temos 

L[y,KO - L[Y 2 ]{t) = g (D - g{t) = 0. (5) 

No entanto, 

L[Y i ]-L[Y 2 ] = L[Y l -Y 2 ], 

de modo que a Eq. (5) fica 

L[Y,-Y 2 m = 0- ( 6 ) 

A Eq. (6) diz que Y\ — Y 2 é uma solução da Eq. (2)* Finalmente, 
como todas as soluções da Eq. (2) podem ser expressas como uma 
combinação linear das funções em um conjunto fundamental de 
soluções pelo Teorema 3,2,4, segue que a solução - Y 2 tam¬ 
bém pode ser expressa nessa forma. Logo, a Eq. (3) é válida e a 
demonstração está completa. 

Teorema 3.6.2 

A solução geral da equação nao-bomogênea (1 í pode ser es¬ 
crita ua forma 

y = 0(0 = CjV, (0 + c 2 y 2 (t) + Y(t), (7) 

onde Y\ e Y 2 formam um conjunto fundamental de soluções 
da equação homogênea associada (2), C\ e c 2 sào constantes 
arbitrárias e Y é alguma solução específica da equação não- 
homogênea (1}. 

Á demonstração do Teorema 3,6.2 segue rapidamente do te¬ 
orema precedente. Note que a Eq. (3) é válida se identificarmos 
T] com uma solução arbitrária cf> da Eq, (1) e Y 2 com a solução 
específica Y, Da Eq. (3) obtemos, assim, 

(p{t) — Y (f) = c [ y l ( t) + c 2 y 2 (t ), (8) 

que é equivalente à Eq. (7). Como <p ê uma solução arbitrária da 
Eq. (1), a expressão à direita do sinal de igualdade na Eq, (7) inclui 
todas as soluções da Eq, (1); é natural, portanto, chamá-la de 
solução gera! da Eq, (1), 


Reescrevendo de maneira um pouco diferente, o Teorema 
3.6.2 diz que, para resolver a equação não-homogênea (1), pre¬ 
cisamos fazer três coisas: 

1. Encontrar a solução geral c^iír) H- c L v 2 (0 da equação homo¬ 
gênea associada. Essa solução é chamada, muitas vezes, de 
solução complementar e pode ser denotada por>' L .(r), 

2. Encontrar uma única solução Y(r) da equação não-homogê¬ 
nea. Referimo-nos a essa solução, muitas vezes, como uma 
solução particular. 

3. Somar as duas funções encontradas nas duas etapas precedentes. 

Jã discutimos como encontran do, pelo menos quando a equação 
homogênea tem coeficientes constantes. Portanto, no restante desta 
seção e na próxima, focalizaremos nossa atenção em encontrar uma 
solução particular Y(t) da equação não-homogênea (1). Existem dois 
métodos que gostaríamos de discutir. Eles são conhecidos como o mé¬ 
todo dos coeficientes indeterminados e o método de variação dos pa¬ 
râmetros, respectivamente. Cada um tem vantagens e desvantagens. 

O Método dos Coeficientes Indeterminados * O método dos coe¬ 
ficientes indetenmi nados, também conhecido como método dos 
coeficientes a determinar, requer uma hipótese inicial sobre a for¬ 
ma da solução particular F(r), mas com os coeficientes não espe¬ 
cificados. Substituímos, então, a expressão hipotética na Eq. (1) e 
tentamos determinai- os coeficientes de modo que a equação seja 
satisfeita. Se tivermos sucesso, teremos encontrado uma soluçãc 
da equação diferencial (1) e podemos usá-la como a solução par¬ 
ticular Y(t). Se não pudermos determinar os coeficientes, isso sig¬ 
nifica que não existe solução da forma que supusemos. Nesse caso. 
temos que modificar a hipótese inicial e tentar de novo, 

A maior vantagem do método dos coeficientes indeterminados 
é que ele é fácil de executar, uma vez feita a hipótese sobre a forma 
de Y(t). Sua maior limitação é qrie é útil principalmente para equa¬ 
ções para as quais é fácil escrever a forma coneta da solução parti¬ 
cular imediatamente. Por essa razão, esse método só é usado, err 
geral, para problemas nos quais a equação homogênea tem coefici¬ 
entes constantes e o termo não-homogêneo pertence a uma classe 
relativamente pequena de funções. Em particular, consideramos 
apenas termos homogêneos consistindo em polinómios, funções 
exponenciais, senos e co- senos. Apesar dessa limitação, o inétod 
dos coeficientes indeterminados é útil para resolver muitos proble¬ 
mas que têm aplicações importantes. No entanto, os detalhes dc*> 
cálculos podem ser bastante tediosos e um sistema de ãlgehn 
computacional pode ser muito útil nas aplicações práticas, IIustr> 
remos o método dos coeficientes indeterminados através de diver¬ 
sos exemplos e depois resumiremos algumas regras para usã-lo. 


Exemplo 1 

Encontre uma solução particular de 

— 3/ — 4y = 3e 2r . (9) 

Procuramos uma função Y tal que Y'{t) — 3í^(í) — 47(r) é igual 
a 3e 2r . Como a derivada de uma função exponencial é uni múlti¬ 
plo dela mesma, a maneira mais plausível de se obter o resulta¬ 
do desejado é supondo que Fíf) é algum múltiplo de isto é 

Y(t) = Ae 2í , 

onde o coeficiente A ainda precisa ser determinado, Para encon¬ 
trar A, vamos calcular 


Y'(t) = 2 Ae 2 ', y"(í) = 4 Ae 2 ', 

e substituir na Eq.t9). Obtemos 

(4 A — 6A — 4A)e 21 =3e 2 '. 

Portanto, —6 Ae 2 ' tem que ser igual a 3e 2 ', logo A — - 1/2. A- 
sim, uma solução particular é 

Y(t) = -^e l! . (10 
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Exemplo 2 

Encontre uma solução particular de 

y" — 3/ — 4v = 2senf. (II) 

Por analogia com o Exemplo 1, vamos supor, primeiro, que 
YU) = A sen f, onde A é uma constante a ser determinada. Subs¬ 
tituindo na Eq. (11) e rearrumando os termos, obtemos 

-5Asenf — 3A cos / — 2senr 1 
ou 

(2 + 5A) sen f + 3A cosí = 0. (12) 

As funções sen fe cos / são Iinearmente independentes, de modo 
_ je a Eq. (12) só pode ser válida em um intervalo se os coefici¬ 
entes 2 + 5À e 3A são ambos iguais a zero. Essas condições con- 
rraditòrias significam que não existe escolha da constante A que 
■ :>me a Eq. (12) vál ida para todo r Podemos concluir, então, que 
nossa hipótese sobre Y(t) não foi adequada. A aparição de um 
ermo em co-seno na Eq. (12) sugere que modifiquemos nossa 
-.:pótese original, incluindo um termo em co-seno em F(f), isto é, 


y(r) — Asenr + 5 cosí, 

onde /te/l são constantes a serem determinadas. Logo, 

Y'(t) = A cosf — 5senf, Y"(t) — — Asenf - B cos i\ 

Substituindo na Eq. (11) e juntando os termos, obtemos 

(—A + 3B — 4A)senf + {—B — 3 A — 45) cosf = 2scnr, 

(13) 

Para satisfazer a Eq. (13), precisamos igualar os coeficientes de 
sen t e de cos t nos dois lados da equação; assim, A e B têm que 
satisfazer as equações 

-5A + 35 = 2, -3A - 55 ^ 0. 

Portanto, A = -5/17 cií- 3/17, dc modo que uma solução par¬ 
ticular da Eq. (11) é 

L(í} = — -py sen í + cos t , 


O método ilustrado nos exemplos precedentes também pode 
usado quando a expressão à direita do sinal de igualdade ê 
_m polinómio. Assim, para encontrar uma solução particular 
de 

y" — 3/ — 4y =* 4f 2 — 1, (14) 

supomos, iniciaimente, que Y(t) ê um polinómio de mesmo grau 
:ue o termo não-homogêneo, isto é, F(f) ~ Aí 2 A- Bt + C, 


Para resumir nossas conclusões até agora: se o termo não- 
homogêneo g(t) na Eq, (1) for uma função exponencial su¬ 
ponha, então, que F(f) é proporcional a essa mesma função ex¬ 
ponencial; se g{t) for igual a sen ou a cos j3í, suponha que Y é 
uma combinação linear de sen f3t e cos /3r; se g(i) for um 
polinómio, suponha que F(f) é um polinómio de mesmo grau. O 
mesmo princípio se estende ao caso em que g(t) é um produto de 
quaisquer dois ou três desses tipos de funções, como mostra o 
próximo exemplo. 


Exemplo 3 

F.ncontre uma solução particular de 

y tr — 3/ — 4 y = Se r cos 2í. (15) 

Nesse caso, supomos que K(r) é o produto de é com uma com- 
nnação linear de cos 2i e sen 2f, isto é, 

Y(t) — Ae l cos 2f H- 5^ r sen2f. 

Os cálculos algébricos são mais tediosos neste exemplo, mas 
segue que 

Y f (t) = (A + 2B)e í cos 2í + (-2A + 5Vsen2f 


e 

y"(0 = (-3A +45)e r cos2f+ (-4A -35)e r sen2f. 

Substituindo essas expressões na Eq, (15), encontramos que A e 
5 têm que satisfazer 

10A +25 — 8, 2A — 105 = 0. 

Portanto, A = 10/13 e 5 = 2/13: logo. uma solução particular da 
Eq. (15) é 

Y (r) = j|e r cos 2 1 + sen 2í. 


Suponha, agora, que g(t) é uma soma de dois termos, g(t) = 

, (r) + e suponha que F] e Y 2 são soluções das equações 

ay" + by + cy = g,(í) (16) 

ay" +■ by + cy = g 2 (í), (17) 

respectivamente. Então, Ej + Y 2 ê uma solução da equação 


ay" + by' cy 


#(')* 


(18) 


Para provar essa afirmação, substitua y na Eq. (18) por Ij(f) + 
Y 2 (t) e use as Eqs, (16) e (17). Uma conclusão análoga é válida 
se g(t) é uma soma de um numero finito de parcelas. O signifi¬ 
cado prático desse resultado é que, para resol ver uma equação 
cuja função não-homogêneag(f) pode ser expressa corno uma 
soma, pode-se resolver diversas equações mais simples e de¬ 
pois somar os resultados. O exemplo a seguir ilustra esse pro¬ 
cedimento. 
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Exemplo 4 

Encontre uma solução particular de 

y" - 3y' - 4y = 3e 2 ' + 2sen/ - 8e f cos 2/. (19) 

Separando a expressão à direita do sinal de igualdade, obte¬ 
mos três equações: 

y" - 3/ - 4 y = 3e 2 \ 
y n — 3y f — 4 y = 2 sen/. 


O procedimento ilustrado nesses exemplos nos permite resol¬ 
ver uma grande classe de problemas de um modo razoa ve imen- 


Exemplo 5 

Encontre uma solução particular de 

f - 3/ - Ay = 2^~ / (20) 

Procedendo como no Exemplo 1. supomos que Y{t) — Ae^ 1 * 
Substituindo na Eq. (20). obtemos 

(A + 3A - AA)e~ t = (21) 

Como a expressão à esquerda do sinal de igualdade na Eq. (21) 
é zero, não existe escolha de A e B que satisfaça a equação. Por¬ 
tanto, não existe solução particular da Eq. ( 20) que tenha a for¬ 
ma suposta. A razão para esse resultado possivelmente inespe¬ 
rado toma-se clara se resolvermos a equação homogênea 

y” - 3y' - 4v = 0 (22) 

associada à Eq. (20). Um conjunto fundamental de soluções para 
a Eq. (22) é formado porvir) = e~ T e v 2 (r) — Assim, a forma 
suposta da solução particular para a Eq. (20) era, de fato, solu¬ 
ção da equação homogênea (22); em consequência, não pode ser 
solução da equação não-homogênea (20). Para encontrar uma 
solução da Eq. (20), temos, portanto, que considerar funções com 
forma um pouco diferente. 

Nesse ponto temos várias alternativas possíveis. Uma é sim¬ 
plesmente tentar adivinhar a forma adequada da solução parti¬ 
cular da Eq. (20). Outra é resolver essa equação de outro modo e 
tentar usar o resultado para orientar nossas hipóteses se essa si¬ 
tuação aparecer novamente no futuro: veja os Problemas 27 e 33 
para outros métodos de solução. Outra possibilidade ainda é pro¬ 
curar uma equação mais simples onde essa dificuldade ocorre e 


O resultado do Exemplo 5 sugere uma modificação do princípio 
enunciado anteriormente: se a forma suposta da solução duplica uma 
solução da equação homogênea associada, modifique então sua hi¬ 
pótese multiplicando a suposta solução particular por /. De vez em 
quando, essa modificação não será suficiente pai a remover todas as 
duplicações com as soluções da equação homogênea, caso em que é 
necessário multiplicar por r uma segunda vez. Para uma equação de 
segunda ordem, nunca será necessário continuar esse processo. 


e 

y” — 3y — 4y = —8^ cos 2/, 

Foram encontradas soluções dessas três equações nos Exemplo* 
1.2 e 3. respectiv amente. Ponanto, uma solução particular da El 
( 9) é a soma, isto é, 

Y(t)=—\e 2t 4* cosí - yj sen/ + fV cos2/ + 


te eficiente. No entanto, existe uma dificuldade que ocorre & 
vezes. O próximo exemplo mostra como isso acontece. 


usar sua solução para sugerir como poderiamos proceder com a 
Eq. (20). Adotando essa ultima abordagem, vamos procurar uma 
equação de primeira ordem análoga à Eq. (20). Uma possibii 
dade é 

/ + v = 2e~* (23 >1 

Se tentarmos encontrar uma solução particular da Eq. (23) áà 
fornia Ae~\ falharemos, porque e" r é uma solução da equaçã 
homogênea y' + v = 0, No entanto, jã vimos como resolver i 
Eq. (23) na Seção 2.1, Um fator integrante é fiit) = é; multipli¬ 
cando por jjl(í) e depois integrando, obtemos a solução 

y = 2 te~ J + ce~ t (24i 

A segunda parcela à direita do sinal de igualdade na Eq. (24) é. 
solução geral da equação homogênea y' + y = 0, mas a primei¬ 
ra parcela é uma solução da equação não-homogênea completa 
(23). Observe que ela envolve um fator exponencial multiplica¬ 
do pelo fator /.Essaéapísta que estávamos procurando. 

Vamos voltar para a Eq. (20) e supor uma solução particuL 
da forma Y(f) — Ate~*. Então 

Hr) - Ae~ f -Ate~\ Y"(f) ^ - 2Ae~ f A Ate~ r (25* 

Colocando essas expressões no lugar de y. y' ej" na Eq. (20 
obtemos ~5A — 2, de modo que A == —2/5. Logo. uma soluçã . 
particular da Eq. (20) é 

2 

Y(t) = - — te~ r (26 Í 


Resumo. Vamos resumir as etapas envolvidas em encontrar & 
solução de um problema de valor inicial consistindo em umi 
equação não-homogênea da forma 

ay" + by f + cy = g (f), (27 * 

onde os coeficientes a , h e c são constantes, junto com um pa; 
de condições iniciais dado: 

1. Encontre a solução geral da equação homogênea associada 
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2. Certifique-se de que a função g(t) na Eq. (27) pertence à clas¬ 
se de funções discutidas nesta seção, isto é, certifique-se de 
que não envolve outras funções além de exponenciais, senos, 
co-senos, polinómios ou somas ou produtos de tais funções, 
Se não for esse o caso, use o método de variação dos parâme¬ 
tros (discutido na próxima seção). 

3. Se g(t) = g i (r) 4- . ,, + isto é, se g(t) 6 uma soma de n 
parcelas, então forme n subproblemas, cada um dos quais 
contendo apenas uma das parcelas gjfí),***, g fl (t)< O i-ésimo 
subproblema consiste na equação 

ay" + by' + cy = 
onde í varia de 1 a n. 

4 . Para o /-ésimo subproblema, suponha uma solução particular 
P/U) consistindo da função apropriada, seja ela exponencial, 
seno, co-seno, polinomial ou uma combinação dessas. Se 
existe qualquer duplicação na forma suposta de Y f (t) com as 
soluções da equação homogênea (encontrada na etapa 1), 
então multiplique P r (r) por t ou (se necessário) por í 2 * de modo 
a remover a duplicação. Veja a Tabela 3.6*1. 

5. Encontre uma solução particular P,(f) para cada um dos 
subproblemas. Então, a soma Pj(f) -4 ... + P n (r) é uma solu¬ 
ção particular da equação homogênea completa (27)* 

b. Forme a soma da solução geral da equação homogênea (eta¬ 
pa !) com a solução particular da equação uão-homogênea 
(etapa 5). Essa é a solução geral da equação não-homogênea. 
V Use as condições iniciais para determinar os valores das cons¬ 
tantes arbitrárias na solução geral. 

Para alguns problemas, todo esse procedimento é fácil de ser 
feito à mão. mas. em muitos casos, necessita de uma quantidade 
considerável de cálculos algébricos. Uma vez que você tenha 
compreendido claramente como o método funciona, um sistema 
Je álgebra computacional pode ser de grande auxílio para exe¬ 
cutar os detalhes* 

O método dos coeficientes indeterminados se autocorrige, no 
seguinte sentido: supondo-se muito pouco sobre F(f), chega-se, 
rapidamente* a uma contradição que, em geral, aponta o cami- 
-_ho para a modificação necessária na forma suposta* Por outro 
ido, supondo-se muitos termos* então faz-se um trabalho des- 
ecessário e alguns coeficientes ficam iguais a zero, mas, pelo 
menos, chega-se à resposta correta. 

Demonstração do Método dos Coeficientes Indeterminados, Na 
cisais são precedente* descrevemos o método dos coeficientes 
indeterminados baseados em diversos exemplos. Para provar que 


o procedimento sempre funciona como enunciado, vamos dar um 
argumento geral, onde consideramos diversos casos correspon¬ 
dendo a formas diferentes do termo não-homogêneo g(t). 

g(i) — P it (i ) — atf* 4- 4- ... + a n * Nesse caso a Eq, (27) 

fica 

ay f + by* + cy = a^t n 4- a^t n 1 4- * ■ ■ 4- & n . (28) 

Para obter uma solução particular, supomos que 

Y(t) = A 0 t " + A/’ 1 + • ■ ■ + A n _ 2 r + A n _ x t + A n . (29) 
Substituindo na Eq. (28), obtemos 

a[n(n - 1 )A Q l n ~ 2 H-+ 2 A n _ 2 ] 4- b(n Á Q t n ~ l + ■- 

+ A rt _i)+c(A 0 / n 4- Air n ” ] +♦ ■ ■ 4- A n )^a 0 t" +- \-a n . 

(30) 

Igualando os coeficientes das potências iguais de t nos dá 


cA } + nbA 0 = a v 


+bA n -1 + 2ãA n-2 = V 

Se c =£ 0, a solução da primeira equação é A 0 = e as equa¬ 
ções restantes determinam A { ,,,,, A n sucessivamente* Se c = 0* 
mas b =é 0* então o polinómio à esquerda do sinal de igualdade 
na Eq. (30) tem grau n — 1 e ela não pode ser satisfeita. Para 
garantir que aY%t) 4 bYit) é um polinómio de grau n. precisa¬ 
mos escolher Y(t) como sendo um polinómio de grau n + 1* Su¬ 
pomos* então, que 

Y(t)^r(A Q t n + --+A fi ). 

Não existe termo constante nessa expressão para Y(t), mas não 
hã necessidade de incluir esse termo* jã que constantes são solu¬ 
ções da equação homogênea quando c = 0. Como b 4= 0, temos 
Aq - üq ib{n 4 1) e os outros coeficientes A b ***, A n podem ser 
determinados analogamente. Se ambos c e b são iguais a zero* 
supomos que 

Y(t) = t 2 (A 0 t n -i-1-A n ). 

O tenno aY r (f) & um polinómio de grau n e podemos proceder 
como anteriormente. Novamente, os termos constante e linear em 


TABELA 3*6.1 A Solução Particular de ay" + by* 4 cy = g i (t). 


gi w 

Y,(t) 


r(A 0 t" + A,i n ~ l + ■■ 

■ + A„) 

p, (D."' 

t s (A 0 t n +A | f"“ l +■■ 

■' + 

í sení ' 

Icos Pt 

f ( [(A 0 f" + A,í" l H - + A n )e ar cospt 

+ (B 0 t" 4- B { r" _l H - + B n )e a, senfit] 


Obsen. r ação: Aqui, j denota o menor inteiro não-negativo (j — 0, 1 ou 2) que garanta que nenhuma parcela de. Y ; it) seja solução 
da equação homogênea correspondem Equivalememente* para os três casos. s é o número de vezes que 0 é uma raiz da equação 
característica, a é uma raiz da equação característica ea +- ifíê uma raiz da equação característica, respectivamente. 
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Y(t) são omitidos, já que, nesse caso, ambos são soluções da 
equação homogênea, 

g(t) — e^Pfjit). O problema de determinar uma solução particu¬ 
lar de 

ay ff + by + cy *= e at P n (í) (31) 

pode ser reduzido ao caso precedente através de uma substitui¬ 
ção. Seja 


Sc a função não-homogênea envolve ambos eos j3t e sen flL t 
conveniente, em geral, tratar esses termos em conjunto, jã que catL 
um, individualmente, pode gerar a mesma forma de solução parti¬ 
cular. Por exemplo, se g(r) = i sen r 4- 2 cos r. a forma de F(f) serL 

Y(t) = (A 0 t + A t )senr + (B Q t + cos/, 

desde que sen t e cos t não fossem soluções da equação homogé¬ 
nea. 


Y(t) = e at ü(t); 

então 

F'(í) = e“V(r) + aw(f)] 
e 

= e at [u ,f (t) + W(f) + a 2 u(t)]. 

Substituindo na Eq. (31), cancelando o fator e aT e juntando os ter¬ 
mos semelhantes, obtemos 

au’{í) 4- {2aa + b)ií it) + (aa 2 + bot -Y c)it(r) — P n (r). (32) 

A determinação de uma solução particular da Eq. (32) é pre¬ 
cisamente o mesmo problema, exceto pelo nome das constantes, 
que resolver a Eq. (28). Portanto, se «cr 2 + ba t c não for zero, 
supomos que u(t) — AqP 4- ... + A 0 ; logo, uma solução particu¬ 
lar da Eq. (31) tem a forma 

Y(t) = e a '{A 0 t" + A l t n ~ ] + *•• + A n ). (33) 

Por outro lado, se aor 4- ba 4- c for zero, mas 2aa 4- b não o 
for, precisamos tomar i4(t) da forma ííAqP -b ... 4- Ao). Á forma 
correspondente para 7(0 é / vezes a expressão à direita do sinal 
de igualdade na Eq. (33). Note que. se aor H- ba 4- c for zero, 
então e al é uma solução da equação homogênea, Se ambos acc 
+ /?cr + ce 2 aa 4- b forem nulos (e isso implica que tanto e ar 
quanto te* 1 são soluções da equação homogênea), então a forma 
correta para u(t) é Atf* 4- ... 4- Ao). Portanto, Y(t) ê t 2 vezes a 
expressão à direita do sinal de igualdade na Eq. (33). 

g(t) = e^Pait) cos fit ou e°*P a (t) sen f$t. Esses dois casos são 
semelhantes, logo consideraremos apenas o último, Podemos 
reduzir esse problema ao precedente notando que, em consequên¬ 
cia da fórmula de Euler, sen j3t = (e l & - e~ l ^)f2L Portanto, g(t) 
é da forma 


e (ot+ifi)t _ e {a 

2 T 


g(t)= P n (0 

e devemos escolher 

F(r)=^+'W(A/'+ ■ • ■ +A 1t )+e ia ~ ili)t ÍB Q t n + ■■■+B n ), 

ou, equivalentemente, 

Y (r) = e at (A Q t fl 4— + A n ) cos fit 
+ e* t (B 0 t n +"-+B n ) sen^. 

Em geral, prefere-se essa Ultima forma. Se a ± ij3 satisfazem a 
equação característica correspondente à equação homogênea, 
temos, é claro, que multiplicar cada um dos polinómios por t para 
aumentar o grau de um. 


Problemas 

Nos problemas de l a 12, encontre a solução geral da equação dife¬ 
rencial dada. 

1. y” - 2y'- 3y = 3e 2 ' 

2. y" + 2y' + 5y = 3sen2f 

3 . y" - 2 y - 3 y - - 3 te~' 

4. y" + 2y' = 3 + 4sen2í 

5. y" + 9y = fV' + 6 

6. y rt -|- 2 y 4- v — 2e 

7. 2/ + 3y' + y = f 2 + 3senf 

8. y' f 4- v — 3 sen 2/ + t cos 2f 

9. U tf + CUqU = COS CúT, Ü) 2 ^ 0)q 
10. u’ + ü)qU = COS WqÍ 

11 ■ y" -r y f 4- 4y — 2 senh i Sugestão: senh t = (e t — e“ f ) 

12. y n — y — 2y = cosh 2t Sugestão: cosh t = ( e r 4- e _f )/ 

Nos problemas de 13 a 18, encontre a solução do problema de valor 
inicial dado. 

13. y f * 4- y — 2y = 2r. y(0) = 0, /(0) = 1 

14. y ff 4- 4y = r -h 3e\ y(0) = 0. /(0) = 2 

15. y" - 2y' + y = té* + 4, y{ 0) ^ 1. y^O) = l 

16. y" - 2y’ - 3 y =3te 2j , y(0) - 1. y'(0) - 0 

17. y" + 4y = 3sen2í, v(0) = 2, y’(0) = -1 

18. y" + 2/ + 5y = 4e _t cos2/, y(0)=i, y'(0) = 0 

Nos problemas de 19 a 26: 

(a) Determine uma forma adequada para Y(t) para se usar 
método dos coeficientes indeterminados. 

(b) Use um sistema de álgebra computacional para encontrar 
uma solução particular da equação dada. 

ê 19. /' 4- 3y = 2r 4 4- t 2 e ^ +seu3r 
0* 20. y H 4-y ~ t (1 + senr) 

♦* 21. y ft — 5y' + 6v = e { cos 2 1 4- e lf (3 1 4- 4) sen t 

0* 22. y" -b 2y ; 4- 2v — 2e~ l + 2e~ : cosr 4- 4e"7 2 senf 

4fí 23. y* - 4y' ~h 4>■ = 2f 2 4- Ate 21 4- t sen 2f 
é? 24. y tf + 4y — t 2 sen2r 4- (6 1 + 7) cos 2 1 

25. y fr + 3 y + 2y = e l (r + l)sen2í + cos t + 4e ! 

0 26. y ff + 2 y + 5y — 3 te~ l cos2í - 2 te~ 2[ cos t 
27. Considere a equação 

y n — 3 y l — 4 y — 2e~ i tl>| 

do Exemplo 5. Lembre-se de que y t ír) = e y 2 (t) = e At \ 
soluções da equação homogênea associada. Adaptando o i 
todo de redução de ordem (Seção 3.5), procure uma solução t 
equação nâo-homogênea da forma L(f) — v (/)y Y (t) = v(t ) < 
onde v (r) deverá ser determinado. 
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(a) Substitua FríF Y U) e F"(r) na Eq. (i) e mostre que v (f) tem 
que satisfazer v ** — 5u ' = 2. 

(b) Seja u r (0 = v '(;) c mostre que m (r) tem que satisfazer vri — 
5w = 2. Resolva essa equação para w(t). 

(c) integre ic(f) para encontrar v(0 e depois mostre que 

2 _ 1 , 

Y(t) — — ~íe 1 + ”Cj e 4f + c 2 e f . 

A primeira parcela na expressão á direita do sinal de igualdade 
é a solução particular desejada da equação não-homogênea. 
Note que ela contém um produLo de t e de e _t r 
28. Determine a solução geral de 


y + Â 2 v — a m senmjf. 

flt=l 


29, 


onde À > 0 e À T /HTTpara m = 1, A. 

Em muitos problemas físicos, o termo não-homogêneo pode 
ser especificado por fórmulas diferentes em períodos de tem* 
po diferentes, Como exemplo, determine a solução v = éití 
de 


í , 0 < t < JT, 

7ie n r > 7 t t 


satisfazendo as condições iniciais v{0) = 0 e _v'(0) = 1. Supo¬ 
nha. também, que y e y r são contínuas em t = tt. Faça o gráfico 
do termo não-homogêneo e da solução em função do tempo. 
Sugestão: Resolva, primeiro, o problema de valor inicial para 
t ^ 7- depois, resolva para t > tt. determinando as constantes 
nessa última solução a partir das condições de continuidade em 

/ — 77. 

30. Siga as instruções do Problema 29 para resolver a equação di¬ 
ferencial 


y H- 2 y -F 5 y = 


í. 

0 , 


0 < / < jt/2, 
/ > jt/2 


com condições iniciais y(0) = 0 e y r (0) = 0, 


Comportamento de Soluções quando / —* Nos Problemas 3 1 e 
32, continuamos a discussão iniciada nos problemas de 38 a 40 da 
Seção 3.5. Considere a equação diferencial 

ay" + by* -f- cy = g{t), (i) 

onde a, b e c são constantes positivas. 

3 i. Se Y] (íj e YjfO s ^ c> soluções daEq. (í), mostre que F ( (í) — Y^tt) 
—> 0 quando / —> Esse resultado é verdadeiro se b = 0? 


32, Se g(t) - d. uma constante, mostre que toda solução da Eq. (i) 
tende a d/c quando f ->». O que acontece se c = 0? E se b tam¬ 
bém for nulo? 

33, Indicamos, neste problema, um procedimento 7 diferente para 
resolver a equação diferencial 


/' + by + cy = ( D 2 + bD 4- c)y = g{í) t (i) 

onde b e c são constantes, e D denota diferenciação em relação 
a t. Sejam e r 2 os zeros do polinómio característico da equa¬ 
ção homogênea associada. Essas raízes podem ser reais c dis¬ 
tintas, reais e iguais, ou números complexos conjugados, 

(a) Verifique que a Eq. (i) pode ser escrita na forma faLorada 

(£> - r,)(D - r 2 )y = g(r), 
onde T] -F r 2 = —be r x r 2 — c. 

(b) Seja u = (D - r 2 )u Mostre que a solução da Eq. (i) pode 
ser encontrada resolvendo-se as duas equações de primeira or¬ 
dem a seguir: 

(D - rju = g(t), (D — r 2 )y = u(t). 

Nos problemas de 34 a 37, use o método do Problema 33 para resol¬ 
ver a equação diferencial dada. 

34. / — 3y y — 4y = 3e 2í (veja o Exemplo 1) 

35. 2 y" 4- 3y' -f- y — t 2 4- 3senf (veja o Problema 7) 

36. y" 4 2y + y = 2e~ f (veja o Problema 6} 

37. y tf 4- 2y = 3 + 4 sen 2/ (veja o Problema 41 


3.7 Variação dos Parâmetros 

Vamos descrever, nesta seção, um outro método para encontrar 
uma solução particular de uma equação não-homogênea. Esse 
método, conhecido como variação dos parâmetros, é devido a 
Lagrange e complementa muito bem o método dos coeficientes 
indeterminados. A principal vantagem do método de variação dos 
parâmetros é que é um método geral ; pelo menos em princípio, 
pode ser aplicado a qualquer equação e não precisa de hipóteses 
detalhadas sobre a forma da solução. De fato, asaremos esse 
método mais tarde nesta seção para deduzir uma fórmula para 
uma solução particular de uma equação diferencial linear não- 
homogênea de segunda ordem. Por outro lado, o método de va¬ 
riação dos parâmetros pode precisar que calculemos determina¬ 
das integrais envolvendo o Lermo não-homogêneo da equação 
diferencial, o que pode apresentar dificuldades. Antes de olhar o 
método no caso geral, vamos ilustrar seu uso em um exemplo. 


Exemplo 1 

Encontre uma solução particular de 

y ff + 4 y — 3 cs cí, (1) 

Observe que esse problema não é um bom candidato para 
o método de coeficientes indeterminados, como descrito na 
Seção 3,6, já que o termo não-homogêneo, g(t) = 3 esc f 
envolve um quociente (em vez de uma soma ou produto) de 
sen i ou cos t. Precisamos, portanto, de uma abordagem dife¬ 
rente. Note, também, que a equação homogênea associada à 
Eq. (1) é 

(2) 


e que a solução geral da Eq. (2) é 

y c (t) = Cj cos 2/ + c 2 sen2r. (3) 

À idéia básica no método de variação dos parâmeLros é substi¬ 
tuir as constantes c, e na Eq. (3) por funções W|(í) e a 2 U). res- 


’R. S* Luthar, “Aoother Approach io a Siarrdard Differential Equarioif, Year Cnttepe 

Maíkematics Journal 10 {1919). pp. 200-201; veja também D. C. Sandell e F. M. Stein, 
Faciorizatíon of Qperators of Second Order Linear Homogeneous Ordinan 1 DiftêrenLial 
Equalioníi”. T^o íVírr College Maikemancs Journal 8 (1977), pp. 132-141, para uma dix- 
cussão mais geral de operadores que fatorauL 


y" + 4y = o. 
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peetivamente. e depois determinar essas funções de modo que a 
e xpre ssao res u 1 tante 

y = «! (0 cos 2f + u 2 (t) scn2r (4) 

seja solução da equação não-homogênea í 1 )* 

Para determinar zq e z/ 2 , precisamos substituir y da Eq. (4) na 
Eq. {1)* No entanto* mesmo sem fazer essa substituição* podemos 
antecipar que o resultado será uma única equação envolvendo al¬ 
guma combinação de u u u 2 e suas derivadas primeiras e segundas. 
Como temos apenas uma equação e duas funções* esperamos que 
existam muitas escolhas possíveis para u j e u 2 que satisfaçam nos¬ 
sas necessidades. De outra forma* podemos ser capazes de impor 
uma segunda condição de nossa escolha, obtendo, assim, duas equa¬ 
ções para as duas funções desconhecidas it\ e it 2 < Vamos mostrar 
em breve ( seguindo Lagrange) que c possível escolher essa segun¬ 
da condição de maneira a tomar os cálculos bem mais eficientes* 
Voltando à Eq, (4), derivando-a e rearrumando os termos* 
obtemos 

y f = —2u ] (f)sen2í + 2ii 2 (í)cos2f -b u[(t) cos 2r 

+ u 2 { f)sen2f, (5) 

Mantendo em mente a possibilidade de se escolher uma segun¬ 
da condição sobre u } e u 2 . vamos supor que a soma das duas úl¬ 
timas parcelas à direita do sinal de igualdade na Eq. (5) seja nula: 
isto é, supomos que 


podem ser consideradas como um par de equações lineares al¬ 
gébricas para as quantidades desconhecidas W|(r) e « 2 ( 0 * 
Eqs. (6) e (9) podem ser resolvidas de diversas maneiras. Por 
exemplo* resolvendo a Eq. íój para temos 


u f 2 (t) — - u\(t ) 


cos 2t 
sen 2/ 


( 10 ) 


Substituindo na Eq. (9) por essa expressão e simplifican¬ 
do* obtemos 


, ,* 3 esc r sen 2/ _ 

ííj(í) — --—-— —3 cosí. (11) 

Agora, substituindo essa expressão para «í(f) de volta na Eq. (10) 
e usando as fórmulas para o ângulo duplo, vemos que 

f 3 cosí cos 2t 3(l-2sen 2 í) 3 

u?(f) =--- =-- = — esc / — 3senr 

sen 2r 2senr 2 

( 12 ) 

Tendo obtido wj(r) e kíW* integramos a seguir para encon¬ 
trar « T (0 e u 2 (t), O resultado é 


íti(f) = —3senf + c l 


(13) 


e 


u\(t) cos2r + « 2 (Oscn 2 r = 0, (6) 

Segue, então da Eq* (5) que 

y = —2w i (í)stín2r + 2 u^{t) cos 2í. (7) 

Embora o efeito* em ultima análise, du condição (6) ainda não 
esteja claro* pelo menos simplificou a expressão para y*. Conti¬ 
nuando, derivando a Eq. (7), obtemos 

y" — —4«j(r) cos2í — 4«,,(í)sen2í 

— 2«' l (í)*sen2r + 2*4(0 cos 2í. (8) 

Então, substituindo y e y ,f na Eq. (1) pelas Eqs. (4) e (8), respec- 
tivamente* vemos que U\ e u 2 têm que satisfazer 

—2u\{t)sm2t + 2u 2 {t) cos2r — 3 esc t. (9) 

Resumindo nossos resultados ate agora, queremos escolher 
«, e tt 2 de modo a satisfazer as Eqs* (6) e (9). Essas equações 


u 2 (t) = \ ln | esc r - eotgr| + 3cosr 4- c r (14) 

Substituindo essas expressões na Eq. (4), temos 

v——3sen/ cos 2t H-1 ln | esc t —- cotgf [sen2í + 3 cos/senl 
+ c| cos 2 1 + c 2 $en2r* 

Finalmente, usando mais uma vez as fórmulas para o dobro do 
ângulo* obtemos 

y = 3senf + | ln | cscí — cotgr |scn2í 4- c | cos 2r-b c 9 sen2r. 

(15) 

As parcelas naEq, í 15) envolvendo as constantes arbitrárias c\ e 
c 2 correspondem à solução geral da equação homogênea associ¬ 
ada* enquanto a soma restante forma uma solução particular d*; 
equação não-homogênea (1). Portanto, a Eq. í 15) é a solução gerai 
da Eq, (1), 


No exemplo precedente, o método de variação dos parâmetros fun¬ 
cionou bem para determinar uma solução particular e. portanto, a solu¬ 
ção gerai* da Eq, (1), A próxima pergunta é se esse método pode ser apli¬ 
cado efetivamente a uma equação arbitrária* Vamos considerar* então. 

y" + pU)y' + í (Oy = í(0t (16) 

onde />. q e g são funções contínuas dadas. Comu ponto de par¬ 
tida. vamos supor que conhecemos a solução geral 

y c (t) = c,yj(0 + c 2 y 2 (t) (17} 

da equação homogênea associada 

/ + p(t)f + ç(0y = 0* (18) 


Essa é uma hipótese importante* jã que. até agora* só mostramos 
como resolver a Eq. (18) se tiver coeficientes constantes. Se a 
Hq (IS) tem coeficientes que dependem de /* então* em geral* os 
métodos descritos no Cap* 5 têm que ser usados para se obter y c {i ) 
A idéia crucial, como ilustrado no Exemplo 1* é substituir as 
constantes c } e c 2 na Eq. (17} por funções«](/) e u 2 (t), respectiva- 
mente; isso nos dá 

y = u l (t)y í (r) + u 2 {t)y 2 (r), (19) 

Podemos* então, tentar determinar zq(r) e tt 2 (t) de modo que a ex¬ 
pressão na Eq. (19) seja solução da equação não-homogênea (16). 
em vez da equação homogênea (18). Derivando a Eq. (19). obtemos 

y' = u |(í)y J (r) + u ] (t)y[{t) + u 2 U)y 2 (0 + w 2 ( 0 - v 2 Í r )- 
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Como no Exemplo 1. vamos igualar a zero a soma dos te mios 
envolvendo u\{i) e wí(/) na Eq. (20): isto é, vamos supor que 

Hj (Oy | (/) + u' 2 (t)y 2 (t) = 0. (21) 

Então, da Eq, (20). temos 

y = ií|(r)y[(/) + « 2 (í)y2( í )- (22) 

Derivando mais uma vez, obtemos 

y" — u\ (/)>'[ (t) + u{!) + u' 2 (t)y' 2 (t) + ujiOvjU)■ (23) 

Agora, vamos substituir y, v' e V f na Eq. (16) pelas expres¬ 
sões nas Eqs. (19). (22) e (23), nespectivamente. Após rearrumar 
os termos na equação resultante, vemos que 

«i(0[yí'(0 + p(t)y[(t) + 9 (OV|ÍO] 

+ u 2 (t)[Y 2 (t) 4- p(t)y f 2 (t) 4- q(t)y 2 (t)] 

+ ti\ (f)vj (O 4 «?(0}^(0=g(0. 

(24) 

Cada uma das expressões entre colchetes na Eq. ( 24) é nula. pois 
ambas as funções y L e y 2 são soluções da equação homogênea 
1 18). Portanto, a Eq. (24) sc reduz a 

u\(t)y\(t) + u' 2 (t)y f 2 (t) = g(í). (25) 

As Eqs. (21) e (25) formam um sisLema de duas equações linea¬ 
res algébricas para as derivadas u\(t) e mí(í) das funções desco¬ 
nhecidas. Elas correspondem, exatamente, às Eqs. (ó) e (9) no 
Exemplo 1. 

Resolvendo o sistema (21), (25). obtemos 


«;<n 


>2(ng(0 , . yi(0g(Q 

^(y P y 2 )(0’ “ 2 W(y r y 2 )(t)' 


(26) 


onde W(y ] . y 2 ) é o wronskiano de y ( e y 2 . Note que a divisão por 
W é permitida, já que Vj e y 2 formam um conjunto fundamental 
de soluções e, portanto, seu wronskiano não se anula. Integran¬ 
do a Eq. (26). encontramos as funções desejadas u^ri e w 2 (f), a 
saber, 


w,(r) 


MO 


~/ 
-/ 


-*£ML dt + 

W(y { ,y 2 Ht) 

7i(0í(0 , 

— - - dt + c 

W(y l ,y,)(0 2 


(27) 


Se as integrais nas Eqs. (27) puderem ser calculadas em termos 
de funções elementares, então substituímos os resultados na Eq, 
1 19), obtendo, assim, a solução geral da Eq. (16). Mais geralmen¬ 
te, a solução sempre pode ser expressa em termos de integrais, 
como enunciado no teorema a seguir 


Teorema 3.7.1 

Se as funções /?, q e g são contínuas em um intervalo aberto I 
e se as funções yy e _y 2 são soluções linearmente independen¬ 
tes da equação homogênea (18) associada à equação não-ho- 
mogênea (16), 

y" + p(t)y' + q(t)y = g(r). 


então uma solução particular da Eq. (16) é 


E(/) = -y,(í) 


/ 


>' 2 (s)g(s) 

—-- as 

W(y,,>’ 2 )(í) 


+ 



y, (UgU) 

WfVj.VnJÍS) 


ds. 


(28) 


onde íq é qualquer ponto em / escolhido convenientemente. 
A solução geral é 

y = CjVj (t) 4- c 2 y 2 (t) 4- Y(t)< (29) 

como enunciado no Teorema 3.6.2. 


Examinando a expressão (28) e revendo o processo segundo 
o qual a deduzimos, vemos que podem existir duas grandes difi¬ 
culdades na utilização do método de variação dos parâmetros. 
Como mencionamos anteriormente, uma é a determinação de y { 
e y 2 , ou seja. a determinação de um conjunto fundamental de 
soluções da equação homogênea (18), quando os coeficientes da 
equação não são constantes. Uma outra possível dificuldade é o 
cálculo das integrais que aparecem na Eq. (28). Isso depende 
inteiramente da natureza das funções y h y 2 e g ■ Ao usar a Eq. 
(28), certifique-se de que a equação diferencial é exatamente da 
fornia (16): caso contrário, o termo nâo-homogêneo g(í) não será 
identificado corretamente, 

Uma grande vantagem do método de variação dos parâme¬ 
tros é que a Eq. (28) fornece uma expressão para a solução par¬ 
ticular f(r) em termos de uma função não-homogênea arbitrária 
g(/). Essa expressão é um bom ponto de partida se você quiser 
investigar o efeito de variações no termo não-homogêneo, ou se 
quiser analisar a resposta de um sistema sujeito a um número de 
forças externas diferentes. 


Problemas 

Nos problemas dc l a 4. use o método de variação dos parâmetros 
para encontrar urna solução particular da equação diferenciai dada. 
Depois verifique sua resposta usando o método dos coeficientes in¬ 
determinados, 

L v" - 5/ +6v = 2e l 2, y rf - y 1 - 2y = 2e~ l 

3. v" + 2y' + y = 3<T' 4, 4y" - 4y' + y = 16e' /2 

Nos problemas de 5 a 12. encontre a solução geral da equação di¬ 
ferencial dada. Nos Problemas II e 3 2. g é uma função contínua 
arbitrária, 

5. y" -h y = tgf, 0 < r < tt/2 

6. y rt 4 9y = 9 sec 2 3í, 0 < t < tt/6 

I. y" + 4y' + 4y = rV 2 '. r>0 

8. y f 4 4v = 3 csc2r, 0 < t < rr/2 

9, 4y* 4 - y — 2sec(7/2), — n < i < ti 

10, /-2/ + y = //(! + 1 2 ) 

II. y" - 5/ 4 6y = gri) 

12, /' 4 4y = gU) 

Nos problemas de 13 a 20, verifique que as funções dadas V| e y 2 
satisfazem a equação homogênea associada, depois encontre uma 
solução particular da equação não-homogênea dada. Nos Problemas 
19 e 20. g é uma função contínua arbitrária. 
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13. t 2 y" - 2v = 3r — 1. r > 0; 

j | (/) = / 2 , y 2 (f) = f -1 

14. ry" - f(f + 2)y' + (í + 2)y = 2t\ 

f > 0; y,(f) = f, y 2 (í) = te’ 

15. ty" — Ç1 + t)y' + y = r 2 ^, t > 0; 

y,(f)=l+í, y 2 U)=e' 

16. (1 - t)y" + ty‘ -y = 2[f - l)V r , 0 < t < 1; 

>’,<*) - e 1 , y 2 (/) =f 

17. *y r -3*/ + 4y = ,t 2 lnx t x > 0; 

y | (x)=x 2 , y.,(x) = x 2 lnx 

18. x 2 y" + xy' + (x 2 — 0,25)y = 3x 3/2 senx, x > 0; 

y! (x) = x _1/2 senx, y,(x) = x~ l/2 cosx 

19. (1 — x)y" + xy' — y = g{x), 0<x<l; 

y,(x) = e*, y 2 (x) = x 

20. x 2 y" + xy' + (x 2 — 0,25)y = g(x), x > 0: 

>*!(x) = x _ /2 senx, y,{x) = x _l/2 cosx 

21. Mostre que a solução do problema de valor inicial 

Z. [v] = y "+ pil) y' + q(t)y=g(l), y(f„) = y 0 , v'fí 0 ) = y 0 (i) 

pode ser escrita como y — «{/) + u(f). onde ue v são soluções 
dos dois problemas de valor inicial 

í-[«] = o. m(í 0 ) = y (|I m'(í 0 ) = yó> (Ü) 

U«] = g(t), utí 0 ) = 0, u'(/ 0 ) = 0, (iii) 

respectivamente. Em outras palavras, as partes não-homogê- 
neas na equação diferencial e nas condições iniciais podem 
ser tratadas separadamente. Note que u é fácil de achar, se for 
conhecido um conjunto fundamental de soluções para L[u\ — 
0. 

22. Escolhendo o limite inferior de integração na Eq, (28) no texto 
como o ponto inicial fu, mostre que E{r) torna-se 

1 y\(s)y 2 (t) - y l (t)y 2 (s) 


nt) = / ; f; y gw ds. 

J: Q y, (s)y 2 (s) - y, (x)y 2 (í) 

Mostre que F(í) é uma solução do problema de valor inicial 

L[v] = £(*), y(í 0 ) = 0 T /(r 0 ) = ü. 

Assim, Y pode ser identificado com vno Problema 21. 

23. (a) Use o resultado do Problema 22 para mostrar que a solução 
do problema de valor inicial 

/' + y = g(t)* V(%) = 0, y%) = 0 


'-JÍ 


sen(í — s)g(s) ds. 


(b) Use o resultado do Problema 21 para encontrar a solução 
do problema de valor inicial 

v" 4- y = g(T), y ( 0 ) = y 0 , y'( 0 ) = yó- 

24. Use o resultado do Problema 22 para encontrar a solução do 
problema de valor inicial 


L[y] = (D-a)(D-b)y= g(i). 


y(í 0 ) = 0, y'(f„) = 0, 


25. Use o resultado do Problema 22 para encontrar a solução óí 
problema de valor inicial 

L[y] = [D 2 - 2kD + (X 2 + fi 2 )]y = g(t h 

v(r 0 ) = 0. y%) = 0. 

Note que as raízes da equação característica são A ± i/r. 

26. Use o resultado do Problema 22 para encontrar a solução < 
problema de valor inicial 

L[y] = {D — a) 2 y = g(r i, v(f 0 ) = 0, /(í 0 ) = 0, 

onde a é um número real arbitrário. 

27. Combinando os resultados dos problemas de 24 a 26 mostre 
a solução do problema de valor inicial 

£.[>’] = (a D 2 + bD + c)y = g(l ), 

,v(f 0 ) = 0. y'(t 0 ) = 0, 

onde a. b e c são constantes, tem a forma 


y = 4>{t) 


= í 


K(t-s)g(s) ds. 


Ut 


A função K depende apenas das soluções e v 2 da equaç 
homogênea associada c é independente do termo não-homogé 
neo. Uma vez determinado K. todos os problemas não-home- 
gêneos envolvendo o mesmo operador diferencial L ficam re¬ 
duzidos ao cálculo de uma integral. Note, também, que, emlx- 
ra K dependa de r e s, aparece apenas a combinação r — s. ác 
modo que K é. de fato. uma função de uma única variáve 
Quando pensamos em g{t ) como sendo os dados de entrada 
impuí) do problema eemóf r) como os dados de saída (outpm 
segue da Eq. (i) que os dados de saída dependem dos dados í 
entrada em todo o intervalo, do pomo inicial t 0 ao ponto atuai 
A integral na Eq. (i) é a convolução de K e g, e Ké o núcleo 
28, O método de redução de ordem (Seção 3.5) também pode ; 
usado para a equação nao-homogênea 


y” + pU)y' + q(t)y = gU)- 


d» 


desde que se conheça uma solução Vj da equação homogênea 
associada. Seja y — viOy^t) c mostre que y satisfaz a Eq, (i) í 
ufor solução de 


J>i U)v fí + [2yJ (f) + p(/)y t (f)]i'' = g(t). 


íiit 


A Eq. (ii) é uma equação linear de primeira ordem em v. Rt 
solvendo essa equação, integrando o resultado e, depois, mu 
tiplicando por y\(t), obtemos a solução geral da Eq. (i) t 

Nos problemas de 29 a 32, use o método esquematizado no Problv 
ma 28 para resolver a equação diferenciai dada. 


(i) 

29. 


30. 


3L 

(ií) 

32, 


29. f 2 y" -2r/ + 2y =4r 2 , r > 0; 

30. Uy + 7fy + 5 v = f, f > 


í 2 ^. t > 0: 


y,(f) =! 
y,(í) = í _l 

y,(í) = 1 + r 

(veja o Problema 15 < 


onde a e h são números reais com a =£ h. 


yj{f) — e 1 (veja o Problema Í6i 

3.8 Vibrações Mecânicas e Elétricas 

Uma das ratões por que vale a pena estudar equações litieanes 
com coeficientes constantes é que das servem como modelos ma¬ 
temáticos de alguns processos físicos importantes. Duas áreas im¬ 
portantes de aplicações são os campos de vibrações mecânica.' 
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e elétricas. Por exemplo, o movimento de uma massa presa em uma 
moía, as torções de uma haste com um volante, o fluxo de corren¬ 
te elétrica em um circuito simples em série e muitos outros pro¬ 
blemas físicos são bem descritos pela solução de um problema de 
valor inicial da forma 

ay" + by' + cy - g(t), y(0) = v 0 , /(O) = y' a - (1) 

Isso ilustra uma relação fundamental entre a matemática e a 
física: muitos problemas físicos têm o mesmo modelo ma re má ri¬ 
co. Assim, uma vez sabendo como resolver o problema de valor 
inicial (lh é necessário, apenas, interpretar apropriadamente as 
constantes < 7 , h e c, c as funções y e g , para obter soluções de pro¬ 
blemas físicos diferentes. 

Estudaremos o mov imento de uma massa presa a uma mola por¬ 
que unia compreensão do comportamento desse sistema simples é o 
primeiro passo na investigação de sistemas vibratórios mais comple¬ 
xos. Além disso, os princípios envolvidos são os mesmos para mui¬ 
tos problemas. Considere uma massa m pendurada em uma das ex¬ 
tremidades de uma mola vertical com comprimento original /, como 
mostra a Fig. 3.8.1. A massa causa um alongamento L da mola para 
baixo (no sentido positivo). Existem duas forças agindo sobre o ponto 
onde a massa está presa à mola; veja a Fig. 3.8.2. A torça gravitact- 
onal, ou peso da massa, puxa para baixo e tem módulo igual a mg f 
onde g é a aceleração da gravidade. Existe também uma força. F Vf 
devido à mola, que puxa para rima. Se supusermos que o alongamento 
L da mola é pequeno, a força da mola fica muito próxima de ser pro¬ 
porcional a L : isso ê conhecido como a lei de Hooke. 8 Assim, escre¬ 
vemos F s — -kL onde a constante de proporcionalidade ké chama¬ 
da constante da mola e 0 sinal de menos é devido ao fato de a força 
da mola puxar para cima (no sentido negativo). Como a massa está 
em equilíbrio, as duas forças estão balanceadas, o que significa que 

mg — kL = 0, (2) 



m t 

u 


FIG. 3,8,1 L m sistema massa-mola 


* F s = -kL 


o 


t ití = mg 

FIG, 3,8,2 Diagrama de forças para um sistema massa-mola. 


*Robert Hooke (1635-17031 foi um ciemistu. inglês vom interesses variados. Seu livro mais 
smpoTtante, Afícrographia M foi publicado em 1665 e descreve uma variedade de observa¬ 
ções microscópicas. Hooke publicou sua lei sobre o comportamento elástico pela primeira 
vez em 1676 Como ceiimosssftuv; em 167H ele deu a interpretação como uTfensio sic vis* o 
que significa, grasso modo* “como a força, assim é o deslocamento” 


Para uni dado peso w = mg , pode-se medir L e depois usar a Bq 2 
para determinar L Note que k tem unidades de força/compriment. 

No problema dinâmico correspondente, estamos interessados 
em estudar o movimento da massa, seja na presença de uma for¬ 
ça externa ou seja sob um deslocamento inicial. Denote por ui t >. 
medido positivamente no sentido para baixo, o deslocamento da 
massa a partir de sua posição de equilíbrio no instante n veja a 
Fig. 3.8.1, Então u(t) está relacionado às forças que agem sobre 
a massa pela lei do movimento de Newton, 

mu"(t) = /(O, (3) 

onde u ff é a aceleração da massa e/é a força total agindo sobre a 
massa. Note que tanto u quanto/são funções do tempo. Existem 
quatro forças separadas que têm que ser consideradas para se 
determina rf. 

1- O peso w = mg da massa sempre age para baixo. 

2, A força da mola F 3 é suposta de ser proporcional ao alonga¬ 
mento total L + tt da mola e sempre age para restaurar a mola 
à sua posição natural. Se L + u > 0, então a mola está disten¬ 
dida e a força da mola puxa para cima. Nesse caso, 

F s = ~k(L + u)* (4) 

Por outro lado. se L + u < 0, então a mola está comprimida 
de uma distância L + u e a força da mola, agora puxando para 
baixo, é dada por F s = k\L + u|. No entanto, quando L + u < 
0, temos \L 4 u\ = ~(L 4- w), IoüO F s é dada, novamente, pela 
Eq. (4). Assim, independente da posição da massa, a força 
exercida pela mola sempre é dada pela Eq. (4). 

3. A força de amortecimento ou resistência F d sempre age no 
sentido oposto ao sentido do movimento da massa, Essa for¬ 
ça pode aparecer de diversas fontes: resistência do ar ou de 
outro meio onde a massa esteja se movendo, dissipação de 
energia interna devido à extensão ou compressão da mola, 
atrito entre a massa e qualquer guia (se existir) que limite seu 
movimento a uma dimensão, ou um dispositivo mecânico 
(amortecedor) que gere uma força de resistência ao movimen¬ 
to da massa. Em qualquer caso, supomos que essa força de 
resistência c proporcional ao módulo da velocidade \duidt da 
massa; em geral, isso é chamado de amortecimento viscoso. 
Se duidt > 0, então u está crescendo, de modo que a massa 
está se movendo para baixo. Nesse caso F d aponta para cima 
e é dada por 

F d U) = -yw'(f), (5) 

onde y ê uma constante positiva de proporcionalidade conhe¬ 
cida como constante de amortecimento. Por outro lado. se dul 
dl < 0. então u está diminuindo, de modo que a massa está se 
movendo para cima e F d aponta para baixo. Nesse caso, F d - 
t|h'(í)|; como \u f (t)\ = - u(t), segue que F d é dado, novamen¬ 
te, pela Eq. (5). Assim, independentemente do sentido de mo¬ 
vimento da massa, a força de amortecimento sempre é dada 
pela Eq. (5), 

A força de amortecimento pode ser bastante complicada, 
e a hipótese de que ela é modelada adequadamente pela Eq. 
(5) é discutível. Alguns amortecedores funcionam como aEq. 
(5) descreve e, se as outras fontes de dissipação forem peque¬ 
nas. pode ser possível ignora-ias todas, ou ajustar a constante 
de amortecimento y de modo a aproximá-las. Um grande be¬ 
nefício da hipótese (5) é que ela nos leva a uma equação dife¬ 
rencial linear (em vez de não-linear). Isso. por sua vez, sig- 
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nifica que pode ser feita uma análise compleia do sistema di¬ 
retamente, como mostraremos nesta e na próxima seção. 

4 , Pode ser aplicada uma força externa F( t) apontando para baixo 
ou para cima, dependendo se F(t ) é positiva ou negativa. Isso 
poderia ser uma força devida ao movimento da estrutura onde 
esta presa a mola, ou poderia ser uma força aplicada diretamente 
na massa. Muitas vezes a força externa é periódica. 

Levando em consideração essas forças, podemos reescrever 
a lei de Newton (3) como 

= mg + F s (t)+ F d (t) + F(t) 

— mg - k[L + u(t)] - yuU)+ F(t ), (ó) 

Como mg — kL = 0 pela Eq. (2), segue que a equação de movi¬ 
mento da massa é 

mu"(t) 4- yu{t) + ku(t) = F{t ), (7) 

onde as constantes m* ye k são positivas. Note que a Eq. (7) tem 
a mesma forma que a Eq. (1), 


Exemplo 1 

Uma massa de 4 libras (cerca dc 1,8 kg) estica uma mola de 2 
polegadas (cerca de 5 cm). Suponba que a massa é deslocada 6 
polegadas adicionais e depois é solta. A massa está em um meio 
que exerce uma resistência viscosa de 6 libras quando a massa 
está a uma velocidade de 3 pés por segundo (cerca de 91 cm). 
Sob as hipóteses discutidas nesta seção, formule o problema de 
valor inicial que governa o movimento da massa. 

O problema de valor inicial pedido consiste na equação dife¬ 
rencial (7) e condições iniciais (8), de modo que nossa tarefa é 
determinar as diversas constantes que aparecem nessas equações. 
A primeira etapa é escolher as unidades de medida. Da forma 
como foi enunciado o problema, é natural usar as medidas in¬ 
glesas, no lugar do sistema métrico de unidades. A única unida¬ 
de de tempo mencionada é o segundo, de modo que mediremos 
f em segundos. Por outro lado, o enunciado contém tanto pés 
quanto polegadas como unidades de comprimento. Não importa 
qual a medida a ser usada, mas, urna vez escolhida a medida, 
temos que ser consistentes. Para definir, vamos medir o deslo¬ 
camento em pés (um pé tem 12 polegadas). 

Como nada foi dito no enunciado do problema sobre uma força 
externa, vamos supor que F(t) = 0. Para determinar m, note que 

tu 41b 1 lb-s 2 

g 32 pés/s 2 8 pés 


Vibrações Livres Não-Amortecidas* Se não existe força exter¬ 
na, então F(t) = 0 na Eq. (7), Vamos supor, também, que não há 
amortecimento, de modo que y — 0; essa é uma configuração 
idealizada do sistema, que dificilmente (se alguma vez) aconte¬ 
ce na prática. No entanto, se o amortecimento for muito peque¬ 
no, a hipótese de que não há amortecimento pode dar resultados 
satisfatórios em intervalos de tempo pequenos ou até modera¬ 
dos, Nesse caso a equação de movimento (7) se reduz a 

mur + kit = 0, (11) 


É importante compreender que a Eq. (7) é apenas uma 
equação aproximada para o deslocamento w(f), Em particu¬ 
lar, ambas as Eqs, (4) e (5) devem ser vistas como aproxi¬ 
mações para a força da mola e a força de amortecimento, 
respectivamente, Não levamos em consideração na nossa 
discussão, também, a massa da mola, supondo-a desprezí¬ 
vel perto da massa do corpo. 

A formulação completa do problema de vibração requer que 
especifiquemos duas condições iniciais, a saber, a posição inici¬ 
al e a velocidade inicial m da massa: 

m( 0) = u 0 , w'(Q) = v 0 . (8) 

Segue tio Teorema 3.2.1 que essas condições fazem com que o 
problema matemático tenha uma única solução, Isso é consistente 
com nossa intuição física de que, se a massa é colocada em mo¬ 
vimento com um deslocamento e velocidade iniciais, então sua 
posição estará unicamente determinada em todos os instantes fu¬ 
turos. A posição da massa é dada (aproximadamente) pela solu¬ 
ção da Eq. (7) sujeita às condições iniciais dadas (8), 


O coeficiente de amortecimento y é determinado da afirmação 
de que yu' é igual a 6 1b quando u* é 3 pés/s. Logo. 

61b _ lb-s 
3 pés/s pés" 

A constante da mola k é encontrada a partir da afirmação de que 
a massa estica a mola por 2 in, ou 1/6 pés. PortanLo, 

f 4 lb _ Ib 

k =-=s 24 —. 

1 /6 pés pés 

Em conseqüência. a Eq. (7) fica 

+ 2 tt + 24 u — 0, 

ou 

u" + 16w' 4- 192w = 0. (9) 

As condições iniciais são 

u(0) = ±, i/( 0) = 0, (10) 

A segunda condição inicial é implicada pela palavra "solta' no 
enunciado do problema, que interpretamos como a massa sendo 
colocada em movimento sem velocidade inicial. 


A solução geral da Eq. (11) é 

ii ^ A cos o) Q t + Bsenco^t, (12) 

onde 

íüq = k/m. {í 3) 

As constantes arbitrárias A e B podem ser determinadas se fo¬ 
rem dadas condições iniciais da forma (8). 
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Ao discutir a solução da Eq. f 11 ), é conveniente reescrever a 
Eq. (12) na forma 

u = R cos (o) 0 t — ò), (14) 

ou 


u = R cos 5 ços ü)qí + /?scn<5senn; 0 f. (15) 

Comparando as Eqs. (15) e (12), vemos que A. B, R e 5 estão 
relacionados pelas equações 

A = /?cos<5. B = RsenS. (16) 

Assim, 

R = Va 2 + fi : , IgS = B/A. (17) 


Ao calcular 8 ê preciso tomar cuidado para se escolher o qua¬ 
drante correto; isso pode ser feito verificando-se os sinais de cos 
Se sen 8 nas Eqs. (16), 

O gráfico da função na Eq. (14), ou na equação equivalente 
1 12), aparece na Fig, 3,8.3 para um conjunto típico de condições 
iniciais. O gráfico c uma onda co-senoidal deslocada que des- 
creve um movimento periódico, ou harmônico simples, da mas¬ 
sa. O período do movimento é 


V k / 


m \ i/2 
k 


(18) 


A frequência circular ojq = ^ k/m. medida em radianos por uni¬ 
dade de tempo, é chamada de frequência natural da vibração. O 



FIG, 3,8,3 Movimento harmônico simples: u - R cos[%r — Ô). 


deslocamento máximo R da massa a partir de sua posição de equi¬ 
líbrio é i\ amplitude do movimento. O parâmetro adimensíonal 8 
é chamado de fase, ou ângulo de fase, e mede o deslocamento da 
onda a partir de sua posição normal, correspondendo a 8 = 0, 
Note que o movimento descrito pela Eq, (14) tem amplitude cons¬ 
tante, que não diminui com o tempo, Isso reflete o fato de, na ausên¬ 
cia de amortecimento, o sistema não ter como dissipar a energia dada 
pelos deslocamento e velocidade iniciais, Além disso, pai a uma massa 
m e uma constante de mola k dadas, o sistema sempre vibra à mesma 
ffeqüênda índependentememe das condições iniciais. No entan¬ 
to, as condições iniciais ajudam a determinar a amplitude do movi¬ 
mento. Finalmente, note que, pela Eq. (18), T aumenta quando m 
aumenta, de modo que massas maiores vibram mais devagar. Por 
outro lado, T diminui quando k aumenta, o que significa que molas 
mais duras fazem com que o sistema vibre mais rapidamente. 


Exemplo 2 

Suponha que uma massa de 101b (cerca de 4,5 kg) estica uma mola 
de 2 in (cerca de 5 cm), Se a massa for deslocada 2 polegadas a 
mais e depois colocada em movimento com unia velocidade ini¬ 
ciai apontando para cima dc 1 ft/s (cerca de 30 cm/s), determine a 
posição da massa em qualquer instante posterior. Determine, tam¬ 
bém, o período, a amplitude e a fase do movimento. 

A constante da mola ék = 10 lb/2 in - 60 lb/fi, e a massa é m 

- w/g - 10/32 lb s 2 /ft. 9 Logo, a equação de movimento se reduz a 

u ff + 192n = 0, (19) 

e a solução geral é 

u = A cos(8\/3f) + BscníSV^r). 

A solução que satisfaz as condições iniciais ui 0) = 1/6 ft e ü'{0) 

- -1 ft/s é 

u = ^cosíSV^í)-—seníS^Br). (20) 

6 8V3 

A frequência natural é új ü = A i 92 — 13.856 rad/s. de modo que 
T = 2it/ojq = 0,45345 s, A amplitude Re a fase 8 são dadas pe¬ 
las Eqs. (17), Temos 

Rl = A + 7^7 “ 7ZZ- logo R~ 0.18162 pés. 


A segunda das Eqs. (17) nos dá tg 8 = —v'3/4. Existem duas 
soluções dessa equação, uma no segundo quadrante e outra no 
quarto. No problema atual, cos 8 > 0 e sen ô < 0, logo 8 está no 
quarto quadrante e temos 

8 — — arctg (V'3/4) = —0,40864 rad. 

O grafico da solução (20) está ilustrado na Fig. 3.8.4. 



FIG. 3.8.4 Uma vibração livre sem amortecimento: u " + Í92u — 0, u{Q) 
= 1/6, u J (ü) = -1. 


\ aceleração da gravidade nus- medidas inglesas é de 32 fcV. UV. T.) 
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Vibrações Livres Amortecidas. Se incluirmos o efeito do amor¬ 
tecimento, a equação diferencial que governa o movimento da 
massa é 


Embora o movimento não seja periódico, o parâmetro /jl de¬ 
termina a freqiiencia segundo a qual a massa oscila para cirna e 
para baixo; em conseqüência, jjl é chamada de quase freqüên- 
eia. Comparando rl com a frequência w 0 do movimento sem 
amortecimento, vemos que 


mu" + yu + ku — 0, (21) 

Estamos especialmente interessados em examinar o efeito da 
variação na constante de amortecimento ypara valores dados da 
massa m e da constante da mola L Às raízes da equação caracte¬ 
rística correspondente são 


A última aproximação é válida quando y/4 km ê pequeno: 
referimo-nos a essa situação como “pouco amortecida \ Assim, 
o efeito de pouco amortecimento é reduzir, ligeiramente, a fre- 
qüência da oscilação. Por analogia com a Eq. (18), a quantidade 
T d = 2 7 tí/jl é chamada de quase período. E o tempo entre dois 
máximos ou dois mínimos sucessivos da posição da massa, ou 
entre passagens sucessivas da massa por sua posição de equilí¬ 
brio indo no mesmo sentido. A relação entre T d e T é dada por 


Dependendo do sinal de y - 4 km. a solução u tem uma das se 
guíntes formas: 


onde, novamente, a última aproximação é válida quando y/4 km é 
pequeno. Assim, pouco amortecimento aumenta o quase período. 

As Eqs, (27) e (28) reforçam o significado da razão adimen- 
sional YÍAkm. Não é apenas o tamanho de y que determina se o 
movimento é pouco ou muito amortecido, mas o tamanho de y 
comparado com 4 km. Quando y/4 km é pequeno, o amortecimen¬ 
to tem efeito pequeno na quase frequência e no quase período 
do movimento. Por outro lado, se queremos estudar o movimen¬ 
to detalhado da massa em todos os instantes, então nunca pode¬ 
mos desprezar a força de amortecimento, não importa o quão pe¬ 
quena, 

Quando y 2 /4km aumenta, a quase frequência jjl diminui e 
o quase período T d aumenta. De fato. jjl —* 0 e T d —> » quan¬ 
do y -> 2 ykm. Esse valor é conhecido como amortecimen¬ 
to crítico, enquanto para valores maiores de y o movimento 
é dito superamorteddo. Nesses casos, dados pelas Eqs. (24) 
e (23), respectivamente, a massa volta à sua posição de equi¬ 
líbrio. mas não oscila em torno dela. como para y pequeno. 
Á Fíg, 3.8.6 mostra dois exemplos típicos de movimento com 
amortecimento crítico, e a situação é mais discutida nos Pro¬ 
blemas 21 e 22, 


Como m, y e k são positivos, t ~ 4£m é sempre menor do que 
y. Então, se y - 4 km ^ 0, os valores de jq e r 2 dados pela Eq, 
(22) são negativos. Se y - 4 km < 0, então os valores de jq e r 2 
são complexos, mas com parte real negativa. Assim, em todos 
os casos, a solução u tende a zero quando t —> isso ocorre 
independente mente dos valores das constantes arbitrárias Aei?. 
isto é, independentemente das condições iniciais. Isso confirma 
nossa expectativa intuitiva de que o amortecimento dissipa gra¬ 
dualmente a energia do sistema e, em consequência, o movimento 
vai parando com o passar do tempo. 

O caso mais importante é o terceiro, que ocorre quando o 
amortecimento é pequeno. Fazendo À = R cos ô e 8 = R sen ê 
na Eq. (25). obtemos 

u — Re~ yt f 2in cosf/.rr — &). (26) 

O deslocamento u fica entre as curvas u — ±Re~ yTÍ2m ; logo, pa¬ 
rece-se com uma unda co-senoídal cuja amplitude diminui quan¬ 
do { aumenta. Um exemplo típico está esboçado na Fíg, 3,8.5. O 
movimento é chamado de oscilação amortecida, ou vibração 
amortecida. Q fator R na amplitude depende de m , % k e das 
condições iniciais. 


■Ytf2m 


Ytf2m 


FIG. 3.8.6 Movimentos com amortecimento crítico: ic + «' + G,25íí 
= 0 : u = (A + Bi)e~ fí2 . 


FIG, 3.8.5 Vibração amortecida; u — Re 


[ CQ${pLl — 6). 
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Exemplo 3 


O movimento de determinado sistema mola-massa é governado 
pela equação diferencial 


lí" + 0425 h' + u = Q t (29) 


onde u € medido em pés e t em segundos. Se íí( 0) = 2 e w'(G) = 
0, determine a posição da massa em qualquer instante. Encontre 
a quase freqüência e o quase período, assim como o instante no 
qual a massa passa pela primeira vez pela sua posição de equilí¬ 
brio. Encontre, também, o instante rtal que |u(r)| < 0*1 para todo 

/ > T. 

A solução da Eq. (29) é 


u — e 


</255 V255 

A cos . t H- B sen —f 


16 


16 


Para satisfazer as condições iniciais, precisamos escolher .4 
= 2 e B = 2/v255, logo a solução do problema de valor ini¬ 
cial é 



onde tg 8 = l/\ 255. de modo que 8 — 0.06254. A Fig. 3.8.7 
mostra o deslocamento da massa em função do tempo. Para efei¬ 
tos de comparação, mostramos, também, o movimento no caso 
em que o amortecimento c desprezado. 


FIG. 3.8.7 Vibração pouco amortecida (curva 
sólida) e sem amortecimento (curva pontilhada). 



A quase freqüência é i± = V 255/16 = 0,998 e o quase perí¬ 
odo é T d = 27 t/^l = 6,295 s. Esses valores diferem apenas ligei¬ 
ramente dos valores correspondentes (1 e 2 tt, respectivamente) 
para a oscilação sem amortecimento. Isso também é evidente nos 


gráficos na Fig, 3.8.7. que sobem e descem praticamente juntos. 
O coeficiente de amortecimento é pequeno neste exemplo, ape¬ 
nas um dezesseis avos do valor critico» de fato. Não obstante* a 
amplitude da oscilação ê rapidamente reduzida. A Fig. 3,8.8 



FIG, 3.8.8 Solução do Exemplo 3: determinação de t. 
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mostra o gráfico da solução para 40 ^ / < 60, junto com os grá¬ 
ficos de u = ±0J. Pelo gráfico, r parece ser em tomo de 47,5 e 
uni cálculo mais preciso mostra que t = 47,5149 s. 

Para encontrar o instante no qual a massa passa, pela primei¬ 
ra vez, pela sua posição de equilíbrio, vamos nos referir à Eq. 


Circuitos Elétricos. Um segundo exemplo da ocorrência de equa¬ 
ções diferenciais lineares com coeficientes constantes é sua uti¬ 
lização como modelo do fluxo de corrente elétrica no circuito 
simples ilustrado na Fig. 3.8.9, A corrente I. medida em ampe¬ 
res, é uma função do tempo /. A resistência R (em ohrns), a ca- 
pacitância C (em farads) e a indutância L (em henrys) são todas 
constantes positivas que supomos conhecidas. A tensão aplicada 
E (em volts) é uma função do tempo dada. Uma outra quantidade 
física que entra na discussão é a carga total Q (em coulombs} no 
capacitor no instante t. A relação entre a carga Q e a corrente / ê 

í = dQ/dt, (31) 

O íluxo de corrente no circuito é governado pela segunda lei 
de Kirchhoff: 10 £>n um circuito fechado, a tensão aplicada é igual 
à soma das quedas de tensão no resto do circuito , 

De acordo com as leis elementares da eletricidade, sabemos 
que: 

A queda de tensão no resistor é IR. 

A queda de tensão no capacitor é QIC. 

A queda de tensão no indutor é L dl/dt. 

Portanto, pela lei de Kirchhoff 

L~ + RI + ^Q = E(t). (32) 

dt C 

As unidades foram escolhidas de modo que 1 volt = 1 ohm * 1 
ampère = 1 coulomb/ 1 farad = 1 henry ■ 1 ampère/l segundo. 

Substituindo / pela expressão na Eq, (31), obtemos a equa¬ 
ção diferencial 

LQ" + RQ'+ i Q = E(t) (33) 

para a carga Q. As condições iniciais são 


Q(r 0 ) = G 0 , Q'(t 0 ) = /(*„) = V (34) 


Resistência R Capacitáncia C 



]ndutãncia L 


FIG, 3,8,9 Um circuito elétrico simples. 


111 Custav Kinchhoff f 182J-18871*. professor em Breslau, Heiddberg e Bertim, foi um dos 
maiores físicos do século dezenove. E3e descobriu as leis básicas dos circuitos elétricos em 
torno de 3 845. enquanto estudante em Kõnigsberg. É, também, famoso por seu trabalho 
fundamental em absorção eletromagnética e emissão, e foi um dos fundadores da espectros- 
copia. 


(30) e fazer v 255//16 — 8 igual a rr/2 t o menor zero positivo 
da função cosseno. Então, resolvendo para /. obtemos 

t = 4L (2+á) ~ 1,637s. 

•/255 '2 / 


Logo, precisamos saber a carga no capacitor e a corrente no cir¬ 
cuito em algum instante inicial í 0 . 

De outro modo, podemos obter uma equação diferencial para 
a corrente I derivando a Eq, (33) em relação a r e depois usando 
a Eq. (31) para substituir dQ/dt. O resultado é 

W + RV + 4 / « £'(f), 

com as condições iniciais 

/(<q)-V /'(*0> =/ O' 

Da Eq. (32), segue que 

„ £(i 0 ) - */ 0 - U/C)S 0 

7 “- 1 

Portanto, / f j também é detenninado pela carga e pela corrente 
iniciais, que são quantidades fisicamente mensuráveis, 

A conclusão mais importante dessa discussão é que o fluxo 
de corrente no circuito é descrito por um problema de valor ini¬ 
cial que tem precisamente a mesma forma que o que descreve o 
movimento de um sistema mola-massa. Esse é um bom exem¬ 
plo do papel unificador da matemática: uma vez que você sabe 
como resolver equações lineares de segunda ordem com coefi¬ 
cientes constantes, você pode interpretar os resultados em ter¬ 
mos de vibrações mecânicas, circuitos elétricos ou qualquer ou¬ 
tra situação física que leve ao mesmo problema. 


Problemas 

Nos problemas de I a 4. determine cúq, R e 8 de modo a escrever a 
expressão dada na fornia u = R co$(oy - S). 

L u = 3cos2r4-4sen2r 2, u = -cosí + V3sen/ 

3, u = 4cos3f — 2sen3r 4. u = -Zcosnt — 3sen7n 

a 

w 5, Uma massa de 3 libras (cerca de 900 gí estica unia mola de 6 
polegadas ícerca de 15 cm). Se a massa é puxada para baixo 3 
polegadas adicionais e depois é solta, e se nào há amortecimen¬ 
to, determine a posição u da massa em qualquer instante r, Faça 
o gráfico de u em função de r. Encontre a frequência. o período 
e a amplitude do movimento, 

6, Uma massa de 100 g estica uma mola de 5 cm. Se a massa é 
colocada em movimento, a partir de sua posição de equilíbrio, 
com uma velocidade apontando para baixo de 10 cm/s. e se não 
hã amorteci mento, determine a posição u da massa cm qual¬ 
quer instante t. Quando a massa retoma pela primeira vez à sua 
posição de equilíbrio? 

7, Uma massa de 3 lb (cerca de 1.36 kg} estica uma mola de 3 
in (cerca de 7,6 cm}, Se a massa é empurrada para cima. con¬ 
traindo a mola de 1 in. t depois colocada em movimento com 
uma velocidade para baixo de 2 ft/s. e se não hã amorteci¬ 
mento, encontre a posição u da massa em qualquer instante 
t. Determine a frequência, o período, a amplitude e a fase do 
movimento. 


(35) 

(36) 

(37) 





Equações Lineares de Segunda Ordem 111 


S. 


I 9. 


10 , 


12 . 

13, 

14, 

15, 

16, 

17, 

18, 

19, 


Um circuito em série tem um capacitor de Ü T 25 x 10 -ft farad c 
um indutor de 1 henry. Se a carga inicial no capacitor é de 10 -6 
coulomb e não há corrente inicial, enconire a carga Q no 
capacitor em qualquer instante L 

Uma massa de 20 g estica uma mola de 5 cm. Suponha que a 
massa também está presa a um amortecedor viscoso com uma 
constante de amortecimento de 400 dinas * s/cm. Se a massa é 
puxada para baixo mais 2 cm e depois solta, encontre sua posi¬ 
ção a em qualquer instante í. Faça o gráfico de u em função de 
t. Determine a quase frequência e o quase período. Determine 
a razão entre o quase período e o período do movimento sem 
amortecimento correspondente. Encontre, também, o instante 
t tal que u(ty < 0.05 cm para todo t > t, 

Uma massa de 16 lb (cerca de 7 kg) estica uma mola de 3 iu 
ícerca de 7.5 cm). A massa está presa a um amortecedor visco¬ 
so com constame de amortecimento de 2 lh ■ s/ft (1 fi — 12 in}. 
Se a massa é colocada em movimento a partir de sua posição 
de equilíbrio com uma velocidade para baixo de 3 ft/s, encon¬ 
tre sua posição u em qualquer instante /. Faça o gráfico de u em 
função de t. Determine quando a massa retoma pela primeira 
vez à sua posição de equilíbrio. Encontre, também, o instante r 
tal que |w(f)| < 0,01 in para todo t > r. 

Uma mola é esticada 10 cm por uma força de 3 newtons. Uma 
massa de 2 kg é pendurada na mola e presa a um amortecedor 
viscoso que exerce uma força de 3 newtons quando a velocidade 
da massa é de 5 m/s, Se a massa é puxada 5 cm abaixo de sua 
posição de equilíbrio e dada uma velocidade inicial para baixo 
de 10 cm/s. determine sua posição tt em qualquer instante /. En¬ 
contre a quase frequência fi e a razão entre /r. e a frequência na¬ 
tural do movimento sem amortecimento correspondente, 

Um circuito em série tem um capacitor de 10 * farad, um 
resistor de 3 x 10 2 ohms e um indutor de 0.2 henry. A carga 
inicial no capacitor é 10 -6 coulomb e não há corrente inicial. 
Encontre a carga Q no capacitor em qualquer instante L 
Um certo sistema em vibração satisfaz a equação u” -F yu* 4 u 
= 0. Enconire o valor do coeficiente de amortecimento y para o 
qual o quase período do movimento amortecido é 50% maior do 
que o período do movimento sem amorteci mento correspondente. 
Mostre que o período do movimento de uma vibração não- 
amor tecid a de uma massa pendurada em uma mola vertical é 
2— A Líg. onde Léo alongamento da mola devido ao peso da 
massa e g é a aceleração da gravidade. 

Mostre que a solução do problema de valor inicial 

mu tf -\-yu f + ku — 0, u{t Q ) = « Qt u(t Q ) = 

pode ser expressa como a soma u — v 4- vr. onde v satisfaz as 
condições iniciais u(í 0 ) = v '(h) = 0, w satisfaz as condi¬ 

ções iniciais w(í 0 ) = 0. >v'(f 0 ) = e ambas satisfazem a mes¬ 
ma equação diferencial que m, Esse é um outro exemplo de su¬ 
perposição de soluções de problemas mais simples para se ob¬ 
ter a solução de um problema mais geral. 

Mostre que A cos íüpí + 5 sen pode ser escrito na forma r 
senfíUQÍ - ô). Determine r e 0 em função de A e B. Se R cosí 
— 5) = /■ sen( (o 0 r — 0). determine a relação entre R. r, ôe 0. 
Uma massa de 8 lb í cerca de 3.6 kg) estica uma mola de 1,5 in 
(cerca de 3.8 cm), A massa também está presa a um amortece¬ 
dor com coeficiente y. Determine o valor de y para o qual o 
sistema tenha amortecimento crítico: certifique-se de colocar 
as unidades de y. 

Se um circuito em série tem um capacitor de C — 0.8 x KT 6 
farad e um indutor de L — 0.2 henry, encontre a resistência R 
de modo ao circuito ter amortecimento crítico. 

Suponha que o sistema descrito pela equação mu" + yu + 
ku = Ü tem amortecimento crítico ou está superamortecido. 
Mostre que a massa pode passar por sua posição de equilíbrio 
no máximo uma vez, indcpendeniemeute das condições ini¬ 
ciais, Sugestão: Determine todos os valores possíveis de / para 
os quais u = 0. 


20. Suponha que o sistema descrito pela equação mu** ~F yu 4- ku 

- 0 tem amortecimento crítico e que as condições iniciais são 
n(G) = w*(0) — % Se q) = 0, mosLre que íí —> 0 quando / —> 

x, mas que u nunca se anula. Se for positivo, determine uma 
condição sobre que garanta que a massa vai passar pela sua 
posição de equilíbrio após o instante inicial. 

21. Decremento Logarítmico, (a) Para a oscilação amortecida 
descrita pela Eq, í26), mostre que o intervalo de tempo entre os 
máximos sucessivos é de T d = Ztt/ji. 

(b) Mostre que a razão entre os deslocamentos em dots máxi¬ 
mos sucessivos é dada por exp{ yT d /2m). Note que essa razão 
não depende do par de máximos sucessivos escolhido, O 
logaritmo neperiano dessa razão é chamado de decremento lo¬ 
garítmico e denotado por A. 

(c) Mostre que A = rry/zu/z. Como iw, ^u. e A são quantidades 
facilmente mensuráveis em um sistema mecânico* esse resul¬ 
tado fornece um método conveniente e prático para determi¬ 
nar a constante de amortecimento do sistema, que é mais difí¬ 
cil de medir diretamente, Em particular, para o movimento de 
uma massa vibrando em um fluído viscoso, a constante de 
amortecimento depende da viscosidade do fluido: para formas 
geométricas simples, a forma dessa dependência é conhecida e 
a relação precedente permite a determinação experimental da 
viscosidade. Essa c uma das maneiras mais precisas dc sc de¬ 
terminar a viscosidade de um gás a altas pressões, 

22. Tendo em vista o Problema 21. encontre o decremento logarít¬ 
mico do sistema no Problema 10. 

23. Para o sistema no Problema \ 7, suponha que A = 3 e T d - 03 
s. Tendo em vista o Problema 2 1 , determine o valor do coefici¬ 
ente de amortecimento y, 

24. A posição de um determinado sistema mola-massa satisfaz o 
problema de valor inicial 

+ ku = 0, h(0) — 2, í/(0) — v. 

Se observa-se que o penodo e a amplitude do movimento re¬ 
sultante sao tt e 3. respectivamente. determine os valores de k 
e v. 

A 

• 25, Considere o problema de valor inicial 

+ « = 0, u( 0) = 2, h'(0) = G. 

Queremos explorar o quão longo é o intervalo de tempo neces¬ 
sário para que a solução se Eorne "desprezível" e como esse 
intervalo depende do coeficiente dc amortecimento y. Mais 
precisamente, vamos procurar o instante rtal que |w(f)j < 0.01 
para todo / > r. Note que o amortecimento crítico para este 
problema ocorre quando y = 2. 

(a) Seja y = 0,25 e determine rou, pelo menos, estime-o de 
forma razoavelmente precisa a partir de um gráfico da solução. 

(b) Repita o item (a) para diversos outros valores de y no inter¬ 
valo 0 < y < 1.5. Note que r sempre decresce quando y cres¬ 
ce. para y nesse intervalo, 

(c) Crie um gráfico de rem função de y colocando os pares de 
valores encontrados nos itens (a) e (b). O gráfico parece ser uma 
curva suave? 

(d) Repita o item (b) para valores de y entre 1.5 e 2. Mostre 
que t continua a diminuir até que y atinja um determinado va¬ 
lor crítico y 0 , após o qual r aumenta. Encontre y [( e o valor mí¬ 
nimo correspondente de - com duas casas decimais. 

íe) Uma outra maneira de proceder é escrever a solução do pro¬ 
blema de valor inicial na forma (26). Despreze o fator co-seno 
e considere, apenas, o fator exponencial e a amplitude R. De¬ 
pois. encontre uma expressão para r em função de y. Compare 
os resultados aproximados obtidos desse modo com os valores 
determinados nos itens (a), fb) e (d), 

26. Considere o problema de valor inicia! 

mu" H- yu + ku = 0, í/( 0) = w 0 , a (0) — v 0 . 





112 Equações Lineares de Segunda Ordem 


27. 


28. 


4'- 29. 


Suponha que y 2 < 4 km. 

(a) Resolva o problema de valor inicial. 

fb) Escreva a solução na forma u{t) = R exp{—yf/2m) co$(^f 

- £). Determine R em função de m, y, k y lí 0 e v^. 

(c) Investigue a dependência de R no coeficiente de amorteci¬ 
mento ypara valores fixos dos outros parâmetros. 

Um bloco cúbico de lado / e densidade de massa por unidade 
de volume p está flutuando em um fluido com densidade de 
massa por unidade de volume onde p 0 > p. Se o bloco é 
mergulhado lígeiramenie e depois solto, ele oscila na posição 
vertical. Supondo que se pode desprezar o amortecimento vis¬ 
coso do fluido e a resistência do ar, deduza a equação diferen¬ 
cial do movimento e determine o período do movimento. 
Sugestão: Use o princípio de Arquimedes: Um objeto comple¬ 
ta ou parcialmente submerso em um fluido sofre a ação de uma 
força empurrando-o para cima ío empuxo) de módulo igual ao 
peso do fluido deslocado. 

A posição de um determinado sistema mola-massa satisfaz o 
problema de valor inicial 

u" + 2ii = 0, ^{0)^0, u'(0) = 2, 

(a) Encontre a solução desse problema de valor inicial. 

(b) Faça os gráficos de u e de «' em função de t no mesmo par 
de eixos. 

(c) Faça o grafico com u em um dos eixos e u no outro; isto é, 
faça o gráfico paramétrico de u{t) e h'(í), usando t como parâme¬ 
tro. Esse tipo de gráfico é conhecido como gráfico de fase (ou 
retrato de fase) e o plano uu é chamado de plano de fase. Note 
que uma curva fechada no plano de fase corresponde a uma solu¬ 
ção periódica u(t). Qual o sentido do movimento (trigonométrico 
ou horário) no retrato de fase quando t aumenta? 

A posição de determinado sistema mola-massa satisfaz o pro¬ 
blema de valor iniciai 


sistência viscosa do ar com coeficiente y. Mostre que o deslo¬ 
camento u(t) da massa a partir de sua posição de equilíbrio sa¬ 
tisfaz a Eq. (21), Como a dedução da equação de movimento 
# nesse caso difere da dedução dada no texto? 

# 32. No sistema massa-mola do Problema 31, suponha que a força 

exercida pela mola nao é dada pela lei de Hooke mas, em vez 
disso, satisfaz a relação 

F s = —(ku 4- ew 3 ), 

onde k > 0 e e 6 pequeno em módulo, mas pode ter qualquer 
sinal. A mola é dita *dura T * se e > 0 e “mole" se e < 0. Por que 
esses termos são apropriados ? 

(a) Mostre que o deslocamento n(r) da massa a partir de sua 
posição de equilíbrio satisfaz a equação diferencial 

mu ft 4 yu 4 ku 4 err — 0, 

Suponha que as condições iniciais são 

u(0) — 0, tf'(0)=I, 

No restante deste problema, suponha que m = 1, k = I e y 
= 0 . 

(b) Encontre «(0 quando é = 0 e determine, também, a ampli¬ 
tude e o período do movimento, 

(c) Seja e = 0.1. Faça o gráfico (de uma aproximação numéri¬ 
ca) da solução, Esse movimento parece ser periódico? Se for. 
estime a amplitude e o período. 

(d) Repita o item (c) para e-0,2ee = 0,3. 

(e) Coloque em um gráfico os valores estimados da amplitude 
Â e du período T em função de e. Descreva a maneira segundo 
a qual Aef, respectivamente, dependem de e, 

(f) Repita os itens (c), (d) e (e) para valores negativos de e. 


u" + \u + 2u = 0, H(0) = 0, h'(0) - 2. 

(a) Encontre a solução desse problema de valor inicial. 

(b) Faça os gráficos de u e de u em função de t no mesmo par 
de eixos. 

(c) Faça o gráfico de u em função de u no plano de fase (veja 
o Problema 28), Identifique diversos pomos correspondentes 
nas curvas dos itens (b) e (c). Qual o sentido do movimento no 
plano de fase quando í aumenta? 

30. Na ausência de amortecimento, o movimento de um sistema 
massa-mola satisfaz o problema de valor inicial 

mu /r 4 ku — 0, w(0) — a T h'(Q) — b , 

(a) Mostre que a energia cinética dada inicialmente à massa é 
mb 2 ll e que a energia potencial armazenada inicial mente na 
mola é karil. de modo que a energia total inicial do sistema é 
(ka 2 4- mb 2 )/ 2, 

(b) Resolva o problema de valor inicial dado, 

(c) Usando a solução no item (b) s determine a energia total no 
sistema em qualquer instante n Seu resultado deve confirmar o 
princípio de conservação de energia para esse sistema. 

31. Suponha que uma massa m desliza sem atrito em uma superfí¬ 
cie horizontal. A massa esta presa a uma mola com constante 
k , como ilustrado na Fig. 3,8.10, e está sujeita, também, à re- 


3.9 Vibrações Forçadas 

Vamos agora investigar a situação na qual uma força externa 
periódica é aplicada a um sistema mola-massa. O comportamento 
desse sistema simples modela muitos sistemas oscilatórios sob 
a ação de uma força externa em conseqüêncía. por exemplo, de 
um motor ligado ao sistema. Vamos considerar primeiro o caso 
no qual há amortecimento e vamos considerar mais tarde o caso 
especial ideal no qual supõe-se que não há amortecimento. 

Vibrações Forçadas com Amortecimento . Suponha que a força 
externa é dada por F () cos o)U onde F íò e to são constantes positi¬ 
vas representando, respectivamente, a amplitude e a freqüência 
da força. Então a equação de movimento é 

mu" 4 y u + ku = Fq cos (1) 

onde m. yek são, respectivamente, a massa, o coeficiente de 
amortecimento e a constante da mola do sistema mola-massa. A 
solução geral da Eq, (1) tem que ser da forma 

it ^ +^«2(0 + A cosztíí (2) 


u[t) 


k pJ-, 

^AAAMMAr- in !] 


FIG, 3,8.Í0 Um sistema massa-mola. 


+ B sen cor — u c (t) 4 Uir). 

As duas primeiras parcelas na expressão à direita do primeiro 
sinal de igualdade na Eq. (2) formam a solução geral u c (t) da 
equação homogênea associada à Eq. (1), enquanto as duas úl¬ 
timas parcelas correspondem a uma solução particular U(t) da 
equação não-homogênea completa. Os coeficientes AeB po¬ 
dem ser encontrados, como de hábito, substituindo-se essas ex¬ 
pressões na equação diferencial (1), enquanto as constantes ar- 
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bitrárias c t e c 2 ficam disponíveis para satisfazer quaisquer con¬ 
dições iniciais que forem prescritas. As soluções w,(f) e u 2 U) 
da equação homogênea dependem das raízes r ( e r 2 da equação 
característica mf + yr 4- k = 0. Como m t y e £ são todas cons¬ 
tantes positivas, segue que, ou ambas as raízes r x e r-, são reais 
e negativas, ou ambas são complexas conjugadas com parte real 
negativa. Em qualquer dos casos, ambas as soluções u^t) e u 2 {t) 
tendem a zero quando t Como u c {i) tende a desaparecer 
quando t aumenta, ela é chamada de solução transiente. Em 
muitas aplicações ela tem pouca importância e (dependendo do 
valor de y) pode ser difícil de detectar depois de apenas alguns 
segundos. 

O resto da Eq. (2), a saber U(t) = A cos a>i 4- B sen não 
tende a desaparecer quando t aumenta, mas persiste indefinida- 
mente ou enquanto a força externa estiver sendo aplicada, Essa 
parte representa uma oscilação estacionária com a mesma fre- 
qüência que o forçamemo e é chamada de solução estado esta¬ 
cionário ou solução Forçada. A solução transiente nos permite 
satisfazer quaisquer condições iniciais que possam ser impostas; 
com o passar do tempo, a energia colocada no sistema pelo des¬ 
locamento e velocidades iniciais é dissipada pelo amortecimen¬ 
to e o movimento se toma, então, a resposta do sistema à força 
externa. Sem amortecimento, o efeito das condições iniciais per¬ 
maneceria indefinidamente. 

É conveniente expressar U(r) como uma única expressão 
trigonométrica, em vez de uma soma de duas parcelas. Lembre- 
se de que fizemos isso para outras expressões semelhantes na Se¬ 
ção 3,8. Podemos, então, escrever 


U(t) = Rcosiújt - 8 ). (3) 


A amplitude R e a fase 8 dependem diretamente de A e de B e. 
indiretamente, dos parâmetros na equação diferencial (1}. E pos¬ 
sível mostrar, por cálculos algébricos diretos mas um tanto ex¬ 
tensos, que 



onde 


cosí — 


m{coX — ar) 


sen S = —, (4) 

A 


A = Jm 1 {oÃ - co 2 ) 1 + y 2 cú 2 e coi = k/m. (5) 


Vamos agora investigar como a amplitude R da oscilação 
estado estacionário depende da freqüência (ú da força externa. 
Para excitações de baixa freqüência, isso é T quando co —> 0, se¬ 
gue das Eqs, (4) e (5) que R —* FJh. No outro extremo, para 
excitações de freqüência muito alta, as Eqs, (4) e (5) implicam 
que R —> ü quando w —> algum valor intermediário de to. 

i amplitude pode atingir um máximo. Para encontrar esse ponto 
de máximo, podemos diferenciar R em relação a cu e igualar o 
resultado a zero. Dessa forma, encontramos que a amplitude é 
máxima quando cu = onde 


2 2 y~ 

— w u 2 rn 2 



—)■ 

2mk J 


( 6 ) 


Note que < a) n e que a> máx fica próximo de co (] quando y é 
pequeno. O valor máximo de R é 


^máx — 


= — (i + 

ywi V 


- (y 2 /4mk) 


—) 

Smk ) 


(?) 


nde a última expressão é uma aproximação para y pequeno. Sc 
r (mk > 2, então dado pela Eq. (6) é imaginário; nesse caso. 


o valor máximo de R ocorre quando m = 0 e R é uma função 
monótona decrescente de ú). Lembre-se de que o amortecimento 
crítico ocorre quando yhnk = 4. 

Para y pequeno, segue da Eq. (7) que = F^/ym^ Por¬ 
tanto, para sistemas ligeiramente amortecidos, a amplitude R 
da solução estado estacionário quando oj está próximo de é 
bastante grande mesmo para uma força externa relativamente 
pequena, e esse efeito é maís pronunciado quanto menor o va¬ 
lor de y. Esse fenômeno é conhecido como ressonância e é, 
muitas vezes, importante levar isso cm consideração durante o 
projeto. A ressonância pode ser boa ou má* dependendo das cir¬ 
cunstâncias, Tem que ser levada muito a sério no projeto de 
estruturas, como prédios ou pomes, onde pode produzir uma 
instabilidade induzindo falhas catastróficas na estrutura. Por 
outro lado, a ressonância pode ser bem usada no projeto de 
instrumentos, como sismógrafos, que pretendem detectar sinais 
periódicos fracos, 

A Fig. 3,9,1 contém alguns gráficos representativos de Rkf 
F fí em função de a)!uy {] para diversos valores de F — y^lmk. A 
quantidade Rk/F 0 é a razão entre a amplitude R da solução esta¬ 
do estacionário e o deslocamento estático FJk da mola produ¬ 
zido por uma força F 0 . A figura inclui o gráfico correspondente 
a T - 0,015625 porque esse é o valor de T que aparece no Exem¬ 
plo 1. Note, em particular, o cume fino na curva corresponden¬ 
te a F = 0,015625 perto de ü)/a> Q = 1.0 caso-limiie T —* 0 tam¬ 
bém está ilustrado. Segue das Eqs. (4) e (5) que R —> - 

orl quando y—> 0 e, portanto, o gráfico de RkfF Q é assíntótíco à 
reta vertical oj - como ilustrado na figura. A medida que au¬ 
menta o amortecimento no sistema, a resposta máxima diminui 
gradual mente. 

A Fig. 3.9.1 também ilustra a utilidade da variável adimensi- 
onal y. Você pode verificar facilmente que cada uma das quan¬ 
tidades Rk/F 0i w/cu 0 e F é adimensional. A importância dessa ob¬ 
servação é que o número de parâmetros significativos no proble¬ 
ma foi reduzido a três, em vez dos cinco que aparecem na Eq. 
(1). Portanto, apenas uma família de curvas, algumas das quais 
estão ilustradas na Fig, 3.9.1, descrevem o comportamento da so¬ 
lução em função da freqüência para todos os sistemas governa¬ 
dos pelaEq. (1). 



FIG. 3,9.1 Vibração forçada com amortecimento: amplitude da 
solução estado estacionário em função da freqüência da força externa; 
F = r/mk. 
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O ângulo de fase 8 também depende de modo interessante 
de Para o)próximo de zero, segue das Eqs. (4) e (5) que cos 
8 = 1 e sen <5 = 0. Logo 8= 0 e a solução está quase em fase 
com a excitação, o que significa que elas aumentam e diminu¬ 
em juntas e, em particular, atingem seus máximos e mínimos 
respectivos pratícamente juntas. Para oj = co 0 > vemos que cosô 
= 0 e sen 8=1, logo 8 = ir/2. Nesse caso, a solução fica atra¬ 
sada em relação à excitação, isso é, os picos da solução ocor¬ 
rem tt/ 2 mais tarde que os picos da excitação e analogamente 
para os vales. Fmalmente, para 00 muito grande, temos cos 
8 = -1 e sen 5=0. Logo 8 = tt, de modo que a solução está 
praticamente fora de fase com a excitação: isso significa que 
a solução é mínima quando a excitação é máxima e vice-ver¬ 
sa. A Fig. 3.9.2 mostra os gráficos de Ô em função de cú/o} q para 
diversos valores de T. Para um pequeno amortecimento, a tran¬ 
sição de fase de perto de 8 = 0 para perto de 8 = tt ocorre um 
tanto abruptameme, enquanto, para valores grandes do parâ¬ 
metro de amortecimento, a transição acontece de forma mais 
gradual 


Exemplo 1 

Considere o problema de valor inicial 

u ' + 0,125*/ 4- u = 3 cos wt. u(Ü) = 2. //<())= 0. (8) 

Desenhe gráficos da solução para valores diferentes da frequên¬ 
cia oj de forçaniento e compare-os com os gráficos coirespon- 
dentes da força externa. 

Para esse sistema temos — 1 e T = 1/64 — 0,015625. O 
movimento sem força externa foi discutido no Exemplo 3 da 
Seção 3,8, e a Fig, 3,8.7 mostra o gráfico da solução do proble¬ 
ma sem forçamento. As Figs. 3.9.3, 3.9.4 e 3.9.5 mostram a so¬ 
lução do problema com forçamento (8) para co = 0,3, oj = 1 e tu 
= 2. respeetivamente. O gráfico da força externa corresponden¬ 
te também esta ilustrado em cada figura. Nesse exemplo, o des¬ 
locamento estático FJk é igual a 3. 



FIG, 3.9.2 Vibração forçada com amortecimento: fase da solução estar 
estacionário em função da freqüência da força externa; T — y~hnk. 


A Fig. 3.9.3 mostra o caso de freqüência baixa, w/oj^ = 0.3 
Depois que a parte transiente da solução praticamente desapare¬ 
ce, a solução estado estacionário que resta está essencial mente 
em fase com a excitação, e a amplitude da solução é um poucc 
maior do que o deslocamento estático. Especificamente. R = 
3,2939 e 5 = 0,041185, 

O caso ressonante, ojfa) 0 m 1, está ilustrado na Fig. 3.9,4. Aqu: 
a amplitude da solução estado estacionário é oito vezes maior d: 
que o deslocamento estático, e a figura também mostra o atras 
previsto de tt/2 em relação à força externa. 

O caso de excitação com freqüência relativamente alta está ilus¬ 
trado na Fig. 3,9.5. Observe que a amplitude da solução estado es 
tacionário é aproximadamente um terço do deslocamento estático 
e que a diferença de fase entre a excitação e a solução é aproxima¬ 
damente rr. Mais precisamente, R = 0.99655 e 8= 3,0585, 



S olu ção Força extern a 


FIG. 3.9.3 Uma vibração forçada com amortecimento; solução de u” + 0. 125*/ 4 u = 3 cos 0,3;, a(0) = 2, w'(0) = 0, 
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Força externa Solução 


FIG. 3.9.4 Uma vibração foiçada com amortecimento; solução de u" H- 0,I25í/ + u = 3 cos t T u(0) = 2, w'(0) = 0, 



Força externa Solução 


FIG. 3.9.5 Uma vibração forcada com amortecimento; solução de li' 4 0, 1 25íí' 4 u = 3 cos 2 f, w{0) — 2. w'(0) — 0. 


Ví&ropoes Forçadas sem Amortecimento . Vamos supor agora 
que y = 0 na Eq, (1), obtendo assim a equação de movimento 
oscilatório com forçamento e sem amortecimento 

mu tf 4 kii — Fq cos cot. (9) 

A forma da solução geral da Eq. (9) vai ser diferente dependen¬ 
do da frequência de forçamento co ser ou não igual à freqüência 

natural Wq — ^ k/m do sistema sem forçamento. Considere pri¬ 
meiro o caso co ^ co L) : então a solução geral da Eq. (9) é 

F~ 

it = C] cos co\)t 4 c: sen omi -í -——— cos cot. (10) 

— oj-) 

Ás constantes c E e c 2 são determinadas pelas condições ini¬ 
ciais. O movimento resultante é. em gerai, a soma de dois mo¬ 
vimentos periódicos de frequências (tu n e co) e amplitudes dife¬ 
rentes. 

E particularmeme interessante supor que a massa está íni- 
cialmente em repouso, de modo que as condições iniciais são 
w(0) = 0 e w'(G) = 0, Então a energia que alimenta o sistema 
vem ínteiramente da força externa, sem contribuição das con¬ 


dições iniciais. Nesse caso as constantes c, e c 2 na Eq. (10) 
são dadas por 


Fo 

ci =-=-— * 

m{m g — co l ) 

e a solução da Eq, (9) é 


C2 — 0, 


( 11 ) 


Fo 

li = -=-—(cos Cút — COS CüqI). (12) 

nticoQ — cor) 

Essa é a soma de duas funções periódicas com períodos diferen¬ 
tes mas com a mesma amplitude. Usando as identidades 
trigonométricas para cos(A ± B) com A = 4 co)t/2 efí = (w (> 

— (o)tf 2. podemos escrever a Eq. (12) na forma 


ti — 


2 Fo 


lm{aà - co 2 } 


sen 


(ífJO — co)t 


{COQ+Cü)t 

sen---. (lo) 


Se \(o ü — cul é pequeno, então w {! + w é muito maior do que 
]<d 0 — wL Em consequência, sen(cu 0 4- w)r/2 é uma função que 
oscila muito mais rapidamente do que sen(o^ — oj)f/2. Logo o 
movimento consiste em uma oscilação rápida com frequência 
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(co 0 + w)/2 mas com uma amplitude senoídal variando deva¬ 
gar e igual a 


2 F n 


A/7 |CU>Q — Oi 4 -] 


sen 


(cuo — wU I 


Esse tipo de movimento, que possui uma variação periódica 
de amplitude, exibe o que é conhecido como um batimen¬ 


to. Por exemplo, um tal fenômeno ocorre em acústica quando 
dois diapasões de freqüências quase iguais são excitados si¬ 
multaneamente. Nesse caso a variação periódica de amplitude é 
bastante aparente ao ouvido. Em eletrônica, a variação da am¬ 
plitude em relação ao tempo é chamada de modulação da 
amplitude. 


Exempío 2 

Considere o problema de valor inicial 

m" 4- u = Ü,5cos0,8f, u(0)=0, h(0) = Q, (14) 

e faça o gráfico da solução. 

Nesse caso ü> 0 = 1, cu = 0,8 e F 0 = 0,5, de modo que a solu¬ 
ção do problema dada pela Eq, (13) é 

u — 2,77778 sen 0*1/ sen 0,9/. (15) 

A Fig, 3,9.6 mostra o gráfico dessa solução. A variação de am¬ 
plitude tem uma frequência baixa de 0,1 e um período lento cor¬ 
respondente de 20rr. Note que um meio período de IOtt corres¬ 
ponde a um único ciclo de amplitude crescente e depois decres¬ 


cente. O deslocamento do sistema mola-massa oscila com uma 
frequência relativamente alta de 0,9, que é só ligeiramente me¬ 
nor do que a freqüência natural . 

Agora imagine que a freqüência de forçamento co é ainda mais 
aumentada, digamos para co ~ 0,9, Então a freqüência baixa é 
diminuída pela metade para 0,05, e o meio período correspon¬ 
dente é dobrado para 20 w. O multiplicador 2,7778 também au¬ 
menta substancialmente para 5,2632. No entanto, a freqüência 
alta aumenta muito pouco para 0,95. Você pode visualizar o que 
acontece quando co vai tomando valores cada vez mais próximos 
da freqüência natural új 0 = 1? 



Vamos voltar para a Eq, (9) e considerar o caso da ressonân¬ 
cia, quando co = isso é, a freqüência de forçamento é igual à 
freqüência natural do sistema. Então o termo não-homogêneo 
F n cos cot é uma solução da equação homogênea associada. Nes¬ 
se caso a solução da Eq. (9) é 


ii — o cos cüqí h- cj sen coqí + 


Fq 

2mcúft 


t sen coí)t. 


(16) 


Devido ao termo t sen a solução prevê que o movimento 
vai se tomar ilimitado quando r —* «> independentemente dos va¬ 


lores de c ] e de c ; ; veja a Fig. 3,9.7 para um exemplo típico, t 
claro que, no mundo real, oscilações ilimitadas não podem ocor¬ 
rer, Quando u to ma-se muito grande, o modelo matemático nc 
qual a Eq. (9) se baseia não é mais válido, já que a hipótese Cr 
que a força da mola depende linearmente do deslocamento pre¬ 
cisa que u seja pequeno. Como vímos, se o amortecimento está 
incluído no modelo, o movimento previsto permanece limitad* 
no entanto, a solução correspondente ao forçamento F [} c os cui 
pode ser bastante grande se o amortecimento é pequeno e se ü 
está perto de 
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FIG* 3*9*7 Ressonância; solução de tt" + u = 0,5 cos 7, «(0) = 0 T w'(0) - 0; u = Q,25í sen L 


Problemas n. 

Nos problemas de 1 a 4* escreva a expressão dada como um produto 
de duas funções trigonométricas com frequências diferentes. 

1. cos9f“cos7f 2. sen7f — senóf 

3. cosTTí +cos2;n 4* sen3r+sen4f 

5. Uma massa de 4 lb (cerca de l .8 kg) estica uma mola de 1,5 in 

(cerca de 5 cm). A massa é deslocada 2 in no sentido positivo a 12* 
partir de sua posição de equilíbrio e solta sem velocidade inicial 
Supondo que não há amortecimento e que a massa sofre a ação 
de uma força externa de 2 cos 3r lb. formule o problema de valor 
inicial que descreve o movimento dessa massa* 

6. Uma massa de 5 kg estica uma mola de 10 cm. A massa sofre a 

ação de uma torça externa de 10 senu/2) N e se move em um 13, 
meio que amortece o movimento com uma força viscosa de 2 
N quando a velocidade da massa é de 4 cm/s. Se a massa é co¬ 
locada em mo v i me n to a partir de sua posiç ao de equ i 1 íbri o co m 
uma velocidade inicial de 3 cm/s* formule o problema de valor 4? 14. 

inicial que descreve o movimento da massa* 

7. (a) Encontre a solução do Problema 5. 

(b) Faça o gráfico da solução* 15. 

(c) Se a força externa dada for substituída pela força da freqüên- 
cia co igual a 4 sen cot. encontre o valor de m para o qual ocorre 
ressonância* 

8. (a) Encontre a so lução do proble ma de valor i níciai no Problema 6. 

(b) Identifique as partes transiente e estado estacionário da solução. 

(c) Faça o gráfico da solução estado estacionário. 

(d) Se a força externa dada é substituída pela força da frequên¬ 
cia (ii igual a 2 cos cot. encontre o valor de co para o qual a am¬ 
plitude à resposta forçada é máxima. 

9. Se um sistema massa-mola nào-amorteddo com uma massa de 

6 lb (cerca de 2.7 kg) e uma constante da mola de 1 lb por po¬ 
legada é colocado em movimento, de repente, no instante r = 16* 

0, por uma força externa de 4 cos 7r lb, determine a posição da 

massa em qualquer instante e desenhe o gráfico de seu deslo¬ 
camento em função do tempo. 

10. Uma massa de 8 lb ícerca de 3,6 kg) estica uma mola de 6 in 
(cerca de 15 cm). Uma força externa de 8 sen 8f lb age sobre o r 
sistema. Se a massa é puxada 3 in para baixo e depois solta* w 17* 
determine a posição da massa em qualquer instante de tempo, 

Deiermine os quatro primeiros instantes em que a velocidade 
da massa é nula. 


Uma mola é esticada ó in ícerca de 15 cm) por uma massa de 8 
lb (cerca de 3*6 kg)* A massa está presa a um amortecedor que 
tem uma constante de amortecimento de 0.25 lb's/pé e está sob 
a ação de uma força externa igual a 4 cos 2f lb. 

(a) Determine a solução estado estacionário desse problema* 

(b) Se a massa dada é substituída por uma massa m. determine 
o valor de m para o qual a amplitude da solução estado estaci¬ 
onário é máxima. 

A mola de um sistema massa-mola tem constante de 3 N/m* É pre¬ 
sa uma massa de 2 kg na mola e o movimento se dá em um fluido 
viscoso que oferece uma resistência numericamente igual ao mó¬ 
dulo da velocidade instantânea. Se o sistema sofre a ação de uma 
força externa de 3 cos 3r — 2 sen 3f N. determine a solução estado 
estacionário. Expresse sua resposta na forma R cosfíur — £), 
Forneça os detalhes na determinação de quando a solução es¬ 
tado estacionário dada pela Eq. (11) é máxima: isto é, mostre 
que ü)^ e R m áK são dados pelas Eqs. (12) e (13), respectiva¬ 
mente. 

Encontre a velocidade da resposta estado estacionário dada 
pela Eq. (3). Depois mostre que a velocidade é máxima quan¬ 
do CO — ÜJq. 

Encontre a solução do problema de valor inicial 
u ! 4- u = F(t ), u( 0) = 0, í/(0) = 0, 

onde 

F 0 /, 0 < r < jt. 

F(t) = F 0 {2tt ~-í)« tt < t < 27T, 

0, 2tt < /. 

Sugestão : Trate separadamente cada intervalo de tempo e iguale 
as soluções nos intervalos diferentes supondo que u e u* sâo 
funções contínuas de r. 

Um circuito em série tem um capacitor de 0*25 X L0 -ú farad, 
um resistor de 5 X 1Q 3 oh ms e um indutor de 1 henry. A carga 
inicial no capacitor é zero. Se uma bateria de 12 volts é conec¬ 
tada ao circuito e o circuito é fechado em ; = 0, determine a 
carga no capacitor em r = 0,001 s, em t = 0,01 s e em qualquer 
instante /. Determine, também, a carga limite quando t x. 
Considere um sistema vibratório descrito pelo problema de valor 
inicial 

u ft + + 2u = 2cos euf, íf(0) = 0, w'(0) = 2. 
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(a) Determine a parte estado estacionário da solução desse pro¬ 
blema, 

(b) Encontre a amplitude A da solução estado estacionário em 
função de xo. 

(c) Faça o gráfico de A em função de co. 

(d) Encontre o valor máximo de A t a frequência <o onde ele 
ocorre, 

18, Considere o sistema forçado, mas não amortecido descrito pelo 
problema de valor inicial 

u" + u = 3 cos cot, &(Ü) = 0, u\0) = 0, 

(a) Encontre a solução u(t) para xo =£ I. 

(b) Faça o gráfico da solução «(r) em função de t para xo — 0,1, 
<o — 0,8 e xo = 0,9. Descreva como a solução u(t) muda quan¬ 
do o) varia nesse intervalo. O que acontece se xo assume valo¬ 
res cada vez mais próximos de 17 Note que a frequência natu¬ 
ral do sistema sem a força externa é = 1. 

19 ♦ Consi dere o s iste ma v i bratóri odes crito pelo problema de v alor 
inicial 

u " + u = 3 cosíoí, w(G) = 1, u'(0) = 1. 

(a) Encontre a solução para wr 1. 

(b) Faça o gráfico da solução u(t) em função de t para xo — 
0,7, xo = 0,8 e tu = 0,9. Compare os resultados com os do 
Problema 18, isto é, descreva o efeito das condições iniciais 

, não-nulas, 

20, Para o problema de valor inicial no Problema 18, faça o gráfi¬ 
co de u em função de u para xo = 0,7, xo — 0,8 e xo = 0,9: isto 
é, faça nm retrato de fase da solução para esses valores de <o. 
Use um intervalo de tempo suficientememe longo para que 
apareça como uma curva fechada no gráfico de fase. Coloque 
uma seta na sua curva indicando o sentido de percurso quando 
r aumenta. 

Os problemas de 21 a 23 tratam do problema de valor inicial 

u ft -f 0,125»' +4a = F(r) f u(0) = 2, u{ 0) = 0. 


Em cada um desses problemas: 

(a) Faça os gráficos da função externa F(i) e da solução u(t) em 
função de t usando o mesmo conjunto de eixos. Use um inter¬ 
valo de tempo suficientemente longo para que a solução tran¬ 
siente seja substanrialmente reduzida. Observe a relação entre 
a amplitude e a fase da força externa e a amplitude e a fase da 
solução. Note que xo 0 = *Jkfm = 2, 

(b) Faça o retrato de fase da solução, isto é, o gráfico de a' em 
função de u, 

41 21. FU) = 3cos(tf4) 

4 22. F(r) = 3 cos2í 
41 23, F(í) = 3 cos óf 

24. Um sistema massa-mola com uma mola dura f Problema 32 da 
Seção 3.8) sofre a açao de uma força externa periódica. Na 
ausência de amortecimento, suponha que o deslocamento da 
massa satisfaz o problema de valor inicial 


u -\- u - j- 


iw 3 — QQSCüt, 


u( 0 ) = 0 , u(0) = 0 . 


4 - 25. 


ta) Seja oi = 1 e gere. em um computador, a solução do proble¬ 
ma dado, O sistema exibe batimento? 

(b) Faça o gráfico da solução para diversos valores de xo entre 
1/2 e 2. Descreva como a solução varia quando w aumenta. 
Suponha que o sistema do Problema 24 seja modificado para in¬ 
cluir amortecimento e que o problema de valor inicial resultante é 


li” + jU +U +- = CQSXúL 


u( 0) = 0, u f ( 0)=G. 


(a) Gere, em um computador, o gráfico da solução para diver¬ 
sos valores de co entre 1/2 e 2 e estime a amplitude R da solu¬ 
ção estado estacionário em cada caso, 

(b) Usando os dados encontrados em (a), faça o gráfico de R 
em função de Para que freqüência co a amplitude é máxima 

(c) Compare os resultados dos itens (a) e (b) com os resultado- 
correspondentes para o problema linear. 
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Equações Lineares de Ordem Mais Alta 


A estrutura teórica e os métodos de resolução desenvolvidos no 
capítulo anterior para equações lineares de segunda ordem po¬ 
dem ser estendidos, diretamente, para equações lineares de ter¬ 
ceira ordem ou de ordem mais alta. Neste capítulo, vamos fazer 
um apanhado geral rápido dessa generalização, apontando, em 
especial, os exemplos nos quais aparecem fenômenos novos, de¬ 
vido à grande variedade de situações que podem ocorrer para 
equações de ordem mais alta. 


4.1 Teoria Geral para Equações 
Lineares de Ordem n 


Como a Eq. (2) envolve a n-ésima derivada de y em relação a 
f, serão necessárias, grosso modo, n integrações para se resolver 
essa equação. Cada urna dessas integrações vai gerar uma cons¬ 
tante arbitrária, Podemos esperar, portanto, que, para obter uma 
única solução, será preciso especificar n condições iniciais, 

yOo) = >0» /(<b> = y'o .= yo n ~ U ' ( 3 ) 

onde t {) pode ser qualquer ponto no intervalo / e , ,.., y l 0 n “ é 

qualquer conjunto dado de constantes reais. O teorema de existência 
e unicidade a seguir, semelhante ao Teorema 3,2.1. garante que exis¬ 
te uma solução do problema de valor inicial (2), (3) e que eia é única. 


Uma equação diferencial linear de ordem n é uma equação da 
forma 


íf-'y 




+ P n (Oy = G(t ), 


(D 


Supomos que as funções P n . P n e G são funções reais e con¬ 

tínuas definidas em algum intervalo/: a < r < /3, e que P tí nunca 
se anula nesse intervalo. Então, dividindo a Eq. (1) por P 0 (f), 
obtemos 


r T d n y 

L[ - v] = ~dF +P|(0 


d n ~ l y 


dt 


n —i 


^— + p„ 


, d\ 


+ P„U)y = g(t). (2) 


O operador diferencial linear L de ordem n definido pelaEq. (2) 
é semelhante ao operador de segunda ordem definido no Cap. 3, 
A teoria matemática associada à Eq. (2) é inteiramente análoga 
à teoria para equações lineares de segunda ordem; por essa ra¬ 
zão, apenas enunciaremos os resultados para o problema de or¬ 
dem n. As demonstrações da maioria dos resultados também são 
semelhantes ãs demonstrações para as equações de segunda or¬ 
dem e são, em geral, deixadas como exercício. 


Teorema 4.1.1 

Se as funções p^p 2 . p ti e g são contínuas em /, então exis¬ 

te exatamente unia solução y = <£(/} da equação diferencial 
(2) que também satisfaz as condições iniciais (3), Essa solu¬ 
ção existe em todo o intervalo /, 

Não demonstraremos esse teorema aqui, No entanto, se os 
coeficientesforem constantes, então podemos construir 
a solução do problema de valor inicial (2), (3) de modo seme¬ 
lhante ao que fizemos no Cap, 3; veja as seções de 4,2 a 4,4. 
Embora possamos encontrar a solução nesse caso, não sabere¬ 
mos se ela é única se não usarmos o Teorema 4.1.1. Uma demons¬ 
tração desse teorema pode ser encontrada nos livros de Ince (Se¬ 
ção 3.32) e de Coddington (Cap, 6), 

A Equação Homogênea, Como no problema correspondente de 
segunda ordem, vamos discutir primeiro a equação homogênea 

Lba=y (n, +/> 1 (0/ n - l) + • ■ ■ + #>„_! <0/ + P n {t)y = 0. 

(4) 

Se as funções y h y,. y„ são soluções da Eq. (4), segue, por 

cálculo direto, que a combinação linear 
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y — c i^i(0 + ^> 2 ^) + ■ * ■ + c n y„U), (5) 

onde c ]7 y .> c n são constantes arbitrárias, também é solução da 
Eq. (4). É natural, então, perguntar se todas as soluções da Eq, 
(4) podem ser expressas como uma combinação linear de y l7 ..., 
y n . Isso será verdade se for possível escolher as constantes c ]7 .... 
c n de modo que a combinação linear (5) satisfaça as condições 
iniciais (3), sejam elas quais forem. Ou seja, para qualquer esco¬ 
lha do ponto t Q em I e para qualquer escolha de y 0 , y^,..., Vo*" n , 
precisamos ser capazes de determinar c l7 . c n de modo que as 
equações 

c i y 1 (r 0 >+ •■■+ c n ^C f 0 ) = ^0 

c i?í( í b) + ---+ c O'Á< í b) = *ó 


^ t yí" 1) (^) + --- + ^y ( r n (^ = yo 11 

sejam satisfeitas. As Eqs. (6) podem ser resolvidas de maneira 
única para as constantes c h ..., c„ desde que o determinante dos 
coeficientes não seja nulo. Por outro lado, se o determinante dos 
coeficientes é nulo, então sempre é possível escolher valores de 
y 0í y*Q r y/ “ " de modo que as Eqs. (6) não tenham solução. 
Portanto, uma condição necessária e suficiente para a existência 
de uma solução para as Eqs. (6), para valores arbitrários de v 0l 
y f Q, .. yl fí ~ 1 \ é que o wronskiano 


Vi 




>«) 



>2 

y 2 


(7) 


Cn— 1 ) (n- 1 ) 

?! Ú ’ 


Jn 


não se anule em t — t Q , Como t ü pode ser qualquer ponto do in¬ 
tervalo /, é necessário e suficiente que H/y,* <-*? yj não se 

anule em nenhum ponto do intervalo, Do mesmo modo que paia 
equações de segunda ordem, pode-se mostrar que, se y l7 y 2 , 
y„ são soluções da Eq. (4), então W(y x , y 2 , „„ y fí ) ou é zero para 
todo t no intervalo /, ou nunca se anula aí; veja o Problema 20, 
Temos, portanto, o teorema a seguir: 


Teorema 4.1.2 

Se as funções p l7 p 2 , ...» p n são contínuas no intervalo aberto 
/, se as funções , y 2 , ,. y„ são soluções da Eq. (4) e se W(y r 
y 2 , .,,, y n ){r) ^ 0 para, pelo menos, um ponto r em / então 
toda solução da Eq. (4) pode ser expressa como uma combi¬ 
nação linear das soluções y\ , y 2 , .... y fl . 


para todo t em /. As funções/, são ditas linearmente In¬ 

dependentes em / se não forem linearmente dependentes aí, Se 
y 1? y 2 , y n são soluções da Eq, (4), então pode-se mostrar que 
uma condição necessária e suficiente para que sejam linearmer- 

te independentes é que \V(y ]7 y 2 .yj(r 0 ) ^ 0 para algum r 0 er 

/ (veja o Problema 25). Portanto, um conjunto fundamental de 
soluções para a Eq. (4) é lineamiente independente e um cor- 
junto iínearmente independente de n soluções da Eq. (4) é um 
conjunto fundamental de soluções. 

A Equação Não-Homogênea, Considere, agora, a equação não- 
homogênea (2), 

i[y] = ri 1 ’ + Pi(t)y ín ~ li + • ■ ■ + p„(t)y = g{t). 

Se T, e Y 2 são duas soluções quaisquer da Eq. (2), segue imedi- 
atamente da linearidade do operador L que 

L[Y } - r 2 ](t) - LtrjCO - L[Y 2 m - g(t) - g(í ) - 0. 

Portanto, a diferença entre duas soluções quaisquer da equação 
não-homogênea (2) é uma solução da equação homogênea {4j. 
Como qualquer solução da equação homogênea pode ser expressa 
como uma combinação linear de um conjunto fundamental de 
soluções y,,y 2 ,.,,, y, If segue que qualquer solução daEq, (2) pode 
ser escrita na forma 

y = +c 2 y 2 (t) H— +c n }'„(r) + Y(t), (9) 

onde Y é alguma solução particular da equação não-homogênea 
(2). A combinação linear (9) 6 chamada de solução geral da equa¬ 
ção não-homogênea (2). 

Assim, o problema básico é determinar um conjunto funda¬ 
mental de soluções y l7 y 2 , y n da equação homogênea (4). Se 
os coeficientes forem constantes, esse é um problema relativa¬ 
mente simples. Se os coeficientes não forem constantes, é neces¬ 
sário, em geral, usar métodos numéricos como os do Cap. 8 ou 
métodos de expansão em série semelhantes aos do Cap, 5. Esse> 
últimos tendem a ficar cada vez mais complicados quando a or¬ 
dem da equação aumenta. 

O método de redução de ordem (Seção 3.5) também se aplica 
a equações lineares de ordem rc. Se y, é uma solução da Eq. (4). 
então a substituição y = v(t)y j(í) leva a uma equação diferenciai 
linear de ordem n — 1 para v (veja o Problema 26 para o caso 
n = 3). No entanto, se n ^ 3, a equação reduzida é. pelo menos, 
de segunda ordem e apenas em casos raros vai ser significativa¬ 
mente mais simples do que a equação original. Dessa forma, na 
prática, a redução de ordem é raramente útil para equações de 
ordem maior do que dois. 


Um conjunto de soluções y tt y 2 , .... y n da Eq. (4) cujo 
wronskiano não se anula é chamado de conjunto fundamental 
de soluções, A existência de um conjunto fundamental de solu¬ 
ções pode ser demonstrada exatamente da mesma forma que para 
equações lineares de segunda ordem (veja o Teorema 3,2,5). 
Como todas as soluções da Eq, (4) são da forma (5), usamos o 
termo solução geral para nos referirmos a qualquer combinação 
linear de qualquer conjunto fundamental de soluções da Eq. (4), 
A discussão de dependência e independência linear dada na 
Seção 3,3 também pode ser generalizada. As funções/,, f 2> 
são ditas linear mente dependentes em / se existe um conjunto 
de constantes k 2 , k n , nem todas nulas, tal que 

*i/i +* 2 / 2 + •■■+*„/„ =0 (8) 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 6. determine os intervalos nos quais existem, 
com certeza, soluções. 

T y*+4/' + 3y = t 

2. ty ffr 4- (senf)y" + 3y “ cos t 

3. r(r - l)y< 4) + y" + Ar l y = 0 

4. y'" + ty" + r 2 y' + í 3 y = ln r 

5. (x - 1)>’ (4, + (j: + l)y" + (tg x)y = 0 

6. ( x 2 — 4)j (,,, + x 2 y”' 9 y — 0 

Nos problemas de 7 a 10. determine se o conjunto de funções dado 
é linearmente dependente ou lineaimente independente. Se for line- 





Equações Lineares àé Ordem Mais Alto 121 


armente dependente, encontre uma relação linear entre os elemen¬ 
tos do conjunto. 

7. /j(í) = 2f — 3, /,(í)=r + l, f 3 (t) = 2t 2 — t 

8. /j(f) = 2f — 3, /,(r) =2f 2 4-1, f 3 (0 = 3t 2 + r 

9. f x (t) ~2t - 3, / 2 (r)=f 2 + l, f 3 (í) = 2t 2 — t, 
f A (t ) = r + r + l 

10. /,(f) = 2f — 3. / 2 {f)=f 3 + l, f 3 (t) = 2f 2 -r. 

/ 4 (/) = í 2 +r+I 

Nos problemas de 11 a 16, verifique que as funções dadas são solu¬ 
ções da equação diferencial e determine seu wronskiano. 


11. 

y"' 

+ 

y = 0; 

1, 

cos r, 

sen t 


12. 

y«> 

+ 

y" = 0: 

u 

/. cosf, senr 


13, 

m 

y 

+ 

2y” - y - 

- 2v = 

0; 

e 

c- 2 ' 

14, 

yí J ) 


2v'" 4 y" 

= 0: 

ri 

1 1 e “ri 

te~' 

15, 

tn 

xy - 

- y" = 0; 

ri 




16, 


m 

+ x y - 

Ixy* 4- 

2 y.= 

0: 

X~, 


17. Mos tre que W( 5 . sen : í . cos 20 = 0 para todo /. Você pod e obter 
esse resultado sem calcular o wronskiano? 

18. Verifique que o operador diferencial definido por 

L[y] = y <n) 4 p, (t)y (n ~ u + ■ • • + p„(t)y 
é um operador diferencial linear, isto é T mostre que 
L[c p y, + c 2 y 2 ] = qL[Vj] 4- c 2 L[y 2 l 

onde y, e y : são funções n vezes diferenciáveis, e c l t c 2 sâo cons¬ 
tantes arbitrárias. Portanto, mostre que, sey lt y n são so¬ 
luções de L[y] — 0, então a combinação linear qy, + ... + cj n 
também é solução de L[y] = 0. 

19. Seja L o operador linear defi nído por 

i[yI-«o-V (,, ' + a 1 y 1 "- 1) + --. + a n y, 

onde % a %r .... a r são constantes reais. 

(a) Encontre L[f\. 

(b) Encontre 

(c) Determine quatro soluções da equação y 4) — 5y" + 4v — 0. 
Você acha que essas quatro soluções formam um conjunto fum 
damenial de soluções? Por quê ? 

20. Neste problema, mostramos como generalizar o T corem a 3.3.2 
( teorema de Abel) para equações de ordem maior. Vamos, pri¬ 
meiro, esboçar o procedimento para a equação de terceira or¬ 
dem 

y" f + P|(Oy" + p 2 (t)y' + P^(0y — 0. 

Sejam y 1( y 2 e y 3 soluções dessa equação em um intervalo /. 

(a) Se W — JV(y 1? y 3 ) t mostre que 

>7 ?3 

y% - 

>*2 >'3 

Sugestão : À derivada de um determinante 3 X 3 é a soma de 
Lrês determinantes 3x3 obtidos derivando-se a primeira, a 
segunda e a terceira linha, respectivamente. 

(b) Substitua yjri y” c y”' a partir da equação diferencial; mul¬ 
tiplique a prime ir alinha por p Jf a segunda porp : e some o re¬ 
sultado à última linha para obter 

W' = -p^OW. 

(c) Mostre que 

W(y,,y 2 ,y 3 )(0 =^exp^-y P t (*)dt 

Logo. W ou é sempre igual a zero ou nunca c nulo em /. 




y, 

y\ 


y\ 


(d) Generalize esse argumento para a equação de ordem n 

.v (n) + + ■ ■ ■ 4- p„(t)y = 0 

com soluções y t , y MÍ isto é. estabeleça a fórmula de Abel. 


W(y.y„)(0 = cexp 


- j P\V) di . 


para esse caso. 


Nos problemas de 21 a 24. use a fórmula de Abel (Problema 20) para 
encontrar o wronskiano de um conjunto fundamental de soluções para 
a equação diferencial dada. 

21. y'" + 2y"-/-3y = 0 

22 . yM+y=Q 

23. ty w + 2y" - / + íy = 0 

24. t 2 f* + ty m + y*-Ay = 0 

25. O objetivo deste problema é mostrar que, se Wfyi, y 2t y n )(r 0 ) 

^ 0 para algum r 0 no intervalo /, então y,, y 2 . y„ são linear¬ 

mente independentes em / e. se des são linearmente indepen¬ 
dentes e soluções de 

L\y] = y w + Pl (t)y (n ~ l> + ■ ■ ■ + p„(t)y = 0 (i) 

cm /. então W(y (> y ; , ..., y n ) nunca se anula em /. 

(a) Suponha que Wíy,. y 2 .y^)(f 0 ) 4 0 e que 

Cj >’| (f) 4-f c fí y fi (0 = 0 (ii) 

para todo r cm L Escrevendo as equações correspondentes às n 
— I primeiras derivadas da Eq. (ii) em t 0 , mostre que c, = 

= c n = 0, Logo, y h y fl são linearmente independentes. 

(b) Suponha que y 1T \\, ..., y n são soluções linearmeme inde¬ 
pendentes da Eq, (ij, Se W(\\, y 2 , = 0 para algum t üf 

mostre que existe uma solução não-nula da Eq, (i) satisfazendo 
as condições iniciais 

V(f 0 ) = y'(/ 0 ) = ... = y**^«(y = 0- 

Como y - 0 é uma solução desse problema de valor inicial, a 
pane de unicidade do Teorema 4.1,1 nos dá uma contradição. 
Portanto. IV nunca se anula, 

26. Mostre que. se y, é uma solução de 

y"' + (/) v " + p 2 (t) y + p 3 U)y — 0. 

então a substiluição y - y,(f)u(í) nos leva ã seguinte equação 
de segunda ordem pai a x /: 

y, v” + (3yj + Pl y,)v” + (3y" + 2p x y\ + p 2 y l W = 0. 

Nos Problemas 27 e 28, use o método de redução de ordem (Proble¬ 
ma 26) para resolver a equação diferencial dada. 

27. (2 - t)y m + (2 1 - 3)y" - í/ + y = 0, í < 2: y,(í) = e' 

28. r(t + 3 ) 3 -"' — 3f(f + 2)y" + 6(1 +f)y — 6y = 0, i> 0 

y,(f) =/ 2 , v,(0 =í 3 


4.2 Equações Homogêneas com 
Coeficientes Constantes 

Considere a equação diferencial linear homogênea dc ordem n 
I[y] — a Q y (n) +a | y (n-1) H-1- a fl _ 1 y' 4- a (t y = 0. (1) 

onde a Qy a lt a H são constantes reais. Do que sabemos sobre 
equações lineares de segunda ordem, é natural esperar que y = 
e r1 seja solução da Eq. {1) para valores apropriados de r. De fato, 

L[e n ]=e r, (a 0 r n +a { r n ~ x 4-f a n _ } r + a n )= e n Z(r) 

( 2 ) 
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para todo n onde 

Z(r) = a 0 r n -1 -M„_|r +a n . (3) 

Para os valores de r tais que Z{r) — 0, segue que Lie*] = 0 e y = c" 
é uma solução da Eq. {1}. Ü polinómio Z(r) ê címmado de polinómio 
característico, e a equação Z(r) = 0 é a equação característica da 
equação diferencial (1). Um polinómio de grau n tem n zeros» 1 di¬ 
gamos r u r 2 , r n , alguns dos quais podem ser iguais; podemos, 
portanto, escrever a equação característica na forma 

Z(r) = a 0 (r - r, )(r ~r 2 ) - (r~ r„). (4) 


Exemplo 1 

Encontre a solução geral de 

y w y f/f _ 7/' - / + 6y = 0, (6) 

Encontre, também, a solução que satisfaz as condições ini¬ 
ciais 

y(0) = l /(0) = 0 t /(O) = -2, y m { 0} = —1 (7) 
e desenhe seu grafico. 

Supondo que v = e 17 , precisamos determinar r resolvendo a 
equação polinomial 

r 4 + r 3 - 7r 2 - r + 6 = 0. (8) 

As raízes dessa equação são r E = 1, r 2 — — 1. r 3 = 2 e r 4 — —3. 
Portanto, a solução geral da Eq. (ó) é 

y = c,e' + c 2 e~' +c 3 e 2r + c 4 e~ 3 '. (9) 

As condições iniciais (7) indicam que cc 4 rêm que satisfa¬ 
zer as quatro equações 

c \ + c 2 + c 3 + C 4 = ^ 

Cr — c, + 2c, - 3 c d — 0, 

(10) 

c l + c 2 + 4c 3 + 9c 4 = —2, 

c \ “ c 2 + Sc 3 ” 27 c 4 = — L 


Como ilustrado no Exemplo 1, o procedimento para resolver uma 
equação diferencial linear de ordem n com coeficientes constantes 
depende da obtenção das raízes de uma equação polinomial de or¬ 
dem n correspondente. Se forem dadas condições iniciais, toma-se 
necessário resolver um sistema de n equações algébricas lineares para 
se determinar os valores corretos das constantes c,, . c tr Embora 
cada uma dessas tarefas se tome cada vez mais complicada ã medi¬ 
da que n cresce, elas podem ser fedas, em geral, sem dificuldades 
com uma calculadora ou um computador. 


1 Uma pcrgunia que foi importante em matemática durame me is de 200 anos era se ioda 
equação polinomial tinha peto menos uma raiz, A resposta afirmativa a essa pergunta, que 
é o teorema fundamental da álgebra* foi dada por Car! Fricdridi Gauss í 1777' 1855) em sua 
dissertação de doutorado em 1799, emhora sua demonstração nOo seja rigorosa o suficiente 
para os padrões atuais. Diversas outras demonstrações foram encontradas desde então, in¬ 
cluindo tres pelo próprio Gauss, Hoje cm dia, os alunos encontram o teorema fundamental 
da álgebra, muitas vezes, em um primeiro curso de variáveis complexas» onde pode ser de¬ 
monstrado como comseqítència de algumas propriedades básicas de funções analíticas de 
variável complexa. 


Raízes Reais e Distintas, Se as raízes da equação característi¬ 
ca são reais e duas delas são sempre diferentes, então temos n 
soluções distintas e „„ e rnf da Eq. (1). Se essas funções 
forem linearmente independentes* então a solução geral da Eq. 
d)é 

y = c l e r i‘-\ -c 2 éA'h- +c H é r *‘. (5) 

Um modo de estabelecer a independência íinear de é" 2 ',..., e w 
é calcular seu wranskiano. Uma outra maneira é indicada no 
Problema 40. 


Resolvendo esse sistema de quatro equações algébricas lineares, 
encontramos 

Ci = c i = 1?r, £3 = “it ^4 = “!■ 

Logo, a solução do problema de valor inicial é 

y='i'> + y- - P - (II) 

O gráfico da solução está ilustrado na Fig. 4.2*1, 



Para polinómios de terceiro e quarto graus, existem fórmulas" 
análogas à fórmula para a equação de segundo grau, porém mais 
complicadas, que fornecem expressões exatas para as raízes. Al¬ 
goritmos para enconLrar raízes estão disponíveis em calculadoras 
científicas e computadores. Algumas vezes eles estão incluídos no 
programa que resolve equações diferenciais, de modo que o pro¬ 
cesso de fatorar o polinómio característico fica escondido e a so¬ 
lução da equação diferencial é produzida automaticamente. 


' O método para resolver equações de terceiro grau foi descoberto, aparentemente, por 
*Scjpionc dat Ferro (1465-1526) em tomo de I50Õ, embora tenha rido publicado primeiro 
em 1545 por Girolumo Cardano 11501-1576) em sua obra Ars Magna, Esse livro contém, 
também. um método para resolver equações de quarta ordem, cuja autoria é atribuída, por 
Cardaiío, a seu aluno Ludovico Ferrari (1522-1565). O problema de existência de fórmulas 
análogas para as raízes de equações de ordem mais alta permanece em aberto por mais de 
dois séculos, até que, em LS26, Nicls Abel mostrou que não podem existir fórmulas para a 
solução geral de equações polinomiais üe grau Cinco ou maior. Uma teoria mais geral foi 
desenvolvida por Evariste Galoís (1811-1832) em 1831 mas. infelizineme, nio se tornou 
amplamente conhecida por muiras décadas 
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Sc você tiver que fatorar o polinómio característico manual¬ 
mente* eis um resultado que às vezes ajuda. Suponha que o 
polinómio 

ã^r n + ü 4 r n E 4- ■ ■ ■ +íi ir _|r H- a tí «0 (12) 

tem coeficientes inteiros. Se r = p/q é uma raiz racional* onde p 
e q não têm fatores comuns, então p tem que ser um fator de a„ e 
q tem que ser um fator de a 0 . Por exemplo* na Eq. (8)* os fatores 
de a {) são ±1 e os de a n são ± 1* ±2 t ±3 e 2:6. Dessa forma* as 
dnicas raizes racionais possíveis para essa equação são ± l. ±2, 
:r 3 e ±6. Testando essas raízes possíveis* encontramos que 1. 
-1, 2 e -3 são raízes de fato. Nesse caso não existem outras 
raízes, já que o polinómio tem grau quatro. Se algumas raízes 
forem irracionais ou complexas* como é o caso em geral, então 
esse processo não vai encontrá-las, mas pelo menos o grau do 
polinómio pode ser reduzido divídindo-o pelos fatores correspon¬ 
dentes às raízes racionais, 

Se as raízes da equação característica forem reais e distin¬ 
tas, vimos que a solução geral (5) é, simplesmente, uma soma 
de funções exponenciais* Para valores grandes de r, a solução 
^erá dominada pela parcela correspondente à raiz algcbricamen- 
te maior. Se essa raiz for positiva, as soluções se tornarão 


Exemplo 2 

Encontre a solução geral de 

= 0* (14) 

Encontre, também, a solução que satisfaz as condições iniciais 

y(ü) = 7/2. y'<0) - -4, /(O) = 5/2, /"(O) = -2 (15) 

e desenhe seu gráfico. 

Substituindo _y por e r \ vemos que a equação característica é 

r J - 1 = (r 2 - 1)(r 2 + 1) =0. 

Logo, as raízes são r = 1 * r = — I, r = i er = -fe a solução 
geral da Eq. (14) é 

y = c x e l + + c 3 cosí + c 4 sen r. 

Se impusermos as condições iniciais (15)* encontramos 

= 0* c 2 = 3, c 3 = 1/2* c 4 = — 1; 
assim, a solução do problema de valor iniciai dado é 

y = 3e~* 4- \ cosí — sen f, (16) 



FIG. 4*2*2 O gráfico da solução (16)* 


exponencialmente ilimitadas, enquanto se a raiz for negati¬ 
va* as soluções tenderão a zero. Finalmente, se a maior raiz 
for nula, as soluções tenderão a uma constante não-nula quan¬ 
do t tornar-se muito grande. É claro que, para determinadas 
condições iniciais, os coeficientes da parcela que seria a do¬ 
minante pode ser nulo: nesse caso a natureza da solução para 
valores grandes de t será determinada pela maior raiz presen¬ 
te na solução. 

Raízes Complexas . Se a equação característica tiver raízes com¬ 
plexas, elas têm que aparecer em pares conjugados, À ± qu* já 
que os coeficientes a l]f .... a n são reais. Desde que nenhuma raiz 
se repita, a solução geral da Eq. (1) ainda é da forma (5). No 
entanto, da mesma forma que para equações de segunda ordetn 
(Seção 3*4), podemos substituir as soluções complexas e' A+¥u e 
e a-tfL)í pei as soluções reais 

e Xr cos fit * e kt sen pt ( 13 ) 

obtidas como as panes real e imaginária de Dessa forma, 
mesmo que algumas das raízes da equação característica sejam 
complexas, ainda é possível expressar a solução gerai da Eq. (I) 
como combinação linear de soluções reais. 


O gráfico dessa solução está ilustrado na Fig. 4,2,2* 

Observe que as condições iniciais (15) fazem com que o 
coeficiente c x da parcela exponencial crescente na solução 
geral seja zero. Essa parcela, portanto, está ausente na solu¬ 
ção (16), que descreve um decaimento exponencial para uma 
oscilação estacionária* como mostra a Fig. 4,2*2, No entanto* 
se as condições iniciais forem ligeirameme alteradas, então 
Cj não será. provavelmente, nulo e a natureza da solução vai 
mudar tremendamente* For exemplo* se as três primeiras con¬ 
dições iniciais permanecem iguais* mas o valor de v'"(Q) muda 
de -2 para 15/8, então a solução do problema de valor ini¬ 
cial se torna 

y = + icosf — j|senr. (17) 

Os coeficientes na Eq, (17) diferem pouco dos na Eq, (16), mas 
a parcela que cresce exponencial mente, mesmo com o coefici¬ 
ente relativamente pequeno 1/32. domina completamente a so¬ 
lução quando t se toma maior ou em tomo de 4 ou 5. Isso pode 
ser visto claramente na Fig. 4.2.3* que mostra o gráfico das duas 
soluções (16) e (17). 



FIG. 4*2.3 Gráficos das soluções (16) (curva mais final e (17) (curva 
mais grossa). 
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Raízes Repetidas, Se as raízes da equação característica não fo¬ 
rem distintas — isto é, se algumas das raízes forem repetidas — 
então a solução (5) não é, obviamente, a solução geral da Eq. (1). 
Lembre-se de que, se r x é uma raiz repetida para a equação line¬ 
ar de segunda ordem %y" + a : y r + ayy = 0, então as duas solu¬ 
ções linearmente independentes são e r]t e te rv . Para uma equa¬ 
ção de ordem n, se uma raiz de Z(r) = 0, digamos r = r u tem 
multiplicidade 5 (onde s ^ n\ então 

e r i', te r >', t 2 é i' t t s ~ l e r i‘ (18) 

são as soluções correspondentes da Eq. (1); veja o Problema 41 
para uma demonstração dessa afirmação. 


Se uma raiz complexa A 4- qu repete-se s vezes, a raiz comple¬ 
xa conjugada À - ifx também se repete s vezes. Correspondendo 
a essas 2s soluções complexas, podemos encontrar 2 s soluções reais 

observando que as partes reais e imaginárias de é K+ití} \ te aHfx) \ . 

f~ í^A+^í também são soluções linearmente independentes: 

e kt cos fit, e kr sen fxt, te kt cos rlí, te kl sen fit. 

.,., t s ~ l e kt cos^r, t s ~ ] e kí sen ixt. 

Portanto, a solução geral da Eq. (1) sempre pode ser expressa 
como uma combinação linear de n soluções reais. Considere o 
exemplo a seguir. 


Exemplo 3 

Encontre a solução geral de r A + 2r 2 + 1 = (r 2 + l)(r 2 + 1) = 0. 

y 4) -j- 2 y fi + y — 0. (19) As raízes são r - U i , -i, — í, e a solução geral da Eq. (19) é 

A equação característica é y = c 3 cos t -j- c 2 sen t + c 3 í cos í 4- e 4 fsen t. 


Na determi nação das raízes de uma equação característica, pode 
ser necessário calcular raízes cúbicas, quartas ou até mesmo raí¬ 
zes de ordem maior de um número (que pode ser complexo). Em 


geral, a maneira mais conveniente de se fazer isso é usando a fór¬ 
mula de Euler é 1 = cos t + i sen t e as regras algébricas dadas m 
Seção 3.4, Isso está ilustrado no exemplo a seguir 


Exemplo 4 


Encontre a solução geral de 

yW-\-y = 0, ( 20 ) 

A equação característica é 

r 4 + 1 — 0. 

Para resolver a equação, precisamos encontrar as raízes quartas 
de — 1. Mas - 1, considerado como um número complexo, é — 1 
4- O/. Tem módulo 1 e ângulo polar tt. Então, 

— 1 = cqstt + i sen 7i — e l7T * 

Além disso, o ângulo está determinado a menos de um múltiplo 
de 2 77. Assim, 

“1 — cos(jr +2m7r) + ísenfjr 4- Imjz) — e l ^ +2mn ^, 
onde m é zero ou qualquer inteiro positivo ou negativo. Logo, 


(_ 1)1/4 = e , W 4 +m ,/2) =cqs ^L + ^ 

/tt m? r\ 

+ isen U + ~J- 

Ás raízes quartas de -1 são obtidas fazendo-se m — 0,1,2 e 3; 
elas são 

I +í — 1 + i — 1 — i 1 — i 

y/l ’ y/2 ' y/Í y/i 

E fácil verificar que. para qualquer outro valor de rn T obtemos 
uma dessas quatro raízes. Por exemplo, correspondendo a m = 
4, obtemos (1 + í)/V2, A solução geral da Eq. (20) é 

= e"' n (c l cos-^ + c,sen-/=^ +e-"' /5 

' ) 


y = 


+ c 4 sen 


yfi)' 


( 21 ) 


Para concluir, observamos que o problema de encontrar to¬ 
das as raízes de uma equação polinomial pode não ser inteira- 
mente fácil, mesmo com a ajuda de um computador. Por exem¬ 
plo, pode ser difícil determinar se duas raízes são iguais ou se 
estão, simplesmente, muito próximas. Lembre-se de que a for¬ 
ma da solução geral é diferente nesses dois casos. 

Se as constantes % a 1? a l2 na Eq. (I) forem números com¬ 
plexos, a solução da Eq. (1) ainda é da forma (4). Nesse caso, no 
entanto, as raízes da equação característica são, em geral, com¬ 
plexas e não é mais verdade que o complexo conjugado de uma 


raiz é também raiz. As soluções correspondentes tomam valores 
complexos. 

Problemas 

Nos problemas de t a 6, expresse o número complexo dado na for¬ 
ma Ricos 0 4- i sen 0) — Re iâ . 

]. 1 + í 2. -1 + V3i 3.-3 

4. -i 5. yfi- i 6. - 1 - i 
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Nos problemas de 7 a 10. siga o procedimento ilustrado no Exem¬ 
plo 4 para determinar as raízes indicadas do número complexo dado. 

7. 1 1/3 8, (l-i) 1/2 

9, l 1 ^ 4 10. [2(cos jt/3 + í sen7r/3)] 

Nos problemas de ] 1 a 28, encontre a solução geral da equação 
diferencial dada. 



11. 

o 

II 

+ 

V, 

1 

V, 

1 


12. 

/' — 3/ + 3/ - y = 0 


13. 

2y"'-4y"-2/4-4y = 0 


14. 

/' — Ay'" + Ay" = 0 


15. 

y 1 '- 1 + y = 0 


16. 

y* - 5y" + Ay = 0 


17. 

y‘ 6 ‘ - 3y' J! + iy" - y = 0 


18. 

O 

fl 

1 

Is 


19. 

y 5 '- 3/' + 3y - 3/ + 2/ = 0 


20, 

y M - 8/ = 0 


21. 

y*‘ + 8y 4 ' + I6y = 0 


22. 

y'*' + 2y" + y = 0 


23, 

y"’ - 5y" + 3/ + y m 0 


24. 

/" + 5y" + 6/ + 2y = 0 

él 

25. 

18y'" + 2Iy" + 14/ + 4y = 0 

él 

26, 

y-_7/" + 6y" + 30/-36y = 0 

éi 

27. 

12y J ’+31/"+ 75y"+ 37y'+ 5y = 0 

éi 

28. 

/■ + 6y m + 17/ + 22y' + 14y = 0 


Nos problemas de 29 a 36, encontre a solução do problema de 
valor inicial dado e faça seu gráfico. Como a solução se com¬ 
porta quando I —» 


éi 

29, 

o 

o 

11 

+ 

II 

p 

^—■. 

o 

11 

/(O) = 

2 

éi 

30, 

y J ' + y = 0; y(0) = 

= 0, y<o) = o. 





^"(0) = - 

1. /'(O) 

= 0 

éi 

31. 

y J ‘ - Ay"’ + 4/ = 0 

ç y(J) = -1 

. y'(i) = 

= 2, 




/(l) =0, 

/'(!) = 

^ 0 

éi 

32, 

vy 

1 

V, 

+ 

1 

II 

cf 

II 

O 

ò" 

ycoj = ■ 

-1, 



/'(O) = - 

2 


éi 

33. 

2/'-/"-9y"+4y' +4.v = 0; 

yoi - - 

2, 



/(O) = 0, /(0) = 

-2, /"(O) =0 



éi 

34, 

4y"' + / + 5y = 0; 

yo) =2, 

>'(0) = 1, 






/(O) = - 

1 

éi 

35. 

6/" + 5/ + / = 0; 

yo) = -2, 

/(O) = 

2, 




/(O) = 

; 0 

éi 

36. 

/’ + 6/'+ 17/+: 

22.v' + 14y=0; 

yo) = 

h 


y'( 0) = -2, /(O) 

= 0, /"(O) = 3 




37. 

Mostre que a solução geral de y 41 — y = 0 pode ser escrita como 



y = Cj cos t -j- c 2 sen t + cosh r + 

c 4 senh/. 



Determine a solução que satisfaz as condições iniciais y(ü) — 
0, /(O) = 0* y"(0) = i, y ff? (0) = 1, Por que ê conveniente 
usar as soluções cosh r e senh f, em vez de é e e ■? 

38, Considere a equação / 4) - v — 0. 

(a) Use a fórmula de Abel [Problema 2Q(d) da Seção 4.1] 
para encontrar o wronskiano de um conjunto fundamental 
de soluções da equação dada. 

(b) Determine o wronskiano das soluções e r , e~\ cos t e sen /. 

(c) Determine o wronskiano das soluções cosh r. senh l cos 
t e sen r. 

39. Considere o sistema massa-mola i 1 ustrado na Fig, 4.2.4 con¬ 
sistindo em duas massas unitárias suspensas em molas com 
constantes 3 e 2, respectivamente. Suponha que não haja 
amortecimento no sistema. 


(a) Mostre que os deslocamentos w, e u 2 das massas a partir de 
suas respectivas posições de equilíbrio satisfazem as equações 

u\ + 5u , — 2m 2 , Uj + 2 u 2 = 2u v (í) 

(b) Resolva a primeira das Eqs. (t) para u 2 e substitua o re¬ 
sultado na segunda equação, obtendo, assim, a seguinte 
equação de quarta ordem para iq: 

u'f+ 7 u f l+6tí ] = 0, (ü) 

Encontre a solução geral da Eq. (ii). 

yr 





FÍG. 4.2.4 Um sistema com duas molas e duas massas. 

(c) Suponha que as condições iniciais são 

11,(0) = !' 11^(0) = 0, u 2 ( 0) = 2, 

u 2 (0) = 0. Ciii) 

Use a primeira das Eqs, (i) e as condições jmcjais (iii) para 

obter os valores de tfí (0) e de u,(0). Depois mostre que 
a solução da Eq. (ii) que satisfaz as quatro condições inici¬ 
ais em M, é w,{f) — cos /. Mostre que a solução correspon¬ 
dente u 2 é jij(r) - 2 cos /. 

(d) Suponha, agora, que as condições iniciais são 

11,(0) =-2, u\( 0) = 0 t u 2 ( 0) — 1, 

if^íO) = 0. íiv) 

Proceda como no item (c) para mostrar que as soluções cor¬ 
respondentes são U|(f) — —2 cos v 6r e — cos y'6f. 

(e) Observe que as soluções obtidas nos itens (c) e (d) des¬ 
crevem dois modos de vibração distintos. No primeiro, a 
frequência do movimento é 1 e as duasjnassas movem-se 
em fase. No segundo, a frequência é % 6 e as massas mo¬ 
vem-se fora de fase, uma em relação a outra, uma moven¬ 
do-se para baixo e a outra mo vendo-se para cima. Para 
outras condições iniciais, o movimento das massas é uma 
combinação desses dois modos de vibração. 

40. Esquematizamos, neste problema, u m modo de mostrar q ue, 
se r ít são reais e distintos, então e n \ ■■■, e rnl são li¬ 
nearmente independentes em-=c<r<“. Para fazer isso, 
vamos considerar a relação linear 

+ ■ ■ • + c n e r n* = 0 , -oü < i < 00 (i) 

e mostrar que todas as constantes são nulas. 

(a) Multiplique a Eq. (i) por e~ nt e derive em relação a t, 
obtendo, assim, 

c 2 (r 2 - r l )e (r 2~ r í >l H-+ c n (r n - r [ )e <r »~ r ' lr = 0. 

(b) Multiplique o resultado do item (a) por e lr i ~ e de¬ 
rive em relação a t para obter 
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c 3 {r 3 -r 2 )(r 3 - r, + ■■■ 

+ c n (r n - r 2 )(r n - r, )e (r « “ r J )f = 0. 

<c) Cominue o procedimento iniciado nos itens (a) e íb) obten¬ 
do. fmaímente, 

c„(r n - Vl ) ■ ■ • (r, - r l )e ir -~ r *-P = 0. 

Logo, c n — 0 e, portanto, 

c { e r \ l c n _ x € r »-^ = 0. 

(d) Repita o argumento precedente para mostrar que c n _, - 0. 
De maneira análoga, segue que c n _ 2 = ... — c E - 0. Portanto, 
as funções e 1f , **■, e frt ' sao linearmente independentes. 

41. Vamos indicar, neste problema, um modo de mostrar que, se 
r = r ] 6 uma raiz de multiplicidade s do do polinómio caracte¬ 
rístico Z(r), então zgn\ ... , são soluções da Eq, (1). 

Este problema estende para equações de ordem n o método dado 
no Problema 22 da Seção 3.5 para equações de segunda ordem. 
Começamos com a Eq. (2) no texto, 

L[e n ] - e «Z{r). (i) 

e diferenciamos repetidamente em relação a r . fazendo r — r, 
depois de cada diferenciação, 

(a) Observe que, se r ] é uma raiz de multiplicidade s, então 
Z(r) — (r - r,J J qír), onde q{r) é um polinómio de grau n — s e 
ç(r,) ^ 0. MostrequeZfrj),Z'(r,) T ..., Z'" h (r 1 ) são todos iguais 
a zero, mas Z^(r,) ^ 0, 

(b) Diferenciando, repetidamente, a Eq, (í) em relação a r, 
mostre que 

ir,-'-i. 

(c) Mostre que e'i', te r ' ! . r l e r i* são soluções da Eq. (1). 


Exemplo 1 

Encontre a solução geral de 

y m - 3y H + 3y — y = V. (2) 

O polinómio característico para a equação homogênea asso¬ 
ciada à Eq. (2) é 

r 3 - 3r 2 + 3r — 1 = (r — l) 3 , 
de modo que a solução geral da equação homogênea é 

y c (0 = c,e r + c 2 te f + c 2 t 2 e'. (3) 

Para encontrar uma solução particular K(/) da Eq. (2), começa¬ 
mos supondo que v(f) = Aé. No entanto, como e“, te' e iV são 
todas soluções da equação homogênea, precisamos multiplicar 


4.3 O Método dos Coeficientes 
Indeterminados 

Uma solução particular Y da equação linear não-homogênea dí 
ordem n com coeficientes constantes 

L[y] = a Q y w + a^y (n - ]) + ■ ■ ■+a n _ ] y' + a n y = g(t) (1 ■ 

pode ser obtida pelo método dos coeficientes indeterminado? 
( também conhecido como método dos coeficientes a determinara 
desde que gU) tenha uma forma apropriada, Embora o método 
dos coeficientes indeterminados não seja tão geral quanto o 
método de variação dos parâmetros descrito na próxima seção, 
é, em geral, muito mais fácil de usar quando aplicável. 

Como no caso de equações lineares de segunda ordem, quan¬ 
do o operador diferencial linear com coeficientes constantes L e 
aplicado a um polinómio A 0 r H- + ... H- A mt a uma fun¬ 

ção exponencial e a \ a uma função seno sen /3f. ou a uma função 
co-seno cos o resultado é, respectivamente, um polinómio, 
uma função exponencial ou uma combinação linear de funções 
seno e co-seno. Logo, se g(t) é uma soma de polinómios, 
exponenciais, senos c c o-senos, ou um produto de tais funções, 
esperamos que seja possível encontrar Y(t) através de uma esco¬ 
lha conveniente de combinações de polinómios, exponenciais 
etc., multiplicadas por um número de constantes indeterminadas 
As constantes são, então, determinadas substituindo-se a expres¬ 
são proposta na Eq. (1). 

A diferença principal em utilizar esse método para equações 
de ordem mais alta vem do fato de que as raízes da equação 
polinomial característica podem ter multiplicidade maior do que 
2. Em conseqüência, pode ser necessário multiplicar as parcelas 
propostas para a parte não-homogênea da solução por potências 
mais altas de i de modo a obter funções diferentes das corres¬ 
pondentes à solução da equação homogênea associada. ísso esta 
ilustrado nos próximos exemplos. Nesses exemplos omitimos 
diversos passos algébricos, já que nosso objetivo principal é 
chegar à forma correta da solução. 


nossa escolha inicial por r 3 . Assim, nossa hipótese final é supor 
que Y(t) = ArV, onde A é uni coeficiente indeterminado. Para 
encontrar o valor correto de A, derivamos ^(í) três vezes, usa¬ 
mos esses resultados para substituir v e suas derivadas na Eq. (2) 
e juntamos os termos correspondentes na equação resultante. 
Dessa maneira, obtemos 

6Ae* = 4e\ 

Portanto, A - 2/3 e a solução particular é 

y<0 = fíV. (4) 

A solução geral da Eq. (2) é a soma de v r (f) da Eq. (3) e Y(t) da 
Eq. (4). 
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Exemplo 2 

Encontre uma solução particular da equação 

y 4t + 2 y tf + y = 3 sen f — 5 cos t . (5) 

Vimos, no Exemplo 3 da Seção 4,2, que a solução geral da 
equação homogênea é 

y c (t) — e 1 cosr -f- c 2 sen r + c 3 r cos / + c 4 /senr, (6) 

correspondendo às raízes r = /, /, —— i da equação caracterís¬ 
tica. Nossa hipótese inicial para uma solução particular é Y(r) = 
A sen r + B cos r, mas precisamos multiplicar essa escolha por f 


para lomã-la diferente de todas as soluções da equação homogê¬ 
nea, Nossa hipótese final é. então, 

Y(t) = Ar 2 sen t 4- Bt 2 cos t. 

A seguir, derivamos Y{t) quatro vezes, substituímos na equação 
diferencial (4) e juntamos os termos correspondentes, obtendo, 
final mente, 

-8 A sen t — SB cosí = 3 sen t — 5cosr. 

Assim, A — —3/8, B — 5/8 e a solução particular da Eq. (4) é 

Y(r) = — |í 2 sen t + |f 2 cosr. (7) 


Se g(i) for uma soma de diversas parcelas, é mais fácil, mui¬ 
tas vezes, calcular separadamente a solução particular correspon¬ 
dente a cada parcela que compõe g(t ), Como para equações de 


segunda ordem, a solução particular do problema completo é a 
soma das soluções particulares dos problemas componentes. 
Isso está ilustrado no exemplo a seguir 


Exemplo 3 

Encontre uma solução particular de 

y" - 4/ = t + 3 cos f 4- é> -2f . (8) 

Vamos resolver, primeiro, a equação homogênea, A equação 
característica é r 3 — 4r = 0, e as raízes são 0, ±2; portanto, 

y c U) = Cj + C 2 e lr +C 3 e~ 2 '. 

Podemos escrever uma solução particular da Eq. (8) como uma 
soma das soluções particulares das equações 

r - 4/ = f, /' - 4/ = 3 cos t , /" - 4y f = éT 2 '. 

Nossa escolha inicial para uma solução particular Y,(r) da pri¬ 
meira equação é A 0 t + A,, mas, como uma constante é solução 
da equação homogênea, multiplicamos por f. Assim, 

K 1 (/) = f(A 0 / + A 1 ), 


Você deve compreender que a quantidade de cálculo neces¬ 
sária para se calcular os coeficientes pode ser bem grande para 
equações de ordem mais alta, especíalmente se o termo nao-ho¬ 
mogêneo é complicado, ainda que moderadamente. Um sistema 
de álgebra computacional pode ser extremamente útil na execu¬ 
ção desses cálculos algébricos. 

O método de coeficientes indeterminados pode ser usado sem¬ 
pre que for possível inferir a forma correta de K(í). No entanto, 
; vgo em geral é impossível para equações diferenciais que não 
lèm coeficientes constantes ou que contêm termos não-homogê¬ 
neos diferentes dos descritos anteriormente. Para problemas mais 
complicados, podemos usar o método de variação dos parâme¬ 
tros que será discutido na próxima seção. 

Problemas 

Nos problemas de 1 a 8. determine a solução geral da equação 
diferencial dada. 


Para a segunda equação escolhemos 

Y , (r) — B cos t + C sen í * 

e não há necessidade de modificar essa escolha inicial, já que cos 
t e sen / não são soluções da equação homogênea. Final mente, 
para a terceira equação, como e _2j é uma solução da equação 
homogênea, supomos que 

r 3 (í) = Ete~ 2t . 

As constantes são determinadas substituindo as escolhas nas 
equações diferenciais individuais; elas sãoÂ 0 = —1/8, A, — 0. 
B = 0. C = — 3/5 e E = 1/8. Portanto, uma solução particular da 
Eq. (8) é 

Y(t) — — gr - | senf + (9) 


1. / + y*2íT r + 3 

2. y 41 — y = 3/4- cos f 

3. y ,/ +y , + y + y = e’ f + 4r 

4. y tf> — y = 2senf 

5. y 4i — 4 y fI — r 2 4- 

6. y tAi + 2 y + _v =34- cos2í 
? y* q- y /fí = t 

8, y 4f 4- y w = sen 2 1 

Nos problemas de 9 a 12, encontre a solução do problema de 
valor inicial dado. Depois faça um gráfico da solução. 


éi 

9. 

/" + 4/ = r. v(0) 

= /(0) = 0, /(0) = 1 

41 

10. 

y JI + 2y" + v = 3í + 4, 

X(0) = y'(0) = 0, 



/'(O) = /"(0) = 1 


41 

11. 

y" r -3/+ 2y' = t+e’ 

11 

O 

II 

o 


rn| rN 

1 

II 

o 


41 

12, 

V I4 ‘ + 2/' + y" + 8/ - 

12 y — 12senf — e 


y(0) = 3, /(0) = 0, 

y"(0) = -l, /"(0) = 2 
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Nos problemas de 13 a 18, determine uma forma adequada para Y(t) 
se for utilizado o método dos coeficientes indeterminados, Não cal¬ 
cule as constantes. 

13. y"' -Zy" +/ =t 3 + 2e‘ 

14. y"‘ — y’ - f e~‘ + 2 cos í 

15. >“ J| - 2y" + v — é + sen/ 

16. y lj ’ + 4y" = sen2í + te' +4 

17. y Jl - y'" - y" + y = t 2 + 4 + t sen t 

18. y 4 ‘ + ly" + 2 y" = Zé + 2te~' + e~‘ sen t 

19. Considere a equação diferencial linear de ordem n 

a 0 y M + Í3 | y (n_i) + ---+a n y = g(t). (i) 

onde n ü ,. a n são constantes. Verifique que, se g(r) tiver a 
forma 

então a substituição y — e^uit) reduz a Eq. (i) à forma 

+ k x u {n ~ l) H-ffyu = b Q t m 4-f- b m , (ii) 

onde kfy .« k n são constantes. Determine k 0 e k ri em função 
dos a f e de a. Assim, o problema de determinar uma solu¬ 
ção particular da equação original é reduzido ao problema 
mais simples de determinar uma solução particular de uma 
equação com coeficientes constantes e contendo um 
polinómio como termo não-homogêneo. 

O Método dos AnJquiladores. Nos problemas de 20 a 22, corisí- 
dêramos uma outra maneira de se chegar a uma forma adequada 
para Y(t) para usar no método dos coeficientes indeterminados. O 
procedimento baseia-se na observação de que as funções 
exponenciais, polinomiais ou senoidais (ou somas e produtos de tais 
funções) podem ser consideradas como soluções de certas equa¬ 
ções diferenciais lineares homogêneas com coeficientes constan¬ 
tes. É conveniente usar o símbolo D para d/dt Então s por exemplo, 
e~ l é uma solução de (D + I)y — 0: diz-se que o operador dife¬ 
rencial D ■+■ 1 aniquila, ou é um aniquilaiíor de, e~‘. Analogamente, 
D 2 + 4 é um aniquüador de sen 2rou cos 2 L (D - 3f = EY - 6D + 
9 é um aniquüador de é 51 ou te-\ e assim por diante. 

20. Mostre que os operadores diferenciais lineares com coefi¬ 
cientes constantes comutam. Isto é, mostre que 

(D -a)(D-b)f = (D - b)(D - a)f 

quaisquer que sejam a função duas vezes diferenciavel/e 
as constantes a e b. O resultado pode ser imediatameme es¬ 
tendido a qualquer número finito de fatores. 

21. C ons i dere o prob le ma de enc on trar a fomia da sol uç ão p ar- 
ricular Y(t) de 

(D - 2 )\D + l)y = 3e 2 ' - te~ ! , (i) 

onde a expressão à esquerda do sinal de igualdade na equa¬ 
ção está escrito de uma forma que corresponde à fatorização 
do pol i nô m io c arac teríst i c o. 

(a) Mostre que D — 2 e (D + 1) : são aniquiladores, res¬ 
pectivamente, das parcelas à direita do sinal de igualdade 
na Eq. (i) c que o operador composto (D — 2)(D + l) 2 
aniquila ambas essas parcelas simultaneamente. 

(b) Aplique o operador (D — 2 ){D + l) 2 à Eq, (í) e use o 
resultado do Problema 20 para obter 

(D-2) 4 (£> + l) 3 y=0, (ii) 

Logo, fé uma solução da equação homogênea (ii). Resol¬ 
vendo a Eq. (ii), mostre que 

Y(t) = c } e 2s -3- c 7 te 2 * + c^e 2t 

+ c 5 e~ ! + c 6 te~* 4- c^re -1 , (iii) 


onde c h .... são constantes, ainda indeterminadas. 

(c) Note que e 2 \ te-\ fie 21 ef r são soluções da equação ho¬ 
mogênea associada à Eq, (í); portanto, essas expressões não 
servem para resolver a equação não-homogênea. Escoltai 
então. c lt c 2 , c 3 e c s como zero na Eq, (iii), de modo que 

Y(t) = c 4 r 3 e 2 ' + c 6 te~' + c n t 2 e~'. (iv ■ 

Essa é a forma da solução particular Y(í) da Eq, (i). Os va¬ 
lores dos coeficientes c 4 , c 6 e c 7 podem ser encontrados 
usando-se a Eq. (iv) na equação diferencial (i). 

Resumo. Suponha que 

L(D)y — g(t)< (vi 

onde L{D) é um operador diferencial linear com coeficientes cons¬ 
tantes e g(r) é uma soma ou produto de funções exponenciais, 
polinomiais e senoidais, Para encontrar a forma da solução parti 
cular da Eq. (v) T você pode proceder da seguinte maneira: 

(a) Encontre um operador diferencial H[D) com coeficien¬ 
tes constantes que aniquila g(t). isso é. um operador tal que 
H(D)g{t) = 0. 

(b) Aplique H(D) à Eq, (v), obtendo 

H(D)L(D)y = 0, (vi 

que é uma equação homogênea de ordem maior. 

(c) Resolva a Eq, (vi), 

(d) Elimine da solução encontrada em (c) os termos que 
também aparecem como solução da equação homogênea 
L{D)y = 0. Os termos restantes constituem a forma correta 
da solução particular para a Eq. (v). 

22. Use o método dos aniquiladores para encontrar a forma da 
solução particular Eí t ) para cada uma das equações nos pro¬ 
blemas de 13 a 18. Não calcule os coeficientes. 


4,4 O Método de Variação dos 
Parâmetros 


O método de variação dos parâmetros para determinar uma so¬ 
lução particular de uma equação diferencial linear não-homogê- 
nea de ordem n 


L[y] = y (n) + P] (r)y <n - !) +••• + />„_,(()/ 

+ p„(0y = s(0 (U 

é uma extensão direta do método para equações diferenciais de 
segunda ordem (veja a Seção 3,7), Como anteriormente, para 
se usar o método de variação de parâmetros é necessário, pri¬ 
meiro, resolver a equação diferencial homogênea associada. 
Isso pode ser difícil, em geral, a menos que os coeficientes se¬ 
jam constantes. No entanto, o método de variação dos parâme¬ 
tros é mais geral do que o método de coeficientes indetermina¬ 
dos. pois nos leva a uma expressão para a solução particular 
para qualquer função contínua g , enquanto o método dos coe¬ 
ficientes indeterminados fica restrito, na prática, a uma ciasse 
limitada de funções g . 

Suponha, então, que conhecemos um conjunto fundamental 
de soluções y,, y 2 , ..., y fí da equação homogênea. Então, a solu¬ 
ção geral da equação homogênea é 

y c (f) = C, y , (f) + C 2 y 2 (r) 4- +c n y n (t). (2) 

O método de variação dos parâmetros para determinar uma so¬ 
lução particular da Eq. (1) depende da possibilidade de se deter¬ 
minar n funções ty. u n tais que Yít) seja da forma 


Y(t) = + MOMO + ■ ■ ■ + M0M0. 
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Como precisamos determinar n funções, teremos que especi¬ 
ficar n condições. Uma dessas, obviameme. é que Y satisfaça 
a Eq. {1). As outras n — 1 condições são escolhidas de modo 
a simplificar ao máximo os cálculos. Como não podemos es¬ 
perar uma simplificação na determinação de Y se tivermos que 

resolver equações diferenciais de ordem alta para u l . n n , é 

natural impor condições que suprimam as parcelas contendo 
as derivadas de ordem mais aha de n L , ,,,, u n . Da Eq, (3), ob¬ 
temos 


y = (U l y\ + u 2 y 2 H-+ «„>■') + («',v, +u' 2 y 2 + --- 

+ «»y„). (4) 

onde omitimos a variável independente t. da qual dependem to¬ 
das as funções na Eq, (4). Então, a primeira condição que impo¬ 
mos é que 


y'] + w 2>'2 + u i— 0- (5) 

Continuando esse processo de maneira semelhante até a deriva¬ 
da n — \ de Y\ obtemos 


(m) 


+ «2*2 


(ffí) 


m — 0, 1, 2.,.., n — E 


+ ■ 


■ + 


(m) 


( 6 ) 


e as ti — 1 condições seguintes sobre as funções , u„ m . 


f {m— \) 


U i V 


í-n 




U 2 )'2 + ' ' 

m =1,2 _ n- I. 

A íí-ésima derivada de Y é 




(7) 


y m =(m, v{ ni +■ ■ ■+«„ vr , )+(«;^ n ' n +■ ■ • 

+ t/>< n ~ u ). (8) 

Finalmente, impomos a condição que Y tem que ser solução 
da Eq. (1), Usando as derivadas dc Y dadas pelas Eqs. (6) e (8), 
juntando Lermos semelhantes e usando o fato de que LjyJ = 0 
para / = U 2, ..., n J obtemos 


A Eq. (9), junto com as n — 1 equações (7). nos dão n equações algé¬ 
bricas lineares não-homogêneas simultâneas para u[, u 2 , u r : 


.VjjW] + >2^2 + ■ * ■ + y n u n — 

y[ u \ + y f 2 u i + ■ ■ * + y r n u n — o, 

yWi + >'2 W 2 H-- yn u n = 00) 


ífl-í) J i I (/!— 1 > r 

Vj Kj +••■+>,! U n =g. 


O sistema (10) é um sistema algébrico linear para as quanti¬ 
dades desconhecidas u )t u rs . Resolvendo esse sistema e inte¬ 
grando as expressões resultantes, você pode obter os coeficien¬ 
tes u t u H > Uma condição suficiente para a existência de uma 
solução do sistema de equações (10) é que o determinante dos 
coeficientes seja não-nulo para cada valor de t. No entanto, o 
determinante dos coeficientes é exatamente Wíy iT y 2 ,yj, que 
é não-nulo, já que y u são soluções linearmente indepen¬ 
dentes da equação homogênea. Portanto, é possível determinar 
u[, ■ ■ ■, ii Usando a regra de Cramer 3 , podemos escrever a solu¬ 
ção do sistema de equações (10) na forma 


«™co 


g(QW w (f) 

W(0 


m — L 2 s ... ,n. 


ai) 


Aqui, W(r) = W(y^ y 2 , e W m é o determinante obtido de 

W substituindo-se a m-ésíma coluna pela coluna (0.0 .0. 1). 

Com essa notação, uma solução particular da Eq. (1) é dada por 



gWWJs) 

W(j) 


ds r 


( 12 ) 


onde r, é arbitrário. Embora o procedimento seja bastante direLo, 
os cálculos envolvidos na determinação de Y{t) pela Eq, (12) 
tomam-se cada vez mais complicados quando n aumenta. Em 
alguns casos, os cálculos podem ser um pouco simplificados 
usando-se a fórmula de Abel (Problema 20 da Seção 4.1), 


W(r) = W(>’!.y B )(r) = cexp[- f Pl (t)dt . 

A constante c pode ser determinada calculando-se W em algum 
ponto conveniente. 


Exemplo 1 


Sabendo que y^t) = y\(í) = rc J e y 3 (/) — e ■ são soluções da 

equação homogênea associada a 

y*-y -y+y^gt o. cu) 

Jetermine uma solução particular da Eq. (13) como uma integral. 
Usaremos a Eq. (12). Em primeiro lugar, temos 


W(t) = W{é.té.e~')U) 


e ! té e~ ! 

é (í + l)é -e~ l 
é {t + 2)e' e~ l 


Fatorando é das duas primeiras colunas ee 'da terceira coluna, 
obtemos 


W(t)=e r 


1 

0 

0 


r 1 

1 -2 

2 0 


Finalmente, calculando esse líltimo determinante, vemos que 


Agora, 


W t (/) - 


0 

0 

1 


IV (0 =4e*. 


té 

{t + \)é 
(r + 2)é 



W(t) = e 


1 

1 

1 


t 1 

r+1 -1 

t + 2 1 


Subtraindo, então, a primeira linha da segunda e da terceira, fi¬ 
camos com 


’A regra de Cramer é atribuída a Gabriel Cramer (1704-1752), professor na 
Académie de Calvin em Genebra, que a publicou sob a forma geral (mas sem 
demonstração) em 1750. Para sistemas com menor número de equações, os re¬ 
sultados eram conhecidos anteriormente. 
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Expandindo em relação à primeira coluna, obtemos Substituindo esses resultados na Eq* (12), temos 


WM) = 


te 1 


(t + iy 


De maneira análoga. 


W 2 ( 0 = 


w 3 (t) = 


0 

e~‘ 


0 - 

-e~ ! 

— 

i 

e~' 


te 1 

0 


(f + \)e' 
(t + 2)e' 

0 

= 

1 



= —2í - 1 . 


e' -e~' 


e' te 1 
e' (/ + I)e' 


= 2 . 


= e 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 6, use o método de variação dos parâmetros 
para determinar a solução geral da equação diferencial dada. 

1 1 y m + y* ~ tg f, 0 < t < ir 

X y"-y=t 

3* y m - 2y" - f + 2j = e 4 * 

4. y m 3- y f — sec r, -jt/2 < t < tt/2 

5. y m — y tf 4- y f — y = £ _í senr 

6. y* + 2.v" H- v =senr 

Nos Problemas 7 e 8, encontre a solução geral da equação dife¬ 
rencia] dada. Deixe sua resposta em função de uma ou mais inte¬ 
grais. 

7. y m — y f * + y f — y = sec t , —jt/ 2 < r < tt/2 

8. y m — y* = esc f, 0 < / < tt 

Nos problemas de 9 a 12 t encontre a solução do problema de valor 
inicial dado. Depois faça um gráfico da solução. 

#? 9. /" +y = sec r, y(0) = 2, y(0) = 1, 

/(O) - “2 

^ 10. y J1 + 2y" + y = sen í. ><0) - 2, /(O) <■ 0, 

/(0) = -L /"(O) =* 1 
^21 L /" - + / - > T = sec r ? >40) = 2, 

/(O) = -l, /(0) = 1 


F(f) 


‘'fn 


g(5)(~l ~ 2 j) 

4í j 


ti 5 -f fí? 


S(í)(2) 

4e* 


+ e 


- /, o 

. f r g(s)e 
L 4* S 


ds 


ds 


T f { e * *1-1 + 2(/ -j)]4* e ir ri }g(s)ds. 

4 ^f n 


12. y m — y l = esc 7, _v(jt/ 2) = 2, y'(?r/2) — 1, 

y"(xf 2) = -l 

13. Dado que x, .r e l/x são soluções da equação homogênea 
associada a 

x 3 y’" + X V - 2xy’ +2y = 2x\ x > 0, 

determine uma solução particular. 

14. Encontre urna fórmula envolvendo integrais para uma so¬ 
lução particular da equação diferencial 

y - y +y - y = g(t)- 

15. Encontre uma fórmula envolvendo integrais para uma so¬ 
lução particular da equação diferencial 

y m - v = g(i). 

Sugestão] As funções sen 7, cos r, senh / e cosh t forniam um 
conjunto fundamental de soluções para a equação homogênea. 

16. Encontre uma fórmula envolvendo integrais para uma so¬ 
lução particular da equação diferencial 

/' - 3 / + ay - v = 

Se g(t) = t V. determine F(r). 

17. Encontre uma fórmula envolvendo integrais para uma so¬ 
lução particular da equação diferencia! 

x 3 y"’ - 3x 2 y" + 6xy’ ~6y = g(x), x > 0. 

Sugestão: Verifique que x. .r e x 3 são soluções da equação 
homogênea. 
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CAPÍTULO 


Soluções em Série para Equações 
Lineares de Segunda Ordem 


Encontrar a solução geral de uma equação diferencial linear de 
segunda ordem depende da determinação de um conjunto fun¬ 
damenta! de soluções da equação homogênea. Até agora, só vi¬ 
mos um procedimento sistemático para a construção de soluções 
fundamentais no caso de coeficientes constantes. Para tratar a 
classe muito maior de equações com coeficientes variáveis, é ne¬ 
cessário estender nossa procura de soluções além das funções de- 
mentares do Cálculo. À ferramenta principal de que precisamos 
é a representação de uma função dada em série de potências. A 
idéia básica é semelhante ao método dos coeficientes indetermi¬ 
nados; supomos que a solução de uma equação diferencial dada 
tem expansão em série de potências e. depois, tentamos determi¬ 
nar os coeficientes de modo a satisfazer a equação diferencial. 


5.1 Revisão de Séries de Potências 

Neste capítulo, vamos discutira utilização de séries de potências para 
construir conjuntos fundamentais de soluções para equações diferen¬ 
ciais lineares de segunda ordem cujos coeficientes são funções da 
Yariãvel independente. Começamos resumindo, muito rapidamente, 
os resultados pertinentes sobre séries de potências que precisaremos. 
Os leitores familiarizados com séries de potências podem ir direta¬ 
mente para a Seção 5.2. Os que precisarem de mais detalhes do que 
os contidos aqui devem consultar um livro de Cálculo, 

I. Uma série de potências 1 ajx - x 0 Y converge em um 

n = o 

ponto x se 


lirn Y a n (x - jc n ) 

0 

existe para esse x. À série certame me converge em x = x n ; 
pode convergir em todo x, ou pode convergir para alguns 
valores de x e não convergir para outros. 

2. A série 2 a n (x — x 0 ) n converge absoluta mente em um 

rt = í> 

ponto x se 

SC DÜ 

EKfr-o)"i = XXh*- v 

u=0 n =0 

converge. Pode-se mostrar que, se a série converge absolu¬ 
tamente, então da con verge: no entanto, a recíproca não é 
necessariamente verdadeira. 

3, Um dos testes mais úteis para a convergência absoluta de 
uma série de potências é o teste da razão. Se an =f 0 e se, 
para um valor fixo de x. 


lim 

rt—C 


« n+ i(-*--V n+l 


\x — xJ lim 



= \x 


X 0 \l, 


então a série de potências converee absolutamente em x se 
Lr - x 0 L < 1 e div erge se x — x (1 [ L > L Se [x — xj L — 1, 
o teste não é conclusivo. 


Exemplo 1 

Para quais valores de x a série de potências 
C—1)" +1 ^(jc — 2)" 


Vamos usar o teste da razão para testar a convergência. Temos 


lim 


(~l) n+3 (/t + l)u - 2) n+l 

(-l)" +1 w(* -2)" 


jjc - 2] lim 

fi“*OQ 


n + l 
n 


converge? 


=> - 2 |- 
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De acordo com o item 3, a série converge absolutameme para a 
— 2\ < 1, ou J < x < 3, e diverge para \x — 2| > 1. Os valores de 
x para os quais \x — 2\ — I são x = 1 e x = 3* A série diverge 


para cada um desses valores de .w já que o u-ésimo termo da sé¬ 
rie não rende a zero quando n —* 


4. Se a série de potências 2 a n (x — x 0 ) n converge emx = 

n = 0 

então converge absolutamente para \x - xj < |x, - xj; se ela 
diverge emx = x {% então diverge para \x — x 0 | > Lvj — x 0 |. 

5- Existe um número não negativo p, chamado de raio de con- 

vergência. tal que 2 a n (x — x 0 ) n converge absolutamen- 

te para \x - x D \ < p e diverge para \x — xy > p. Para uma 
série que converge apenas em x = x Qt definimos p como zero; 
para uma série que converge em rodo a\ dizemos que p é 
infinito. Se p > 0, o intervalo |x — xj < p é chamado de 
intervalo de convergência: é indicado pelo trecho hachu- 


A série 
diverge' 


A série 

—4» - converge ■ 
absolutamente 

—imm — mm ——L- 

x 0 -p x 0 x 0 +p 


\ A série pode/* 
convergir ou divergir 


A série 
diverge 


x 


FIG. 5.1-1 O intervalo de convergência de uma série de potências. 


rado na Fm, 5. L L A série pode convergir ou divergir quan- 
do |.v - x a \ = p. 


Exemplo 2 


Determine o raio de convergência da série de potências 


00 


E 


(* + l) n 
«2" 


Vamos aplicar o teste da razão: 


lim 

n-*OQ 


(x + l) ,,+ l n2 n 
Tn + l)2 n+] {x + ij" 


l* + H « \x+l\ 

—-— hm -=—-— 

2 n + 1 2 


Assim, a série converge absolutamente para \x +1 < 2, ou “3 < 
x< U e diverge para [x + 1 > 2. O raio de convergência da série 
de potências ép = 2. Finalmente, vamos verificar os extremos do 
intervalo de convergência. Em a = I, a série é a série harmônica 



que diverge. Em x ~ -3, temos 


^ (-3 + D" _y, (-ir 

“ nl n “ n 

w=l n =I 

que converge, mas não absolutamente. Dissemos que a série 
converge condicionalmeiite em x = -3. Para resumir, a série de 
potências dada converge para — 3 ^ x < 1 e diverge caso con¬ 
trário, Ela converge absolutamente em -3 < x < 1 e tem raio 
de convergência 2. 


Suponha que 2 a n {x x 0 ) rt e 2 b tl (x — x a ) n conver- 

ft ■ 0 n = tJ 

gem para /( a ) e g(x\ respectivamente, para x — x n | < p, p > 0, 
6- As séries podem ser somadas ou subtraídas termo a termo e 

cc 

f(x) ± gM = ± *.)(* - *o>"; 

n=0 

a série resultante converge para \x — jc () | < p, pelo menos. 
7. As séries podem ser multiplicadas formalmente e 


f(x)g(x) ~ 


Em-v 


rt=0 


Ê b n “ V" 


u=0 


= E c «<*-v. 


n=Ú 


onde c n *= a^b n + a x b n - { + ... + aj? {í . A série resultante 
converge para (x — xj < p, pelo menos. 

Além disso, se g(x 0 ) 0, as séries podem ser formalmente 

divididas e 


fW 

g(x) 


= J2 d n {X - X 0> n ‘ 




Na maioria dos casos, os coeficientes d n podem ser obtidos 
mais facilmente igualando-se os coeficientes corresponden¬ 
tes na equação equivalente 


E 


n= 0 


a„(x - x 0 ) n 




fj=Q 


(_ri—0 


j (x Xq)* ' 

n =0 \*=0 / 


No caso da divisão, o raio de convergência da série de po¬ 
tências resultante pode ser menor do que p. 

8, A função/é contínua e tem derivadas de todas as ordens para 
\x ~ .Yq| < p. Além disso. f\f f \ podem ser calculadas 
derivando-se a série termo a termo, isto é. 


/'(x) = a } + 2 a 2 (x - x 0 ) +-h najx - x Q ) n 1 + * ■ * 

= E^u-^) fl " 1 . 

n—\ 

f"(x)=2a 1 + 6a i (x- jc q ) + - ■ ■ + n(n-l)a B (^-J: 0 )" 2 +'*- 

= E«(« - 

n=2 
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e assim por diante, e cada uma dessas séries converge abso¬ 
lutamente no intervalo Lr — x 0 \ < p. 

9. O valor de a„ é dado por 

/'"'íV 

A série é chamada de série de Taylor 1 para a função/em 
tomo de x = 

% X 

10. Se 5 a„{x - a’ 0 )" = I ô n (A- - .v 0 ) B para todo ,v em al- 

rt = 0 n - O 

gum intervalo aberto centrado em .t 0 , então a n = b r para n — 
0. 1.2, 3, .... Em particular, se - n n (x ~ x Q ) n = 0 para 

n ™ 0 

todos esses x então a n — a } = ... = a n = ... =0. 


sen x e é* são analíticos em toda a parte. lix é analítica exceto 
em x = 0 e tg x é analítica exceto nos múltiplos ímpares dc 7 t/2. 
De acordo com as afirmações 6 e 7. se/e g são analíticas em a‘ 0 , 
então/± g 7 f m g tfig fdesde quegí.%) 4 0] também são analíti¬ 
cas em x — x 0 . Em muitos aspectos o contexto natural para o uso 
de séries de potências é o plano complexo. Os métodos e resul¬ 
tados deste capítulo podem ser diretamente estendidos, quase 
sempre, para equações diferenciais nas quais as variáveis inde¬ 
pendente e dependente assumem valores complexos. 

Deslocamento do índice de Somatório. O índice de somatório 
em uma série infinita é uma variável muda, da mesma forma que 
a variável de integração em uma integral definida é uma variá¬ 
vel muda. Logo, não importa a letra usada para o índice de um 
somatório. Por exemplo. 


Uma fiinção/que tem uma expansão em série de Taylor em 
tomo de x = x 0i 


flx) = 


E' 

n =0 


f W (x a ) 




t*—* n r, 


com raio de convergência p > 0 é dita analítica em x = jv tí , To¬ 
das as funções familiares do cálculo são analíticas, exceto, tal¬ 
vez, em alguns pontos facilmente reconhecíveis. Por exemplo. 


E 


Tx* 

"ÍÜ” 



Da mesma forma que podemos mudar a variável de integra¬ 
ção em uma integral definida, é conveniente fazer mudanças no 
índice de somatório ao se calcular soluções em série para equa¬ 
ções diferenciais. Vamos ilustrar através de diversos exemplos 
como mudar o índice dc somatório. 


Exemplo 3 


Escreva V íí„.v” como uma série cujo primeiro termo corres- 

n = 2 

ponde a n = 0, em vez de n “ 2, 

Seja m — n — 2; então n = m 4- 2 e n = 2 corresponde a m ~ 
0, Logo, 




E 


ax 





m =0 


U) 


Escrevendo alguns termos iniciais de cada uma dessas séries, 
pode-se verificar que elas contêm precisamente os mesmos ter¬ 


mos, Finalmente, na série à direita do sinal de igualdade na Eq. 
(I), podemos substituir a variável muda m por /?, obtendo 

oo oc 

Ev'=Ew"' < 2 > 

n=2 n =\0 

Com efeito, deslocamos o índice de 2 unidades para cima c com¬ 
pensamos isto começando a contar a partir dc 2 unidades abaixo 
do índice original. 


Exemplo 4 

Escreva a série 

9C 

ypi+ 2 )(«+ i)fl n (A- - a 0 )" -2 (3) 

n=2 

como uma série cujo termo geral envolve (x - .v 0 )V em vez de 

■X-Xq)"- 2 . 

Novamente, deslocamos o índice do somatório por 2. de modo 


que n é substituído por n 4* 2 e começamos a contar de 2 unida¬ 
des abaixo. Obtemos 

oc 

V (n -f- 4 )(n + 3}a n+2 (x - x 0 ) n . (4) 

M=0 

Você pode verificar facilmente que os termos nas séries (3) e (4) 
são exatamente os mesmos. 


Exemplo 5 

Escreva a expressão Coloque, primeiro, jt dentro do somatório, obtendo 

oo 

+ n)a n x r+ *~' (5) 

n=0 

c «mo uma série cujo temio geral envolve .ri - " 


J](r + rt)tf n V +n+1 - (6) 

n =0 


Bnook Taylor (1685-17311 foi o matemático inglês mais importante da gerarão seguinte à de Newton/Em 1715. publicou uma versão geral do teorema de expansão que leva o seu nome, 
resultado fundamental em todos os ramos da análise. Foi também um dos fundadores do cálculo de diferenças finitas c o primeiro a reconhecer a existeueia de soluções singulares de 
sjuações diferenciais, 
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A seguir, mude o índice do somatório por I e comece a contar 1 
acima. Assim, 

00 00 

52 (r + n)a n x r+n+l = Eh r + ” " (7) 

«=0 n=l 


Novamente, você pode verificar facilmente que as duas séries na 
Eq. (7) são idênticas e que ambas sao exatamente iguais à ex¬ 
pressão em (5). 


Exemplo 6 

Suponha que 

00 oo 

E"v" _1 = Ev" (8) 

n —l n =0 

para todo a - e determine o que isso implica sobre os coeficientes 

ü n * 

Queremos usar a afirmação 10 para igualar os coeficientes 
correspondentes nas duas séries, Para fazer isso, precisamos„ 
primeiro, escrever a Eq. (8) de modo que as duas séries tenham 
a mesma potência de x em seus termos gerais. Por exemplo, na 
série à esquerda do sinal de igualdade na Eq. (8), podemos subs¬ 
tituir n por n + 1 e começar a contar de 1 a menos. Assim, a Eq. 
(8) fica 

OG 00 

X> + l) an+1 * B = (9) 

u=0 11=0 

De acordo com a afirmação 10, podemos concluir que 
(n 4- = a n , n = 0, 1, 2, 3,.., 


ou 

1* = n = 0, 1,2, 3,... (10) 

Logo, escolhendo valores sucessivos de n na Eq, (10), temos 



e assim por diante. Em geral, 

n = 1,2,3. (II) 

nl 

Portanto, a relação (8) determina todos os coeficientes a seguir 
em função de a Q * Finalmente, usando os coeficientes dados pela 
Eq. (11), obtemos 

OC oo n 

E fl /= a oE^ = ¥^ 

R -0 n=0 

onde seguimos a convenção usual de que 0! — 1. 


Problemas 


Nos problemas de 1 a 8, determine o raio de convergência da série 
de potências dada. 


1. 

3s 

5. 

7. 


00 

EU“ 3)" 

& 

=> íi 

E~*" 

S 

II 

O 



CO 


00 

E A 

4. 

E 

n=0 n - 


4—0 

“ (2-í + I)" 


* (X - V 

E 2 

6. 

E 0 

n=l n 


n =i « 

“ (-i)Vc* + 2y 



nii 

4=1 b 

jB. 

w=l 


Nos problemas de 9 a 16, determine a série de Taylor da função dada 
em tomo do ponto Determine, também, o raio de convergência 
da série. 


17. Dado que y = S nx rf calcule v r e y" e escreva os quatro pri- 

ii = d 

meiros termos de cada uma das séries, assim como o coefici¬ 
ente de .V 1 no termo geral, 

18. Dado que v = 1 ci n x n calcule v J c v" e escreva os quatro pri- 

ti = Q 

meiros tennos de cada unia das séries, assim como o coefi¬ 
ciente de y no termo geral Mostre que. se y" = y, então os co- 
eficientes a i{ e a, são arbitrários; determine a 2 e ch em função 
de a 0 e a { . Mostre que n j; _, — aj{n + 2){n + 1). n — 0, 1 1 2, 3, 

Nos Problemas 19 e 20, verifique a equação dada. 

00 00 

19. Ha n {x-\y + ' = Z> nM (x-l) n 

rt=Ü íi=1 

00 OO OO 

20. a k+\ xk + E a k* k+l ~ a \ + EC^+1 

k=Q ir=0 k =1 

Nos problemas de 21 a 27. escreva a expressão dada como uma sé¬ 
rie cujo termo geral envolve y. 


9. 

senx, x 0 = 0 

10. 

e x , x Q = 0 

11, 

II 

o 

X 

K 

12. 

X 2 , JC 0 = -1 

13. 

lnx, x n = 1 

14. 

—— x — 0 


’ 0 


] +x 0 


21. £«(/i-l)o n ^- 2 

fi—2 


22 . 


x>„* 

4=0 


,n+2 


15. 


1 - x 


x r , — 0 16. , 

u 1 — JC 


x 0 = 2 


23. x E na n x n ~ ] + E a k x k 


k=0 
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24. [l-^EMo-Da/- 2 

n=2 

25. Y m ( m “ +,v Y ka k x k i 

m—2 k =1 

26. Yn^x^+xY^x" 

n-\ w=0 

ac ao 

27. ,r E h(íi - t)fl„.r"- 2 + E o,,*" 

#i“2 n=0 

28. Determine a fl de modo que a equação 

f2na n x'-' + 2 f^a n x" = 0 

11=3 ji =0 

seja satisfeita. Tente identificar a função representada pela sé- 
rie X ã n X n 


5-2 Soluções em Série na Vizinhança de 
um Ponto Ordinário, Parte I 

No Cap. 3, descrevemos métodos para resolver equações dife¬ 
renciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes. 
Vamos considerar, agora, métodos para resolver equações line¬ 
ares dc segunda ordem quando os coeficientes são funções da 
variável independente. Neste capítulo, denotaremos a variável 
independente por x. Basta considerar a equação homogênea 

P(x)p;+Q(x)‘-!f + R(x)y = 0, (1) 

dx “ dx 

já que o procedimento para a equação nao-homogênea associa¬ 
da é semelhante. 

Muitos problemas em física matemática levam a equações da 
forma (1) com coeficientes polinomiais; exemplos incluem a 
equação de Bessei 

x 2 y* + xy r +(x 2 ^ v 2 )y=ü, 

onde c é constante, e a equação de Legendre 

(l - x 2 )y" — 2xy* + a{ot + 1 )y — 0, 

onde a é constante. Por essa razão, assim como para simplificar 
os cálculos algébricos, vamos considerar principal mente o caso 
em que as funções Z 5 , Q e R são polinómios, No entanto, como 
veremos, o método de solução também é aplicável quando P, Q 
e R são funções analíticas genéricas. 

Por enquanto, então, vamos supor que P, Q e R são polinómi¬ 
os e que não têm fatores comuns. Suponha, também, que quere- 


Exemplo 1 

Encontre uma solução em série para a equação 

y " + y = 0 f -oo < jc < oc, (4) 

Como sabemos, duas soluções linearmente independentes 
dessa equação são sen x e cos jc, de modo que os métodos de 
expansão em série não são necessários para resolver essa equa¬ 
ção. No entanto, esse exemplo ilustra o uso de séries de potênci- 


mos resolver a Eq. (1) em uma vizinhança de um ponto A 
solução da Eq. (1) em um intervalo contendo x 0 está intimamen¬ 
te associada ao comportamento de P nesse intervalo. 

Um ponto x 0 no qual P(x 0 ) ^ 0 é chamado de ponto ordiná¬ 
rio. Como Pé contínuo, segue que existe um intervalo em tomo 
de x () no qual P(x) nunca se anula. Nesse intervalo, podemos di¬ 
vidir a Eq. (IJ por P(x) para obter 

/+ />(*)/+ ?(*)> = o, (2) 

onde p(x) = Q(x)/P(x) e q(x) = R(x)/P(x) são funções contínu¬ 
as. Logo, pelo Teorema 3.2.1 de existência e unicidade, existe 
uma única solução da Eq. (1) nesse intervalo que também satis¬ 
faz as condições iniciais y( x^) — y 0 , y'(jt 0 ) = para valores arbi¬ 
trários de y 0 e y f 0 . Nesta e na próxima seção, vamos discutir solu¬ 
ções da Eq. (1) na vizinhança de um ponto ordinário. 

Por outro lado, se P(x^ = 0* então x ü é chamado de ponto 
singular da Hq, (1). Nesse caso, peio menos um entre Q(.t D ) e 
R(x 0 ) é diferente de zero. Em conseqüência, pelo menos um dos 
coeficientes p e q na Eq. (2) torna-se ilimitado quando x -4 x 0 e, 
portanto, o Teorema 3.2, l não se aplica nesse caso. As seções 
de 5.4 a 5.8 tratam do problema de encontrar soluções da Eq. (1) 
na vizinhança de um ponto singular. 

Vamos começar o problema de resolver a Eq, (1) em uma 
vizinhança de um ponto ordinário x\ y Procuramos soluções da 
forma 

X = a o + a \(X - x o> H-^ o„(jc - x 0 ) n -I- 

OC 

= y^ a X x ~ x o>"' Í3) 

n—Q 

e supomos que a série converge no intervalo \x x Q \ < p para 
algum p > 0. Enquanto, à primeira vista, não parece atraente 
procurar uma solução em forma de série de potências, essa é, de 
fato, uma forma conveniente e útil para uma solução. Dentro de 
seu intervalo de convergência, séries de potências se comportam 
de maneira muito semelhante a polinómios e são fáceis de ma¬ 
nipular tanto analiticamente, quanto numericamente. De fato, 
mesmo se obtivermos uma solução em termos de funções ele¬ 
mentares. tais como funções exponenciais ou trigonométricas, 
precisaremos, provavelmente, de uma série de potências ou ex¬ 
pressão equivalente se quisermos avaliã-la numericamente ou 
desenhar seu gráfico, 

O modo mais prático de determinar os coeficientes a lt é subs¬ 
tituir a série (3) e suas derivadas por y, y f e y" na Eq. (1). Os 
exemplos a seguir ilustram esse processo. As operações envol¬ 
vidas nos procedimentos, tais como diferenciação, são justificá¬ 
veis desde que permaneçamos no intervalo de convergência. As 
equações diferenciais nesses exemplos também têm uma impor¬ 
tância considerável por si mesmas. 


as em um caso relativamente simples. Para a Eq. (4), P(x) ~ I, 
Q(x) - 0 e R(x) - 1. logo todo ponto é um ponto ordinário. 
Vamos procurar uma solução em forma de série de potências 
em tomo de .v 0 = 0, 

ec 

y = a 0 + a { x + a 2 x 2 -f-b H-= ^ a n x ", (5) 

n=0 
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e supor que a série converge em algum intervalo |a| < p. 
Diferenciando a Eq, (5) termo a termo, obtemos 

/ = a> + 2 a 7 x + ■ * * + nctx n ~ ] + - * * 


Logo, a Eq. (9 ) também é verdadeira para k + 1 e, em consequên¬ 
cia. é verdadeira para todos os inteiros positivos k. 

Analogamente, para os coeficientes com índices ímpares. 




2a 2 -I-h n(n — \)a n x r 


(n + 2)(n + I )a n+1 + a n = 0. 


n = 0. 1,2,3, 


- 4 .3 


_ + fo 


Esses resu liados sugerem que, em geral, se n = 2k, então 


0,1 ° 2k (2k)\ a ^ 


k — 1,2, 3. 


a -)ir-í-7 — 


(2k+2)(2k + \) 


(-ir 

' (2k + 2)(2k + l){2k)[‘ 


a- — — - 
' 7.6 


= (7) 

n=2 

Substituindo y e y" pelas séries (5) e (7) na Eq. (4) temos que 
00 ^ 

L>(« - 1 K- v ' , ~ 2 +XX*"=°- 

n—2 n =0 

Para combinar as duas séries, precisamos reescrever pelo menos 
uma delas de modo que ambas tenham o mesmo termo geral 
Assim, mudamos o índice do somatório na primeira série subs¬ 
tituindo n por n + 2 e começando a soma em 0 em vez de 2. 
Obtemos 

DO OC 

X< rt + 2 ){n + \)a n+2 x n + = 0 


Ê É® 9 + 2)(« + 1 )a n+2 + a n ]x n = 0. 

n=0 

Para essa equação ser satisfeita para todo x é preciso que o coe¬ 
ficiente de cada potência de x seja nulo: portanto, podemos con¬ 
cluir que 


e* em geral se n = 2k -f I, entao : 


a » -°2t+i - (2 j fe+ j ) i fl i- k-\,2,3 . 

Substituindo esses coeficientes na Eq. (5), temos 
V = « () +â r x- ^X 2 - —A' 3 + ^A 4 + 

0 1 2! 3! 4! 5! 


, (~^a 0 2n (-1 J-fl, *+, 

+ "‘ + _ <ãõr JC + + 


, A 2 A 4 (-1)" 

= ü ° 1 “ 2Í + 47 + ' + 72^yT 


=L> + J 

2n)\ 


A 3 A 5 {-1}" 2íi+J 

+ £I, A - — 4- ~ +-1- : ----A“ ,H ' + ■ 

1 3! 5! (2« +1)! 


V^(-ir 2n 
a n > —-a 

ü Aí (2 n)\ 


vp K—l) 2 
+ >- x 


Equações do tipo (8) são conhecidas como relações de re¬ 
corrência. Os coeficientes sucessivos podem ser calculados um 
a um escrevendo-se a relação de recorrência primeiro para n - 
0, depois para n = L e assim por diante. Neste exemplo, a Eq. 
(8) relaciona cada coeficiente com o que está duas unidades an¬ 
tes deíe. Assim, os coeficientes com índices pares (a 0 , a 2 , ,,,) 

e os coeficientes com índices ímpares (a [t a 3 , a 5 , ,,.) são deter¬ 
minados separadamente. Para os pares, temos 


Podemos provar a Eq. (9) por indução matemática. Observe, pri¬ 
meiro, que ela é valida para k= LA seguir, suponha que é válida 
para um valor arbitrário de k e considere o caso A H- 1. Temos 


Agora que obtivemos formal mente as duas soluções em série 
da Eq. (4), podemos testá-las quanto ã convergência. Usando o 
teste da razão, é fácil mostrar que cada uma das séries na Eq. (11) 
converge para todo xe isso justifica, de forma retroativa. Lodos 
os passos usados para se obter as soluções. De fato. reconhece¬ 
mos que a primeira série na Eq. í 11) é exatamente a série de 
Taylor para cós x em tomo de x = 0 e que a segunda é a série 
de Taylor para sen x em tomo de x = 0. Assim, como esperado, 
obtivemos a solução y = n 0 eos x + a t sen x. 

Note que não foram impostas condições sobre a Q e por¬ 
tanto, elas são constantes arbitrárias. Das Eqs. (5) e (6) vemos 
que y e y* calculadas para x = 0 tomam os valores a n e a l7 res¬ 
pectivamente. Como as condições iniciais y(0) ey'(0) podem ser 
escolhidas arbitrariamente, segue que a 0 e devem ser arbitrá¬ 
rias até que sejam dadas condições iniciais específicas. 

As Figs. 5.2.1 e 5.2,2 mostram como as somas parciais das 
séries na Eq. (11) se aproximam de cos x e de sen x. Na medida 
em que cresce o número de termos, o intervalo sobre o qual a 
aproximação é satisfatória torna-se maior e, para cada x nesse 
intervalo, a precisão da aproximação melhora. No entanto, você 
sempre deve se lembrar de que uma série de potências truncada 
fornece apenas uma aproximação local da solução em uma vizi¬ 
nhança do ponto inicial x = 0: eia nunca pode representar ade- 
qoadamente a solução para valores grandes de |x|. 


(2*+ 2)1 


J 0 resultado dado na Eq. (10) e outras fórmulas análogas nesK capítulo podem ser provados 
por um argumento de indução semelhante ao que acabamos de dar para a Eq. (9). Supomos 
que esses resultados são plausíveis e omitimos o argumemo de indução daqui para a frente. 







FIG» 5*2,2 Aproximações polinomiais de sen x. 
du polinómio usado. 


FIG. 5.2.1 Aproximações polinomiais de cos .v. O valor de n é o grau 
do polinómio usado. 


No Exemplo 1, sabíamos desde o início que sen jt e cos x for¬ 
mavam um conjunto fundamental de soluções da Eq. (4). No 
entanto, se nâo soubéssemos disso e tivéssemos tentado simples¬ 
mente resolver a Eq. (4) usando expansão em série, ainda assim 
seriamos obtido a solução (11). Em reconhecimento do fato de 
que a Eq. (4) ocorre com frequência em aplicações» poderiamos 
decidir dar nomes especiais às duas soluções da Eq. í 11); talvez 




{—D” 




■£o " ÍS< 2lI + 1 ) ! 

Poderiamos, então, perguntar quais as propriedades dessas fun¬ 
dões. Por exemplo, segue imediatamente da expansão em série 
que C(0) = 1. S( 0) = 0, C(—jcj = C(x) e que S(~x) = ~S(x)„ 
Também é fácil mostrar que 

S\x) — C(x) f C\x) = —$(x). 


Além disso, calculando a série infinita. 1 podemos mostrar que 
as funções C(.v) e S(x) têm todas as propriedades analíticas e al¬ 
gébricas das funções co-seno e seno. respectivamente. 

Embora, provavelmente, você tenha visto as funções seno e 
co-seno pela primeira vez de um modo mais elementar, em ter¬ 
mos de triângulos retângulos, é interessante que essas funções 
possam ser definidas como soluções de certas equações diferen¬ 
ciais lineares de segunda ordem simples. Para ser preciso, a fun¬ 
ção sen x pode ser definida como a itníca solução do problema 
de valor inicial y w + y - 0, y(Q) = 0, /(O) = I; analogamente, 
cos v pode ser definido como a única solução do problema de 
valor inicial v ,r + v = 0. v(0) — 1, r'(0) - 0. Muitas outras fun¬ 
ções importantes em física matemática também são definidas 
como soluções de determinados problemas de valor inicial. Para 
a maioria dessas funções não existe maneira mais simples ou mais 
elementar de estudã-las. 


Í Exemplo 2 

Encontro uma solução em série de potências de .v para a equação 
de Airy 4 


/' - xy = 0, 


—oo < x < oo. 


Para essa equação, P(jc) = 1, Q(x) = 0 e R(x) = — x, logo. 
ttxlo ponto é um ponto ordinário. Vamos supor que 


y = T 


J7=0 


e que a série converge em algum intervalo [x < p. A série para 
ri é dada pela Eq. (7): como explicado no exemplo precedente, 
podemos reescrevê-la como 


y" = X](n + 2 ){n + l)a„ +2 Jr". 


(14) 


( 12 ) 


tt=Q 


Substituindo y e v" na Eq. (12} petas séries (13) e (14), obtemos 


(n +2)(« + I )a n+2 x" = * = I] a n x " +Í - U5) 

n=Q n =0 

(13) Vamos mudar o índice da última série à direita na equação ante¬ 
rior substituindo n por n — 1 e começando a somar a partir de 1 
em vez de zero. Temos, então. 


2 ■ la 2 + y^(n + 2)(« + l)a„ + 2 x " = 




n=l 


u jJíáJise é feita na Seção 24 Uc livro de K. Kitüpp- Tfieon and Applications of Injtnite Series (Nova York: Hainer. 19? I j. 

? George Biddell Airy (1801-1892). astrônomo e matemático inglês, foi diretor do Observatório dc Gmenwích de 3 83? a IBS I. Uma das razflcs pejas quais a equação de Airy é interes- 
eí é que as soluções são oscilatórias para-v negaii vo. semelhante às funções trigonométricas. e monótonas para x positivo. semeltiEirne às funções hiperbólicas. Você pode explicar por 
c è razoável esperar esse tipo de comportamento? 
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Mais uma vez. para que essa equação seja satisfeita para todo Logo, a solução geral da equação de Airy é 
x é preciso que os coeficientes das potências iguais de * se¬ 
jam iguais; portanto, a 2 = 0 e obtemos a relação de recor¬ 
rência 


^ i 

+ T3 + 2'3o.6' 


2 ■ 3 ■ ■ ■ (3« — l)(3n) 


(« +2)Cn + l)a n+2 = a n _ t para « = 1,2,3.(16) 


+ # 1 U'4- 


X 4 X 


6 - 7 


jf 3 " +1 

3 ■ 4 — (3n)(3n -hl) 



Como a n+2 é dado em função de g h _„ os coeficientes são de¬ 
terminados de três em três. Assim, a 0 determina a 3l que por sua 
vez determina a 6 ,...; a, determina a 4 , que determina a 7 , ...; e a 2 
determina a 5 , que determina 4 S , .... Como a 2 = 0, concluímos 
imediatamente que a 5 = = ... = 0. 

Para a sequência a ü , a 6 , a 9í .. .* fazemos n = 1,4, 7, 10, .., 
na relação de recorrência: 


a 


3 




â 0 a _ ^3 _ a Q 

2-3’ ' 6 “ 5 • 6 ” 2 ■ 3 • 5 ■ 6‘ 

__fo_ 

8 ■ 9 2 ■ 3 ■ 5 ■ 6 8 ■ 9. 


Esses resultados sugerem a fórmula geral 


<h* = 


2 * 3 ■ 5 ■ 6 ■ - * (3n — \)(3nY 


n ^ 4. 


Para a sequência a,, a 4í a lt a íí} .fazemos n — 2,5,8,11. 

na relação de recorrência: 


“1 «4 Wt 

_ 3.4 f a i ~ 6'7 _ 3 - 4 .6.7 1 


9■10 3 * 4 * 6 ■ 7 * 9 ■10 


Em geral, temos 




3 * 4 * 6 * 7 ■ ■ ■ (3/i)(3h + l) 1 


n 5= 4. 


Tendo obtido essas duas soluções em série, podemos investi¬ 
gar agora sua convergência. Devido ao crescimento rápido dos 
denominadores dos termos na série (17), esperamos que essas 
séries tenham um raio de convergência grande. De fato, é fácil 
usar o teste da razão para mostrar que ambas as séries conver¬ 
gem para todo x; veja o Problema 20. 

Supondo, por um instante, que as séries convergem paratod*: 
x, sejam y, e y 2 as funções definidas pelas expressões no primei- 
ro e no segundo par de colchetes, respectivamente, na Eq. (17 1 . 
Então, escolhendo primeiro — L a x = 0 e depois a Q = 0, a, = 
L segue que y j e y 2 são soluções da Eq. (12). Note que v, satisfaz 
as condições iniciais y, (0) = 1. yí (0) = 0 e que y 2 satisfaz as con¬ 
dições iniciais y 2 (0) = 0, y((0) = L Portanto, H7yi,yj(0) = 1 ^ 
0 e, consequentemente, y, e y 2 são linearmente independentes. 
Logo, a solução geral da equação de Airy é 

y - a Q y } {x ) -1- a, y 2 (x) t -oo < x < oo. 

As Figs. 5.2.3 e 5.2.4 mostram os gráficos das soluções y x e 
y 2 » respectivamente, da equação de Airy. assim corno os gráfi¬ 
cos de diversas somas parciais das duas séries na Eq. (17). No¬ 
vamente, as somas parciais fornecem aproximações locais para 
as soluções em uma vizinhança da origem, Embora a qualidade 
da aproximação melhore na medida em que aumenta o numero 
de termos, nenhum polinómio pode representar de modo adequa- 
do y\ e y 2 para valores grandes de ; xj. Um modo prático de esti¬ 
mar o intervalo no qual uma soma parcial dada é razoavelmente 
precisa é comparar os gráficos daquela soma parcial e da próxi¬ 
ma, obtida incluindo-se mais um termo. Assim que se puder notar 
a separação dos gráficos, pode-se ter certeza de que a soma par¬ 
cial original não é precisa, Por exemplo, na Fíg. 5.2.3, os gráfi¬ 
cos para n = 24 e n = 27 começam a se separar em tomo de x = 
-9/2. Assim, além desse ponto, a soma parcial de grau 24 não 
serve como uma aproximação da solução. 



FIG. 5.2 *3 Aproximações polinomiais da solução y/x) da equação de Airy. O valor de n é o grau do polinómio usado. 
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FIG, 5.2,4 Aproximações polinomiais da solução y : úJ da equação de Airy, O valor de u d o grau do polinómio usado. 


Observe que ambas as funções, v, e_\\, são monótojias para* > 
0 e oscilatórias para* < 0, Pode-se ver, também, das figuras, que 
as oscilações não são uniformes, mas, em vez disso, decaem em 
amplitude e aumentam em frequência quando aumenta a distância 
da origem. Em contraste com o Exemplo 1. as soluções _v t e y 2 da 


Exemplo 3 

Encontre uma solução da equação de Áiry em potências de x— 1. 

O ponto * = 1 é um pomo ordinário da Eq, (12) e, portanto, 
procuramos por uma solução da forma 

v=£>„<*-1>". 

onde supomos que a série converge em algum intervalo j* — I 
< p, Então, 

/ = f>„(* - ir'=£> + nw* - 

rt _] n= Q 

e 

y" = y%(n — l)a„(x - l)" -2 

n=2 

= J](«+2)(n+l)a n+2 U-I) n . 
Substituindo y e v" na Eq. (12), obtemos 

OC OG 

+ 2 Xn + 1 )a n+2 {x - I)" = .v £a n (* - 1)\ (18) 

fl=Ó 17=0 

Para igualar os coeficientes das potências iguais de (x — 1). pre¬ 
cisamos escrever*, o coeficiente de y na Eq, (12), em potências 
de (* - 1); escrevemos, então, *=14- (* - I ), Note que essa é 


equação de Airy não são funções elementares que você já encon¬ 
trou em Cálculo, No entanto, pela sua importância em algumas apli¬ 
cações físicas, essas funções têm sido estudadas extensamente c suas 
propriedades são bem conhecidas entre matemáticos aplicados e 
cientistas. 


precisamente a série de Taylor de * em torno de * = 1, Então, a 
Eq, (IS) fica 

y^(n +2)(n + - 1)” 

M = 0 

30 

= [l + (Jt-l>] £>„<*-U" 

n=G 

;í=G n=0 

Mudando o índice da última série à direita, obtemos 

3C 

Tm + 2)(n + — 1)' ,r 

0 

=- 1)11+ ■ i)n . 
h=0 n=\ 

Igualando os coeficientes das potências iguais de * - 1, en¬ 
contramos 

2 = CÍq, 

(3 ■ 2)a 3 = c, + o 0 , 

(4 ■ 3)a 4 = a 2 + «,, 

(5 • 4 )a 5 = a 3 + a v 
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A relação de recorrência gerai é 

{ÍI + 2)(« + l)íJ n+2 = Ct n + a n _J para n > 1. (19) 

Resolvendo para os primeiros coeficientes em função de a„ e a u 
vemos que 

a = fo a = íli + fo a = fl + £L = fo + í!l 

2 2 ’ 3 6 + 6 ' 4 12 + 12 24 + 12 ’ 

a = fl + = £° + JL_ 

5 20 20 30 120 ' 

Portanto» 


. (X - D 2 , Cr-]) 3 , (x — 1 ) 4 , (.í-l) 3 , 

I + ,—--^ -—---——— H-rr— + ■ 


H- o. 


24 

„ (x - l) 3 (jtr - l) J {x 


30 


12 


120 


( 20 ) 


Em geral, quando a relação de recorrência tem mais de doi 
termos, como naEq. (19), a determinação de uma fórmula pan 
a n em função de a 0 e a { é bem complicada, se não impossível 
Neste exemplo, encontrar essa fórmula não parece ser fácil. Sem 
tal fórmula, não podemos testar a convergência das séries na 
Eq. (20) por métodos diretos, como o teste da razão. No entan¬ 
to, mesmo sem ter uma fórmula para a lt * vamos ver. na Seçac 
5,3, que é possível mostrar que as séries na Eq. (20) conver¬ 
gem para todo x. Além disso, elas definem funções y\ e y 4 que 
são soluções linearmeme independentes da equação de Air. 
(12), Assim, 

y = %v 3 ú) + a } y 4 (x) 

é a solução geral da equação de Áiry para — ^ < x < 


Vale a pena enfatizar que, como vimos no Exemplo 3, se pro- 

■X 

curarmos uma solução da Eq. (J) da forma v — 2 a n (x — .v n ) fl , 

n ® o 

teremos, também, que expressar os coeficientes Pf.v), Q(x) e R(x) 
em potências de (.v - x 0 ). De outro modo. podemos fazer uma 
mudança de variável .r — x 0 = /, obtendo uma nova equação di¬ 
ferencial para v em função de re depois procurar soluções dessa 

nova equação da forma X a H t\ Ao terminar os cálculos, subs- 

Fí = 0 

titufmos t por .v - x n (veja o Problema 19), 

Nos Exemplas 2 c 3, encontramos dois conjuntos de soluções 
da equação de Àiry. As funções y 3 e v : definidas pelas séries na 
Eq. (17) são soluções lineannente independentes da Eq. (12) para 
lodo.v, o que também é verdade para as funções y 3 e y 4 definidas 
pelas séries na Eq. (20). De acordo com a teoria geral de equa¬ 
ções lineares de segunda ordem, cada uma entre as duas primei¬ 
ras funções pode ser expressa como combinação linear das duas 
últimas funções e vice-versa — um resultado que, certamente, 
não é óbvio examinando-se apenas as séries. 

Finalmente, enfatizamos que não é tão importante se não for¬ 
mos capazes de determinar o coeficiente gerai a n em função de 
ea [r como no Exemplo 3,0 essencial é podermos determinar 
quantos coeficientes quisermos. Assim, podemos encontrar quan¬ 
tos termos quisermos nas duas soluções em série, mesmo sem 
conhecer o termo geral. Embora a tarefa de calcular diversos 
coeficientes em uma solução em série de potências não seja di¬ 
fícil, pode ser tediosa. Um pacote de manipulação simbólica pode 
ajudar aqui: alguns são capazes de encontrar um número especi¬ 
ficado de termos em uma solução em série de potências em res¬ 
posta a um único comando, Com um pacote gráfico apropriado, 
pode-se, também, produzir gráficos como os ilustrados nas fi¬ 
guras desta seção. 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 14. resolva a equação diferencia! dada atrav és 
de uma série de potências em torno do ponto á 0 dado. Encontre a 
relação de recorrência: encontre também os quatro primeiros termos 
em cada uma das duas soluções linearmente independentes (a me¬ 


nos que a série Lermine antes). Se possível, encontre o termo gera, 
em cada solução. 

1. y" - v = 0, x Q = 0 

2. y fr — xy' — y = 0» jc 0 = 0 

3. y" - xy - y = 0 t Jt 0 = l 

4. v" + k 2 x 2 v = 0, x Q — 0, k constante 

5. (1 + y = % x ü = 0 

6. (2 + x 2 )y tf - xy + 4y = 0. ^ 0 

7. / + #' + 2y = 0, jt 0 = 0 

8. jry" + y' + .ty = 0» x Q = 1 

9. (í + x 2 )y n - 4 xy* + 6y *= 0, jt 0 = 0 

10. (4 - x 2 )y" + 2 y = 0. x 0 = 0 

11. (3 — .r 2 )y" — 3 jcv’ — y = 0, x 0 = 0 

12. (1 -*)/ + */'-)> = 0. x 0 = 0 

13. 2y" + xy' + 3y = 0, x 0 = 0 

14. 2y"+(x + Dy' + 3y = 0, Xfj = 2 

Nos problemas de 15 a 18: 

(a) Encontre os cinco primeiros termos não-nulos na soluçai 
do problema de valor inicial dado. 

(b) Faça gráficos das aproximações da solução com quatro e 
cinco termos no mesmo conjunto de eixos. 

(c) Estime, a partir dos gráficos do item (b), o intervalo no qual 
a aproximação com quatro termos é razoavelmente precisa, 

0 15. y ,f — xy* — y — 0, y(0) = 2, y'(0) * 1; 

veja o Problema 2 

é’ 16. (2 + x 2 )y" — xy' + 4y = 0. y(0) = -l. y'{0) = 3: 

veja o Problema ó 

0 17. y f + xy* + 2_v = 0. y(0)=4 t y'(Ü) = -l: 

veja o Problema 7 

0 18. (1 - x)y" 4- jr/ — y = 0, y(0) =-3, y # (0) = 2; 

veja o Problema 12 

í 9. Fazendo a mudança de variável x - l = te supondo quey tem 
uma série de Taylor em potências em /, encontre duas soluções 
cm séries lineaimente independentes de 

y" + u - l) 2 y' + U 2 - Dy = o 

em potências de a - 1. Mostre que você obtém o mesmo resul¬ 
tado diretamente. supondo quey é dado por uma série de Taylor 
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em potências de v — 1 e expressando o coeficiente jr - 1 em 
potências de x — I, 

20. Mostre diretamente, usando o teste da razão* que as duas solu¬ 
ções em série em tomo do ponto x = 0 da equação de Airy 
convergem para todo x; veja a Eq. í 17) do texto. 

2L A Equação de Hermite* A equação 

/ - 2xy r + Ky = 0, -oo < x < oo t 

onde À ê constante, é conhecida como a equação de Hermite. 5 
Essa é uma equação importante na física matemática. 

(a) Encontre os quatro primeiros termos em cada uma de duas 
soluções linear mente independentes em torno de .r — 0. 

(b) Note que. se À for um inteiro par não-negativo, então uma 
ou outra das soluções em série termina e toma-se um polinómio. 
Encontre as soluções polinomiais para A = (X 2, 4 t 6, 8 e 10. 
Note que cada polinómio é determinado a menos de uma cons¬ 
tante multiplicativa, 

(c) O polinómio de Hermite é definido como sendo a 
solução polinomial da equação de Hermite com À = 2n para a 
qual o coeficiente de x n é 2 r Encontre ..., H s (x). 

22. Considere o problema de valor inicial / = ç 1 - y 2 1 v(0) = 0. 
(a) Mostre que y — sen réa solução desse problema de valor 
inicial. 

íb) Procure uma solução do problema de valor inicial em for¬ 
ma de uma série de potências cm tomo de x = 0. Encontre os 
coeficientes dessa série até o termo contendo 

Nos problemas de 23 a 28* faça o gráfico de diversas somas parci¬ 
ais da solução em série do problema de valor inicial dado em tor¬ 
no de x = 0. obtendo, assim, gráficos análogos aos ilustrados nas 
Figs. de 5.2.1 até 5*2.4. 

£ 23. / - xy - y = 0* y (0) = 1 1 /(0) = 0; 

veja o Problema 2 

f 24, (2 + jr)/ - xy 1 + 4v - 0* y(0) - 1, y'{0) - 0; 

veja o Problema 6 

#: 25. / + x? + 2y = 0, y( 0) = 0, /(O) = 1: 

veja o Problema 7 

4 26. (4 — x 2 )y" + 2y = 0. y(0)=0, y'(0) = l; 

veja o Problema 10 

4 27. y" 4- .v-y = 0. y(0) = l. y'(0)=0; 

veja o Problema 4 

4 28. {I - x)y" + xy’ - 2 y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1 

5.3 Soluções em Série na Vizinhança de 
um Ponto Ordinário, Parte II 

Consideramos, na seção precedente, o problema de encontrar 
>oluçÕes de 

PC*)/ + QWy f + RWy = o. (i) 

onde P, Q e R são polinómios, na vizinhança de um ponto ordi¬ 
nário x ü . Supondo que a Eq. (1} tem, de fato, uma solução y = 
4>(x) e que é tem uma série de Taylor 


Charles Hermiie (1822-1901! foi utn analista e algebrisra francês influente. Introduziu as 
-ançoes tfc Hcrmiie em I864e mosimu, em 1873. que ^ j um numero transcendental (tsloé. 
- não é raiz de nenhuma equação polinomial com coeficientes racionais!. Seu nome tam¬ 
bém está associado ás matrizes hermitianas (veja a Seção 7.3), algumas cujas propriedades 

;ie descobriu. 


ou 

v = <p(x) — ^ a n (.r — x Q )\ (2) 

n=0 

que converge para \x — < p* onde p > 0, vimos que a n pode 

ser determinado substituindo-se, diretamente, y na Eq. (1) pela 
série (2). 

Vamos considerar* agora, como justificar a afirmação de que, 
se v M é um ponto ordinário da Eq, (1 ), então existem soluções da 
forma (2). Vamos considerar também a questão do raio de con¬ 
vergência dessa série. Ao fazer isso, seremos levados a uma ge¬ 
neralização da definição de ponto ordinário. 

Suponha* então, que exista uma solução da Hq. (1) da forma 
(2), Derivando a Eq, (2) m vezes e fazendo x igual a x ü , segue 
que 

= 0 ). 

Logo, para calcular a n na série (2), precisamos mostrar que po¬ 
demos determinar <# MJ (jt 0 ) para n = 0, 1, 2, ,,* a partir da equa¬ 
ção diferencial (1), 

Suponha que y = <f>(x) é uma solução da Eq. (1) satisfazendo 
as condições iniciais y(x 0 ) = y fJ , y'(.v 0 ) = Então, = y 0 e a } 
— y ( ;. Se estivermos interessados apenas em encontrar uma so¬ 
lução da Eq. (1) sem especificar condições iniciais, então a l} e a l 
permanecem arbitrários* Para determinar ó'%x n ) e os coeficien¬ 
tes correspondentes a n para n = 2,3.voltamos para a Eq. (1J. 

Como cj) é uma solução da Eq, (1), temos 

P(x )/(,r) + Q (. x)<f> (x) + R(x)<p(x) = 0* 

No intervalo em tomo de Xq onde P nunca se anula, podemos 
escrever essa equação na forma 

/U) = -p(x)<f>'(x) - q(x)<p(x)> (3) 

onde p(x) = Q(x)/P(x) e qix) — R(x)/P(x). Fazendo .v igual a jq, 
na Eq. (3), temos 

/Cv 0 ) = -p{x Q )<p\x 0 ) - q(x Q )<p(x Q ). 

Portanto, a 2 é dado por 

2\a 2 = <t>"(x 0 ) = ~p(x a )a : - q(x 0 )a 0 . ( 4 ) 

Para determinar %, derivamos a Eq, (3 í e depois fazemos x igual 
a Xqi obtendo 


3 !« 3 = <P"'(x 0 ) = + {p +q) 4 >' +q' 4 >\ 


= -2 lp(x 0 )a 2 - [^'(.v 0 ) +ç(jc 0 )]flj - q’(x Q )a 0 . (5) 


A substiaiição de £7, pela expressão obtida da Eq. (4) fornece a 3 
em termos de a 0 e Como P. Q e R são polinómios e P(x Q ) ^ 0* 
todas as derivadas de p e q existem em .v D . Logo. podemos con¬ 
tinuar a derivar a Eq. (3) indefinidamente, determinando, após 
cada diferenciação* os coeficientes sucessivos a^ .,, fazendo 
x igual a .v ft . 

Note que a propriedade importante que usamos na determi¬ 
nação de a„ é que podemos calcular uma infinidade de derivadas 
das funções p e q. Pode ser razoável relaxar nossa hipótese de 
que as funções per/ são quocientes de polinómios e f simples¬ 
mente, supor que sejam infmitamente diferenciáveis em uma 
vizinhança de_r fl , Infelizmente, essa condição é muito fraca para 
garantir que podemos provar a convergência da expansão em 
série resultante para y = é(x). É necessário supor que as funções 
p e q são analíticas em t 0 : isto é, que elas têm expan sões em série 
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de Taylor que convergem em algum intervalo em tomo do pon¬ 
to x 0 : 

p(x) = p 0 + P] (X - x 0 ) + ■ ■ ■ + P„(x - x Q ) n + ■■■ 

X 

= J2P" (x “*())"■ ( 6 ) 

n=0 

q{x) = q Q + qi (x-x 0 ) + ---+ q n (x - x Q ) n + ■ • ■ 

= £?„(*-V- (7) 

;i=Ü 

Com essa idéia em mente, podemos generalizaras definições de 
ponto ordinário e ponto singular da Eq. (1) da seguinte maneira; 
se as funções p = Q/P e q = R/P forem analíticas em x Uí então o 
ponto x 0 é dito um ponto ordinário da equação diferencial t J): 
caso contrário, é um ponto singular. 

Vamos agora considerar o problema do intervalo de conver¬ 
gência da solução em série. Uma possibilidade é calcular, expli¬ 
citamente, a solução em série para cada problema e usar um dos 
testes de convergência de urna série infinita para determinar seu 
raio de convergência. No entanto, essa questão pode ser respon¬ 
dida imediata mente para uma ampla classe de problemas pelo 
teorema a seguir. 

Teorema 5,3.1 

Se x 0 é um ponto ordinário da equação diferencial (1), 

P(x)y " -f Q(xW + R(x)y = 0, 

isto é, s ep = Q/P e q = R/P são analíticas em x 0 , então a so¬ 
lução geral da Eq. (1) é 

oc 

y = E a » (x - V" = %>'i (*) + Oj y 2 (.x ), (8) 

«=ü 


onde a Q e tf, são arbitrários, e y, e y 2 são soluções em série H- 
nearmente independentes que são analíticas emx$. Além di>- 
so, os raios de convergência das soluções em série y i cy 2 sâo, 
pelo menos, tão grandes quanto o menor entre os raios de con¬ 
vergência das séries para p e q. 

Observe que. pela forma da solução em série, y,(x) = 1 + b 2 { r 
— Xo) 2 + ... e y 2 (x) = (x - x 0 ) 4- c 2 (x — xQ 2 + Logo, y 1 é _ 
solução satisfazendo as condições iniciais }y(x 0 ) = 1, y[ (x 0 ) = Oc 
y 3 é a solução satisfazendo as condições iniciais y 2 (x^) = 0, y 2 (x 
= 1. Note também que, embora o cálculo dos coeficientes através 
de diferenciações sucessivas da equação diferencial seja excelente 
do ponto de vista teórico, não é, em geral, um procedimento com¬ 
putacional prático. Em vez disso, é melhor substituir y na Eq, (1 
pela série (2) e determinar os coeficientes de modo que a equaçã: 
diferencial seja satisfeita, como nos exemplos da seção anterior 
Não demonstraremos esse teorema que, em uma forma ligei¬ 
ramente mais geral, foi demonstrado por Fuchs. 6 O que imporu 
para nossos propósitos é que existe uma solução em série da for¬ 
ma (2) e que o raio de convergência dessa solução em série nãe 
pode ser menor do que o menor entre os raios de convergência da* 
séries paia p e q: logo, precisamos apenas determinai- esses raio' 
Isso pode ser feito de duas maneiras. Novamente, uma possi¬ 
bilidade é calcular as séries de potências para pet/e, depois, 
determinar seus raios de convergência usando um dos testes de 
convergência para séries infinitas, No entanto, existe um modo 
mais fácil quando P. Q e R são polinómios. Na teoria de fuàções 
de uma variável complexa mostra-se que a razão de dois 
polinómios, digamos Q/P. tem uma expansão em série de potên¬ 
cias que converge em tomo de um ponto x ü se E(x 0 ) A 0, Além 
disso, supondo que todos os fatores comuns entre Qt P foram 
cancelados, o raio de convergência da série de potências para Q 
P em tomo do ponto x n é exatamente a distância de x 0 à raiz mai^ 
próxima de P\ Ao determinar essa distância, precisamos lembra: 
que P(x) — 0 pode ter raízes complexas e que essas também têm 
de ser levadas ern consideração. 


Exemplo 1 


Qual o raio de convergência da série de Taylor para (1 + x 2 ")~ l 
em tomo de x = 0? 

Um modo de proceder é encontrar a série de Taylor em ques¬ 
tão, a saber, 

= l_ x 2 +x 4_ JC 6 + ... + ( _ 1) » J[ 2» + .„ i 

1 H- x 


Pode-se verificar* pelo teste da razão, que p = 1. Uma outra abor¬ 
dagem é notar que os zeros de 1 4- x 2 são x = ±/. Como a distân¬ 
cia no plano complexo de 0 a i ou a — í é 1, o raio de convergên¬ 
cia da série de potências em torno de x = 0 é 1. 


Exemplo 2 

Qual é o raio de convergência da série de Taylor para (x 2 — 2x + 
2)~ ] em torno de x — 0? E em tomo de x ~ 1 ? 

Em primeiro lugar, note que 

x 2 - 2x + 2 = 0 

tem soluções x — 1 ± f. A distância no plano complexo de x — 
0 a a = 1 + i ou ax = 1 - i 6 v2, logo, o raio de convergência 


da expansão em série de Taylor 2 a fl x n em tomo de x = 0 é 

_ I! = 0 

V2. 


Tntmamiel Lazarus Fuchs (1833U9Q2J foi estudante e. mais tarde, professor nu Universidade 
de Berlim. Provou o resultado do Teorema 5.3.1 em 1866. Sua pesquisa niaís importante fui 
sobre pontos singulares de equações diferenciais lineares. Ele reconheceu a importância dos 
pontos singulares regulares i Seção 5,4 J, e as equações cujas únicas singularidades, incluindo 
o ponto no infinito, são pontos singulares regulares conhecidas como equações de Fuchs. 
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A distância no plano complexo de x = 1 ax = 1 + f ou a.r = 
! — i é 1. logo o raio de convergência da expansão em série de 


De acordo com o Teorema 5.3.1. as soluções em série da equa¬ 
ção de Airy nos Exemplos 2 e 3 da seção precedente convergem 
para todos os valores de já que, em cada um dos problemas» 
P(x) — 1 e, portanto, nunca se anula. 

Uma solução em série pode convergir para outros valores de 


Exemplo 3 

Determine uma cota inferior para o raio de convergência das 
soluções em série em tomo de x = 0 da equação de Legendre 

(1 - jc 2 )/' - 2xy f + a(a + l)y = 0» 
onde a é constante. 

Note que P(x) — 1 — x\ Q(x) — —2x e /?(*) — a(a 4 1) são 
polinómios e que os zeros de F, a saber, X = ± 1, distam 1 de 

x ~ 0, Logo, uma solução em série da forma I a n x" converge, 

^ n *» 0 


Taylor 2 bjx — 1 ) N em tomo de .r = 1 é 1. 

tt - D 


a. além dos indicados no Teorema 5.3.1, de modo que o teorema 
fornece, de fato, apenas uma cota interior para o raio de conver¬ 
gência da solução em série, Isso é ilustrado pelos polinómios de 
Legendre, que satisfazem a equação de Legendre dada no próxi¬ 
mo exemplo. 


pelo menos, para |x| < 1 e, possivelmente, para valores maiores 
de x. De fato, pode-se mostrar que, se a ê um inteiro positivo, 
uma das soluções em série termina após um numero finito de 
termos e, portanto, converge para todo v e não apenas para \x\ < 
I. For exemplo, se a — L a solução polinomial é v — a\ Veja os 
problemas de 22 a 29, ao final desta seção, para uma discussão 
mais completa da equação de Legendre. 


Exemplo 4 


Determine uma cota inferior para o raio de convergência da so¬ 
lução em série da equação diferencial 

(I + * 2 };y" + 2xy' + 4x 2 y = 0 (9) 

em tomo do ponto x = 0 e em tomo do ponto x — —1/2. 

Novamenie, F, Q e R são polinómios e P tem raízes x — — i. A 
distância no plano complexo de 0 a ±ié 1 e a distância de —1/2 a ±í 


e T H—= 5/2, Assim, no primeiro caso, a série 1 ff N J4con- 
1 4 n=G 

, erge. pelo menos, para \x\ < 1 e, no segundo caso, a série 


2 b n *4 — converge, pelo menos, para 
*= o L 2 1 


, + i, 


< 45/2. 


Uma observação interessante que podemos fazer sobre a Eq. 
(9) segue dos Teoremas 3.2.1 e 5.3.1. Suponha que são dadas as 
condições iniciais v(0) — y 0 e v'(ü) = yj. Como 1 4 .r # ü para 
todo .v» sabemos, do Teorema 3.2,1 que o problema de valor ini¬ 
cial tem uma única solução em — ^ c.v< Por outro lado. o 
Teorema 5,3,1 garante apenas uma solução em série da forma 

3 * 

2 a„x n (com a ü — y 0 , a x = yj) para — l < x < LA solução 

fi = o 

única no intervalo — x < x < ^ pode não ter expansão em série 
de potências em torno de x = 0 que convirja para todo x. 


Exemplo 5 




Podemos determinar uma solução em série em tomo de x = 0 
o ara a equação diferencial 


/' -f (sen.t)v' + (1 + x 2 )y — 0, 

e, se for o caso. qual o raio de convergência? 

Para essa equação diferencial, p(x) = sen x e q(x) = I 4 jr. 
Lembre-se. do Cálculo, que sen x tem uma expansão em série de 


Taylor em tomo de x — 0 que converge para todo x Além disso, 
q também tem uma expansão em série de Taylor em torno de 
x “ 0, a saber. q{x) — 1 4- jr, que converge para todo x Assim. 

ÓÊ 

a equação tem uma solução em série da forma v = 2 a n x n com 
üq e a arbitrários, e a série converge para todo x. 
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Problemas 

Nos problemas de 1 a 4, determine r 0 ) e 4>"'(x „) para o 

ponto dado A ft: se y — <j>(x) é uma solução do problema de valor ini¬ 
cial dado. 

1 y ,f 4 xy 1 4 y = 0; y(0) = 1, /(O) = 0 

2. /' 4 (sen a)/ 4 (cosx)v = 0; y(0) = 0, y'(G) = 1 

3. x 2 y ,f 4 (1 4 a)/ + 3(ln*)y = 0; y(I) = 2, v'(l)-0 

4. 4 x 2 y 4 (seux)y = 0; y (0) = a 0 , /(O) = a 1 

Nos problemas de 5 a 8* determine uma cota inferior para o raio de 
convergência da solução em série da equação diferencial dada em 
tomo de cada ponto x a dado. 

5. y tf 4 4 y 4 6xy = 0; a 0 = 0, x G — 4 

6. (x 2 — 2x — 3)/ 4 xy r 4 4y — 0; x Q — 4, x Q = -4. jc 0 = 0 

7. (1 + x 3 )/ + 4xy' + y = 0; * 0 = 0. * u = 2 

8 . x/' 4 y = 0 ; a 0 = 1 

9. Determine uma cota inferior para o raio de convergência da 
solução em série em tomo de x v dado para cada uma das equa¬ 
ções diferenciais dadas nos problemas de 1 a 14 da Seção 5.2. 

10. A Equação de Chebyshev. À equação diferencial de 
Chebyshev 7 é 

(1 - x 2 )y ff — xy f 4 ot 2 y = 0. 


caso. Os Problemas 20 e 21 envolvem equações diferenciais não- 
homogêneas para as quais os métodos de expansão em série podeir 
ser estendidos facilmente. Sempre que possível, compare a soluçã 
em série com a obtida pelos métodos do Cap. 2. 

16. y — y = 0 17, y — xy — 0 

18. y' = e x y, apenas três termos 19. fl - x)y f = y 

20. y'-y^x 2 21. y' + 4=1 + v 

A Equação de Legendre, Os problemas de 22 a 29 tratam da equ 

ção de Legendre* 

(1 - x 2 )y" - 2xy' + a(a + l)y = 0. 

Como indicado no Exemplo 3, o ponto x = 0 é um ponto ordiná 
dessa equação e a distância da origem ao zero mais próximo út 
Pix) — 1 - jr é 1. Logo. o raio de convergência da solução em série 
em tomo de x = 0 é. peio menos. 1. Note. também, que basta consi¬ 
derar a > — L pois. se cr ^ — 1, então a substituição a. = — (1 4 yh 
onde y ^ 0, leva à equação de Legendre fl - 4)v" - Zn 5 ' + y(y 4 1 
v = 0. 


22. Mostre que duas soluçoes linear mente independentes da equa¬ 
ção de Legendre para \x\ < 1 são 


yi(x) = 1 - 


a [a ■ 


2! 


D 2 

- X 


crio - 2)(ot 4 Í)(Gí 4 3} 

~4l~ J 


onde a ê constante. 

(a) Determine duas soluções linearmente independentes em 
séries de potências de x para [a, < !. 

(b) Mostre que. se a for um inteiro não-negativo n, então exis¬ 
te uma solução polinomial de grau n, Esses polinómios, quan¬ 
do propriamente normalizados, são chamados de polinómios de 
Chebyshev. Eles são muito úteis em problemas que necessitam 
de uma aproximação polinomial para uma função definida em 
-I ^ x ^ 1. 


+ 4 (2wÜ ' 


(tt-l)(a + 2) , (üf - l)(a — 3)(c* 4 2){ar 4 4) 5 
y 2 (x) =x -|- x 3 4- - -a 5 

V- (a - 1) * ■ (a - + l)for 4 2) ■ * (a 4 2 m) lm _ 

+ 4 (2m +1)! * 


(c) Encontre uma solução polinomial para cada um dos casos 
a = n = 0, L 2, 3. 

Para cada uma das equações diferenciais nos problemas de 11 □ 14. 
encontre os quatro primeiros tennos não-nulos em cada uma das duas 
soluções em série linearmente independentes em torno da origem. 
Qual o valor que você espera que tenha o raio de convergência de 
cada solução? 

11. y” 4 (sen x)y = 0 12. e x y" 4 av = 0 

13. (cos A') y" + xy' - 2y — 0 14. e~ x y" + ln(I +x)y’-xy = 0 
15. Suponha que lhe dizem que x e x 1 sao soluções da equação di¬ 
ferencial P{x)y" + Q(x)y* — Rix)y = 0. Você pode dizer se o 
ponto x = 0 é um ponto ordinário ou singular? Sugestão: Use o 
Teorema 3.2.1 e observe os valores de a e de x 1 em x = 0. 


23. Mostre que. se a for zero ou um inteiro positivo par 2n. a solu¬ 
ção em serie y, se reduz a um polinómio de grau 2 n contendo 
apenas potências pares de v. Encontre os polinómios correspon¬ 
dentes a a = 0. 2 e 4. Mostre que. se a for um inteiro positivo 
ímpar 2n 4 1, então a solução em série y 2 se reduz a um 
polinómio de grau 2n + 1 contendo apenas potências ímpares 
de a. Encontre os polinómios correspondentes a a = 1.3 e 5. 

24. O polinómio de Legendre PJ.X) é definido como a solução 
polinomial da equação de Legendre com a — n que satisfaz 

W=l. 

(a) Usando os resultados do Problema 23, encontre os polinó¬ 
mios de Legendre P 0 (a), .... P s {x). 

(b) Faça os gráficos de E 0 (x), .... P-yx) para -1 ^ a ^ 1 . 

(c) Encontre os zeros de P 0 (x) .K(a). 

25. Pode-se mostrar que a fórmula gerai para P fí (x) é 


Equações de Primeira Ordem. Os métodos de expansão em série 
discutidos nesta seção são diretamente aplicáveis à equação diferen¬ 
cial linear de primeira ordem P(a)v' 4 gÍA)y - 0 em Ltm pomo x Qf 
se a função p = Q/P tiver uma expansão em série de Taylor em tor¬ 
no desse ponto. Esse ponto é chamado de ponto ordinário e. além 

disso, o raio de convergência da série v=? 2 a„ (x — x 0 ) n é. pelo 

a = 0 

menos, tão grande quanto o raio de convergência da série para Q/P . 
Nos problemas de 16 a 21, resolva a equação diferencial dada por 
uma série de potências em x e verifique que é arbitrário em cada 


P n (x} = 


1 Wl] 


k=0 


(—1)*(2« — 2k)\ „_ 2k 

k\(n-k)\{n-2k)\ X 


onde [n/2] denota o maior inteiro menor ou igual a n/2. Obser¬ 
vando a forma de P n {x) para n par e ímpar, mostre que P n {— 1} 
= í-1 );i. 

26. Os polinómios de Legendre têm um papel importante em físi¬ 
ca matemática. Por exemplo, ao se resolver a equação de La- 
place (equação do potencial) em coordenadas esféricas, encon¬ 
tramos a equação 

d 2 f{ip) dF{<p) 

-t -bcot <p —— -b n($ 4 = 0, 0 < w < jt. 

d<p d<p 


: Pafnur> L. Chebyshev (1S21-I SyUj, professor da Universidade de São Petersbuigo duran¬ 
te ?5 anos e o matemático russo mais influente do século XIX, fundou a "escoía de São 
Petersburgo", que produziu uma longa linhagem de matemáticos importantes. Seus estudos 
sobre os polinómios dc Chebyshev começaram em tomo de 1854- como parte de uma inves¬ 
tigação de aproximação de funções por polinómios. Chebyshev também é conhecido por 
seu trabalho em teoria dos números e probabilidade. 


' Adrien-Marie Legendre (1752-1833) teve várias posições na Academia Francesa de Ciên¬ 
cias a partir de 1783, Seus trabalhos principais foram nos campos de funções elípticas e te¬ 
oria dos números. As funções de Legendre, soluções da equação de Legendre. apareceram 
pela primeira vez em 1784 em seu estudo sobre a atração de esferóides. 
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27. 


onde n é um inteiro positivo. Mostre que a mudança de variá¬ 
vel x = cos (p transforma essa em uma equação de Legendre 
com a = n para y —fix) = Fíarccos a). 

Mostre que, para n = 0. 1. 2* 3. o polinómio de Legendre cor¬ 
respondente é dado por 




29. Dado um polinómio f de grau ru é possível expressar f como 
uma combinação linear de P Q , P . P 2 . P n : 

n 

/<*>- 

Jt^O 

Usando o resultado do Problema 28, mostre que 


Essa fórmula, conhecida como fórmula de Rodrigues^, ê váli¬ 
da para todos os inteiros positivos n. 

28. Mostre que a equação de Legendre também pode ser escrita como 

[(I - x 2 )/]' = —Of{or -I- l )y. 


2 Jt+ 1 


J f(x)P k (x)dx , 


Segue, então, que 

11 - = ~n\n 4- ] \Pjx) ç ifi -,r)í^{X}]' - —mim + l)P m (x). 


5.4 Pontos Singulares Regulares 


Multiplicando a primeira equação por P m {x J, a segunda por Nesta seção, vamos considerar a equação 
P„(x), integrando por partes e depois subtraindo uma equação 

da outra, mostre que P(x)y" 4 Q{x)y 4 R(x)y — 0 


a) 




P(x)P(x) dx =* 0 se 


n ^ m. 


como a propriedade de ortogonal ida de. Se rn ~ n , pode-se 
mostrar que o valor da integral anterior é 2/(2n + 1). 


na vizinhança de um ponto singular x 0 . Lembre-se de que, se as 
funções P.QtR são polinómios sem fatores comuns, os pontos 
singulares da Eq, (1) são os pontos nos quais Pix) = 0. 


Exemplo 1 


Determine os pontos singulares e os ordinários da equação de O ponto x = 0 é um ponto singular, jã que Pi a) = .r se anula 
Bessel de ordem v aí, Todos os outros pomos são pontos ordinários da Eq. (2). 


x 2 y" 4 xy r 4 (a 2 — v 2 )y — 0, (2) 


Exemplo 2 

Determine os pontos singulares e os ordinários da equação de 
Legendre 

(1 — a 2 )}’" — 2a y * 4 o: (a 41) v — 0. (3) 

onde a é constante. 


In felizmente, se tentarmos usar os métodos das duas seções 
precedentes para resolver a Eq. (I) tia vizinhança de um ponto 
nguiar a;,, descobriremos que esses métodos não funcionam, 
Lso deve-se ao fato de que, freqüentemente, as soluções da Eq, 
1 j não são analíticas em x {] e, portanto, não podem ser represen- 
:adas por uma série de Taylor em potências de x — a,,. Em vez 
2 isso. precisamos usar uma expansão em série mais geral, 
Como uma equação diferencial tem, em geral, poucos pontos 
angulares, poderíamos especular se eles não poderiam ser. sim¬ 
plesmente, ignorados, uma vez que jã sabemos como construir 
soluções em tomo de pontos regulares. No entanto, isso não é 
possível porque os pontos singulares determinam as caracterfs- 
ucas principais das soluções de forma muito mais profunda do 


3linde Rodrigues \ ] 794-3 SS J > publicou esse resultado como parte de sua tese de doutora- 
nã Escola Normal de Paris em 18-16, Mais tarde ele tornou-se banqueiro e defensor dc 
-^íormas sociais. 


Os pontos singulares são os zeros de P{x) ~ 1 — a 2 , a sa¬ 
ber, os pontos a — ± 1. Todos os outros pontos são pontos or¬ 
dinários* 


que poderíamos suspeitar ã primeira vista. Em uma vizinhança 
de um ponto singular, a solução loma-se, muitas vezes, muito 
grande em módulo, ou experimenta mudanças rápidas em seu 
módulo. Assim, o comportamento de um sistema físico modela¬ 
do por uma equação diferencia] é. com frequência, mais interes¬ 
sante em uma vizinhança de um ponto singular. Muitas vezes, 
singularidades geométricas cm um problema físico, como bicos 
ou arestas, geram pontos singulares na equação diferencial cor¬ 
respondente. Então, embora queiramos, inicialmente, evitar os 
poucos pontos onde uma equação diferencial é singular, é preci¬ 
samente nesses pontos que é necessário estudar a equação com 
mais cuidado. 

Como alternativa aos métodos analíticos, poderia ser consi¬ 
derada a utilização de métodos numéricos, que serão discuridos 
no Cap. 8. Entretanto, esses métodos não são adequados para o 
estudo de soluções na proximidade de um ponto singular. Dessa 
forma, mesmo adotando uma abordagem numérica, é vantajoso 
combinã-la com os métodos analíticos deste capítulo para que 
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se possa examinar o comportamento das soluções na proximi¬ 
dade de um ponto singular. 

Sem qualquer informação adicional sobre o comportamento de 
Q/P e R/P na vizinhança do ponto singular, é impossível descre¬ 
ver o comportamento das soluções da Eq. (1) perto de x ü . Pode 
acontecer de existirem duas soluções linearmente independentes 
daEq. (1) que permanecem limitadas quando a —> x n , ou uma de¬ 


las pode permanecer limitada enquanto a outra toma-se ilimitada 
quando x —> x 0 , ou ambas podem tomar-se ilimitadas quando a — 
Xq, Os Exemplos 3,4 e 5 a seguir ilustram essas possibilidades, Se 
a Eq. (1) tem soluções que se tomam ilimitadas quando x —> é 
importante, muitas vezes, determinar o comportamento dessas 
soluções quando x —> x 0 . Por exemplo, y —> ^ da mesma formd 
que (x ~ ou (x - x Q y U2 , ou de alguma outra forma? 


Exemplo 3 

A equação diferencial 

xV _ 2v = o (4) 

tem um ponto singular em x — 0, Pode-se verificar facilmente, 
por substituição direta, que y t (x) = x : e y 2 (x) = l/x são soluções 
linearmente independentes daEq. (4) para a > 0 ou x < 0. Logo, 
em qualquer intervalo que não contenha a origem, a solução geral 
da Eq, (4) é y = c jri + c 2 x~\ A única solução da Eq, (4) que 


permanece limitada quando a 0 é y = cpc\ De fato, essa solu¬ 

ção é analítica na origem, apesar do fato de que, se a Eq. (4) for 
colocada na forma padrão, /' (2/x 2 )y = 0, a função q(x) = 

x 2 não é analítica em x = 0 e o Teorema 5.3.1 não se aplica. Por 
outro lado, note que a solução y 2 (x) = x ~ 1 não tem expansão em 
série de Taylor em torno da origem (não é analítica em x - 0 j. 
portanto, o método da Seção 5,2 falharia nesse caso. 


Exemplo 4 

A equação diferencial 

X 1 / - 2xy' + 2y - 0 (5) 

também tem um ponto singular em x = 0. Pode-se verificar que 
y,(x) = a e y 2 (x) = .ri são soluções linearmente independentes 


da Eq. (5) e que ambas são analíticas em x ~ 0. Apesar disso, 
não é apropriado se colocar um problema de valor inicial com 
condições iniciais em x = 0, É impossível satisfazer condições 
iniciais arbitrárias em x = 0, já que qualquer combinação linear 
de x e ri é zero em x = 0. 


Exemplo 5 

A equação diferencial 

x\v" + 5xy’ + 3v = 0 (6) 

também tem um ponto singular em x — 0, Você pode verificar 


que Vj (x) = l/x e y 2 (x) = l/ri são soluções linearmente inde¬ 
pendentes da Eq. (6) e que nenhuma delas é analítica em x — 0, 
De fato, toda solução (não-nula) da Eq, (6) toma-se ilimitada 
quandox—» 0. 


Nosso objetivo é estender o método que jã desenvolvemos 
para resolver a Eq, (1) perto de um ponto ordinário de modo que 
ele também possa ser aplicado em uma vizinhança de um ponto 
singular x 0 . Para fazer isso de maneira simples, precisamos nos 
restringir a casos onde as singularidades das funções Q/P e R/P 
não são muito severas, isto é, são do tipo que poderíamos cha¬ 
mar de “singularidades fracas”, A essa altura, não é claro o que 
seria, exatamente, uma singularidade aceitável. No entanto, na 
medida em que formos desenvolvendo o método de resolução, 
você verá que as condições apropriadas (veja também a Seção 
5.7, Problema 21) que distinguem as “singularidades fracas” são 

QCx) 

lim (x — x 0 ) —— é imito (7) 

*-*0 p i x ) 

Rl 

Hm (x — xri 2 - 1 é imito. (8) 

P(x) 

Isso significa que a singularidade de Q/P não pode ser pior do 
que (x — x 0 ) _1 e que a singularidade de RiP não pode ser pior 
do que (x — x 0 y 2 . Tal ponto é chamado de ponto singular re¬ 


gular da Eq. (1). Para funções mais gerais do que polinómios, x 0 
é um ponto singular regular da Eq. (1) se for um ponto singular 
e se ambas as funções E0 


(x - x 0 ) 


Q(x) 

Pix) 


(x ~x n )' 


RW 

P(x) 


(9) 


têm séries de Taylor convergentes em tomo de x Q , isto é, se as fun¬ 
ções naEq, (9) forem analíticas emx = x 0 . As Eqs. (7) e (8) impli¬ 
cam que esse será o caso quando P t Q e R forem polinómios. 
Qualquer ponto singular da Eq. (1) que não seja um ponto singu¬ 
lar regular é chamado de ponto singular irregular da Eq, (1), 
Nas seções a seguir, discutiremos corno resolver a Eq. (1) na 
vizinhança de um ponto singular regular. A discussão de solu¬ 
ções de equações diferenciais na vizinhança de pomos singula¬ 
res irregulares é mais complicada e pode ser encontrada em li¬ 
vros mais avançados. 


As funções dadas, na Eq. (9) podem não estar definidas em x 0 e, nesse caso. seus valores 
em ,t„ devem ser atribuídos como sendo seus limites quando x —* .t 0 . 
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Exemplo 6 

No Exemplo 2. observamos que os pontos singulares da equa¬ 
ção de Legendre 

(1 - x 2 )y " - 2x / + a (a + 1 )y = 0 

são x = ± E Determine se esses pontos singulares são regulares 
ou irregulares. 

Vamos considerar, primeiro, o ponto x = 1 e observar, tam¬ 
bém, que, ao dividir por (1 — .r). os coeficientes de y r e de v fi¬ 
cam iguais a — 2\7(1 — x~) e a(a + 1 >/( 1 - x 2 ), respectivamen¬ 
te. Calculamos, então. 


lim(x 

x^t 


1) 


“2x (x — 1)(—2x) 

— hm 


1 -x 2 


Ü -x)(l + _*) 


lím —— 

i 1 + X 


= 1 


e 


lim(x — l) 2 

X—*■ í 


a(a 4- l) 

1 -x 2 


= lim 

x^\ 


= lim 

X-* l 


(x — l) 2 a(ff + 1) 

(1 — JC)(I +JT) 

(X - 1 )(-g)(Q? + 1) 
1 +JC 


= 0 , 


Como esses limites são finitos, o ponto x= 1 é um ponto singu¬ 
lar regular. Pode-se mostrar, de maneira semelhante, quex = — 1 
também é um ponto singular regular. 


Exemplo 7 


Determine os pontos singulares da equação diferencial 

2x(x - 2 ff + ixy' + (x - 2)y = 0 

e classifique-os como regulares ou irregulares. 

Dividindo a equação diferencial por 2x(x — 2) ; , temos 


y + 


3 


1 


2(x - 2) 


7 y 


2x(x - 2) 


y “ 0. 


de modo que p(x) = Q{x)/P(x) — 3/2{x - 2)- e q(x) — R(x)f 
P(x) = \/Zx(x — 2). Os pontos singulares sãox = 0 e x = 2. Con¬ 
sidere x — 0, Temos 


lím xp(x) = lim x—-- = 0, 

2(x - 2} 2 

, ,1 

lim xq{x) — limx~—-- — 0. 

x-*o o 2x(x — 2) 

Como esses limites são finitos, x = 0 é um ponto singular regu¬ 
lar, Parax = 2, temos 

3 3 

lim(x - 2 )p(x) — Hm(x — 2)—-— lim-— 

*- 2 v 2(x-2) 2 t -^2 2(x — 2) 

de modo que o limite não existe: portanto, x = 2 é um ponto sin¬ 
gular irregular. 


Exemplo 8 


Determine os pontos singulares de 


/ 71 \ 2 

\ ” 2/ y* + (cosx)y + (senx)y — 0 


e classifique-os como regular ou irregular. 

O único ponto singular éx = tt/2. Para estudá-lo, vamos con¬ 
siderar as funções 


( x - y) p(x) = (x 


rr\ Q(x) 
2) P(x ) 


cosx 
x — n/2 


e 


(* - í) « W = (* - t) 


7Z\ 2 RM 
P(x) 


— sertx. 


A partir da série de Taylor para cos x em tomo de x = tt/2, en¬ 
contramos 


cosx _ 1 f (x— jt/ 2) 2 (x - tt/2) 4 

x - tt/2 + 3! 5! 

que converge para todo x. Analogamente, sen x é analítica em 
x = tt/2. Portanto, concluímos que tt/2 é um ponto singular re¬ 
gular para essa equação. 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 18. encontre todos os pontos singulares da 
equação dada e determine se cada um deles é regular ou irregular. 

1 . xy ff + (1 - x)y r 4-xy = 0 

2. x 2 {l -xff + 2xy' + 4y = o 

3. x 2 (l - x)/'+ (x - 2)/- 3xy = 0 

4. x 2 (\-x 2 )y"+ (2/x)y'+ 4y = 0 

5. (l-x z J 2 y" + x(I-x)y' + (l+x)y*0 


6. x 2 /' + xy + (x 2 — v 2 )y = 0. equação de Bcssel 

7. (x + 3)/' — 2xy + (1 - x 2 )>- = 0 

8. x(l - x 2 ) 3 f + (1 - x 2 ) 2 y' + 2(1 + x)y = 0 

9. (x + 21 2 (x - l)y" + 3(x - !)>' - 2(x + 2)y = 0 

10. x(3-x)y' + (x + l)y-2y = 0 

11. (x 2 +x -2)y" + (x + l)y + 2y = 0 

12. xy" + e*y + (3 cosx)y = 0 

13. y" + (ln |x|)y' + 3xy = 0 

14. x 2 y" + 2{e* - !)>•' + (e~ z cosx)? = 0 
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15, *y-3(senjc)/ + (l + x 2 )y = 0 

16, xy li + y* + (cotx)y = 0 

17, (sen x)y" + xy + 4y = 0 

18, (jcsenx)/' + 3/ + xy — 0 

Nos Problemas 19 e 20, mostre que o ponto x — 0 é um ponto singu¬ 
lar regular. Tente, em cada problema, encontrar soluções da forma 


S a rr X' n , Mostre que existe apenas um a sol ução não- nul a de ssa for- 

ii = f> 

ma para o Problema 19 e que não existem soluções não-nulas dessa 
forma para o Problema 20. Assim, em nenhum dos casos a solução 
geral pode ser encontrada desse modo, Isso é típico de equações com 
pontos singulares. 

19 . 2xy" + 3y t + xy = Q 

20. 2*V 4- 3xy f - (1 + x)y = 0 

21. Singularidades no Infinito. Às definições de ponto ordinário 
e pomo singular regular dadas nas seções precedentes só se 
aplicam se o ponto x 0 6 finito. Em trabalhos mais avançados de 
equações diferenciais, é necessário, muitas vezes, discutir o 
ponto no infinito, Isso é feito através da mudança de variável 
í, estudando-se a equação resultante em £ = 0. Mostre que, para 
a equação diferencial P(x}y fí + Q(x)y f + R(x)y = 0. o ponto no 
infinito é um ponto ordinário se 

1 ppq/g) 6(1/0 ] JgQ/g) 

**(!/£> L £ Ç 2 J e ç 4 /•(!/?) 


têm expansões em série de Taylor em tomo de £ = 0. Mostre 
também que o ponto no infinito é um ponto singular regular se 
pelo menos uma das funções anteriores não tiver expansão em 
série de Taylor. mas ambas as funções 


s \ 2Pom quíhv 

p(m [ { ç 2 j 

tiverem tais expansões. 


mm 

Ç 2 P( í/o 


Nos problemas de 22 a 27, use os resultados do Problema 21 para 
determinar se o ponto no infinito é um ordinário, singular regular ou s 
ngu lar irregular da equação diferencial dada. 

22. y" + }’ = o 

23. x 2 y" + xy - 4y = Q 

24. (1 - x 2 )y" - 2xy‘ + a(ct + l)y = 0, equação de Legendre 

25. x 2 y" +xy’ + (.v - r)v = 0, equação de Bessei 

26. y' - 2xy' + Ày = 0. equação de Hermite 

27. >■" - xy — 0, equação de Air}' 


5.5 Equações de Euler 

Uma equação diferencial relativamente simples que tem um 
ponto singular regular é a equação de Euler ]] 


í.[y]=*V + axy* + fiy = 0, (1 

onde a e são constantes reais. É fácil mostrar que x — 0 é um 
ponto singular regulai’ da Eq. (1). Como a solução da equação 
de Euler é típica das soluções de todas as equações diferenciais 
com um ponto singular regular, vale a pena considerar essa equa¬ 
ção em detalhe antes de discutir o problema mais geral. 

Em qualquer intervalo que não contenha a origem, a Eq. (1) 
tem uma solução gerai da fornia y = CyV^r) + on( ^ e >’i c 

_v : são linearmente independentes. For conveniência, vamos con¬ 
siderar primeiro o intervalo x > 0. estendendo nossos resultado? 
mais tarde para o intervalo x < 0. Primeiro, note que (ri)' = rri^ : 
e (xy = r(r — 1 )x r : . Logo. supondo que temos uma solução da 
forma 

y = .V, (2> 

obtemos 

L{x r ] - x 2 {x r )“ + + px r 

= x r [r(r-l)+ar + 0l (3) 

Se r é raiz da equação de segundo grau 

F(r) — r(r — 1) + orr + = 0, (4) 

então L[x r ] é zero e y — x r ê uma solução da Eq. (I), As raízes da 
Eq. (4) são 


-(a-l)±V r {«-l) z -4/í 
} 2 “ 2 ' : 

e F(r) = (r — r, í(r — r 2 ), Como para equações diferenciais line¬ 
ares de segunda ordem com coeficientes constantes, é necessá¬ 
rio considerar separadamente os casos nos quais as raizes são reais 
e diferentes, reais e iguais, e complexas conjugadas. De fato. toda 
a discussão nesta seção é semelhante ao tratamento de equaçõe? 
diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes cons¬ 
tantes no Cap, 3 com e™ substituído porx r : veja. Lambem, o Pro¬ 
blema 23, 

Raízes Reais e Distintas. Se F(r) — 0 tem raízes reais r } e r 2 com 
t\ =f r 2 . então y^x) = x e y 2 (x) = x r : são soluções da Eq. (1 f 
Como W (,rs . x^) — (r 2 — rJx^Cri -1 não se anula se ^ r 2 e 
x > 0, segue que a solução geral da Eq. (1) é 

y = C 1 Jí r í +c 2 x r 2, x > 0. (6) 

Note que. se r não for racional, então .ri é definida porx r = 

e rlux 


Exemplo 1 

Resolva 

2x 2 y" + 3 xy* — y = 0, x > 0. (7) 

Substituindo y = x r na Eq. (7), obtemos 

x r [2r(r - 1) + 3r - I] = x r Qr 2 + r - 1) 

= x r {2r — l)(r + 1) — 0. 


Logo /'| = 1/2 e r 2 = — 1 , de modo que a solução geral da Eq. ( 7 


é 

y = Cjjt 1 - +c 2 x~ l f x > 0. (8i 


"Algumas vezes essa equação é chamada de equação de Cauchy-Euler ou equação eqüidímeasional. Ela foi estudada por Euler em tomo de 1740, mas sua solução era conhecida por 
Johann Bemoulli antes de 1700. 
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Raízes Iguais. Se as raízes r, e r : são iguais, obtemos apenas uma 
solução y, (a) = .V 1 da fornia proposta. Pode-se obter uma segunda 
solução pelo método de redução de ordem, mas vamos conside¬ 
rar, para nossa discussão futura, um outro método. Como — 
r 2f F(r) = (?■ — Tj) 2 . Assim* nesse caso* além de F(r,) == 0, te¬ 
mos, também* FVi) = 0, Isso sugere a diferenciação da Eq. (3) 
em relação a r e. depois* a atribuição r igual a /y Derivando a 
Eq. (3) em relação a r, temos 

^-L[x r ] = ~WF(r)l 

Br Br 

Substituindo F(r). trocando as ordens de integração em relação 


Exemplo 2 

Resolva 

x 2 y ff + 5xy' + Ay = 0, x > 0. (12) 

Substituindo y — x r na Eq. (12), obtemos 

x r [r{r - 1) + 5r + 4] = x r {r 2 + 4r + 4) = 0, 


Raízes Complexas. Final mente, suponha que as raízes r { e r 2 são 
complexas conjugadas, por exemplo. r } = À + ip e r 2 — À - ip. 
com p =é 0. Precisamos explicar agora o significado de .v r quan¬ 
do r é complexo. Lembrando que 

x r =e r]n * (14) 

quando x > 0 e r é real, podemos usar essa equação para definir 
sf quando r é complexo. Então* 

=e CX+i»ItiT _ f Aln.t^In.v _ 

■— x A [cos(p Íba) + i sen (p Inx)], a - > 0. (15) 

Com essa definição de yf para valores complexos de r* pode-se 
verificar que as regras usuais da álgebra e do cálculo diferencial 
continuam válidas, logo x* 1 e x 1 * são. de fato. soluções da Eq. 
(I), A solução geral da Eq. (1) é 

y =c l x x+itl +c 2 x í - itl . (16) 


Exemplo 3 

Resolva 

x 2 y" + xy' + y — 0. (19) 

Substituindo v = V na Eq. (19). obtemos 

x r [r(r - 1) +r + 1] = x r (r 2 + 1) = 0. 


Vamos considerar, agora, o comportamento qualitativo das 
soluções da Eq. (1) perto do ponto singular regular a = 0. Isso 
depende inteiramente da natureza dos expoentes r { e r>. Em pri¬ 
meiro lugar, se r é real e positivo, x* —> 0 quando x tende a zero 
assumindo apenas valores positivos. Por outro lado* se ré real e 


a x e em relação a r, e notando que ô(x r )/Sr = x r ln a* obtemos 
L[x r \nx] = (r - r { ) 2 x r lnx +2(r — r,)x r . (9) 

A expressão à direita do sinal de igualdade na Eq. (9) é 0 para r 
= í\; portanto, 

y 2 (x) = x r i In.v, x > 0 (10) 

é uma segunda solução da Eq* {!)* E fácil mostrar que W (x r i , 
x f '■ ln a) = a - 1 -1 . Logo, A r ‘ e A r ! ln a são lineanmente independen¬ 
tes para a > 0 e a solução geral da Eq. (1) é 

y — (c l + c 2 lnx)x r i, x > 0. (11) 


Portanto* y = j\ — — 2 e 

y — x~ 2 (Cj + c 2 lnx), a > 0. (13) 


A desvantagem dessa expressão é que as funções x A ~ ,fl e x A_ '^ 
tomam valores complexos. Lembre-se que tivemos uma situa¬ 
ção semelhante no estudo de equações diferenciais lineares de 
segunda ordem com coeficientes constantes quando as raízes 
eram complexas. Da mesma forma que fizemos anteriormente, 
podemos observar que as partes real e imaginária de x A ^* a sa¬ 
ber, 

x k cos(julnx) e x x sen (p In.v), (17) 
também são soluções da Eq. (1). Um cálculo direto mostra que 

W[x' A cos(M ln.r), x x sen(^ ln jc)] = . 

Portanto, essas soluções são linearmente independentes para a 
> 0. e a solução geral da Eq, (1) é 

y = CrX- cos (p lnx) + x A sen (p lnx), x > 0* (18) 


Logo* r = -iea solução geral é 

y — Cj cos(lnx) 4- c 2 sen (In a), a > 0. (20) 


negativo, então x r tom a-se ilimitado. Finalmente* se r — 0. então 
x r ~ 1. Essas possibilidades estão ilustradas na Fig. 5.5.1 para 
diversos valores de r. Se r for complexo* então uma solução tí¬ 
pica é X a cos(m ln a)* Essa função toma-se ilimitada ou tende a 
zero se À for, respectivamente, negativo ou positivo* e, também* 
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FIG. 5.5.1 Soluções de uma equação de Euler: raízes reais. 


oscila cada vez mais rapidamente quando x —> 0. Esses compor¬ 
tamentos estão ilustrados nas Figs. 5.5.2 e 5.53 para valores se- 
lecionados de À e de ^i. Se À = 0* a oscilação tem amplitude cons¬ 
tante. Finalmente, se as raízes são repetidas, então uma das so¬ 
luções tem a forma T r In x , que tende a zero se r > 0 e é ilimitada 
se r ^ 0. Um exemplo de cada caso aparece na Fig. 5.5A. 

Á extensão das soluções da Eq. (1) para o intervalo x < 0 
pode ser feita de modo relativamente direto. A dificuldade está 
em compreender o significado de x r quando r é negativo e não 
é intei ro; analogamente, ln .v não está definido para a < 0. Pode- 
se mostrar que as soluções da equação de Euler que encontra¬ 
mos para a > 0 são válidas para x < 0, mas são. em geral, com¬ 
plexas. Assim, no Exemplo 1, a solução x ]/2 é imaginária para 
x < 0 . 

Sempre é possível obter soluções reais da equação de Euler 
(1) no intervalo x < 0 fazendo a mudança de variável a seguir. 
Seja x = — £, onde £ > 0, e seja y = u(£). Temos, então, 



FIG* 5.53 Solução de uma equação de Euler; raízes complexas com 
parte real positiva. 


Mas esse é exatamente o problema que acabamos de resolver; 
das Eqs. (6), (II) e (18), temos 


ày^ 

dx 


du d% 
d% dx 


du 

'W 


d 2 y d / du \ üfÇ d 2 u 

d? = dÇ \ds) = W 

Assim, a Eq. (1), para x < 0. fica com a forma 

.-,d 2 u du 

£"T7? + <*£ ~7Z + & u — 0’ 


dr 


dí r 


£ > 0 . 


( 21 ) 


( 22 ) 


«(£) = 


c,£ r i +c 2 í r * 

(c ] +c 2 inÇ)f r i (23) 

c^çosfa ln£) + c 2 £ A sen (jí ln£). 


dependendo de os zeros de F(r) = r{r — 1) + ar + 0 serem reais 
e diferentes, reais e iguais ou complexos conjugados. Para obter 
u em função de x. substituímos £ por —x nas Eqs. (23). 

Podemos combinar os resultados para x > 0 e x < 0 lembran¬ 
do que x = -V quando .r > 0 e a = -x quando x < 0. Logo. 
precisamos apenas substituir x por jcj nas Eqs. (6), (11) e (18) 




FIG* 5*5*2 Solução de uma equação de Euler; raízes complexas com 
parte real negativa. 


FIG* 5.5*4 Soluções de uma equação de Euler: raízes repetidas. 
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para obter soluções reais válidas em qualquer intervalo que não 
contenha a origem (veja, também, os Problemas 30 e 31), Esses 
resultados estão resumidos no teorema a seguir. 

Teorema 5.5.1 

Á solução geral da equação de Euler (1), 

x 2 y” + axy' + py = 0, 

em qualquer intervalo que não contenha a origem é determi¬ 
nada pelas raízes fj e r 2 da equação 

F(r) = r(r — 1) + ar + = 0. 

Se as raízes forem reais e diferentes, então 

y = Cjlocl^i +c 2 \x\ r *. 

Se as raízes forem iguais, então 

y = (c, 4-c 2 ln|x|)|x| r ', 

Se as raízes forem complexas conjugadas, então 

y = cos (fi ln |x|) 4- c 2 sen (*i In |x|)], 

onde r„ r 2 = À ± i/i. 

As soluções de uma equação de Euler da forma 


(24) 

(25) 

(26) 


4fl 14. 4x 2 y" + 8,v.r' + 1 7.v = 0. y(l) =2, y' (1) = -3 
4fl 15. .tV - 3xy' + 4v = 0. y(— 1) = 2, v'(-l) = 3 

4f 16. x 1 / + 3xy' + 5y = 0, v( 1) = 1, y' (1) = -1 

! 7, Encontre todos os valores de a para os quais todas as soluções 
de xV + axy' + (5/2Jv = 0 tendem, a zero quando x 0. 

1 8, Encontre todos os valores de jS para os quais todas as soluções 
de xV + py = 0 tendem a zero quando x 0. 

19, Encontre y de modo que a solução do problema de valor inici¬ 
al xV' — 2y = 0, y(l) — 1, y'(l) = y permaneça limitada quan¬ 
do ,v —¥ 0. 

20, EnconLre Lodos os valores de a para os quais todas as soluções 
de rv" + axy* + (5/2)v “ 0 Lendem a zero quando x —> 

2 1, Considere a equação de Euler x*y" + axy' + fiy = 0, Encontre 
condições sobre a e P para que: 

(a) Todas as soluções tendam a zero quando x —» 0. 

(b) Todas as soluções permaneçam limitadas quando x —» 0. 

(c) Todas as soluções tendam a zero quando x —> 

(d) Todas as soluções permaneçam limitadas quando _v —> 

(e) Todas as soluções permaneçam limitadas quando ,v-^0e 
quando x —í 

22, Ü s ando o método de reduç ao de ordem. mos tre q u e, se r, é uma 

raiz repetida de r(r— 1) + ar 4- — 0, enlão x r \ e ^i In x são 

soluções dex 3 / + axy* + py — 0 para x > 0, 

23, Transformação para uma Equação com Coeficientes Cons¬ 
tantes, A equação de Euler _ry M + axy' + Py = 0 pode ser 
reduzida a uma equação com coeficientes constantes através de 
uma mudança na variável independente. Seja _v - ou : - 
In x. e considere apenas o intervala x > 0. 

(a) Mostre que 


(x - x 0 ) 2 /' + a(x - x Q )y f + py = 0 (27) 

são semelhantes às dadas no Teorema 5,5,1. Se procurarmos 
soluções da forma y = (x - x Q ) r , então a solução geral é dada por 
uma das Eqs. (24), (25) ou (26) com (x — x 0 ) no lugar de x. De 
outro modo, podemos reduzir a Eq. (27) à forma da Eq. (1) fa¬ 
zendo uma mudança da variável independente t — x — x (} , 

A situação para uma equação diferencial de segunda ordem 
com um ponto singular regular é análoga à de uma equação de 
Euler. Vamos considerar esse problema na próxima seção. 


dy 1 dy d 2 y 1 d 2 y l dy 

dx x dz dx 2 x 2 dz 2 x 2 dz 


(b) Mostre que a equação de Euler se transforma em 



dy 

+ (ct I) — 7 — px = 0. 

dz 


Denotando por r, e r 2 as raízes de r + (a — 1 )r + p = 0. mostre 
que: 

(c) Se r È e r 2 são reais e distintos, então 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 12, determine a solução geral da equação di¬ 
ferencial dada, válida em qualquer intervalo que não inclui o ponto 
singular. 

t, x 2 y íf + 4xV 4- 2y = 0 

2. (x + l) 2 v"+ 3(.v + l)/4- 0.75 V = 0 

3. x 2 y"-3xy'4-4y = 0 

4. xV + 3jt/ + 5v = 0 

5. x 2 y" — xy' + v = 0 

6. (x - 1)V + 8(x - 1)/ 4- 12y = 0 

7. xV'4-6xy'-y = 0 

8. 2x : y" - Axy' + 6y = 0 

9. x 2 y" - 5xy' 4- 9y = 0 

10. (x - 2)V + 5(x - 2)/ + 8y = 0 

11. x\v" 4-2xv'4-4y = 0 

12. x 2 .v" - 4xy' + 4y = 0 

Nos problemas de 13 a 16. encontre a solução do problema de valor 
inicial dado. Faça o gráfico da solução e descreva como ela se com¬ 
porta quando x —> 0. 

M02. 13. 2x 2 y" + xy' - 3y = 0. y(l) = 1, y'(l) = 4 


y = c ( /i ; +c 2 e r i : = c | x r i + c,x r :. 

(d) Se r t e r 1 são reais e iguais, então 

y = (c { 4- c 2 z)e r i z = (c, -f c 2 \nx)x r K 

(e) Se r x e /■, são complexos conjugados, r t = A + //a, então 
y = e' z [c x cos(^z) -j- c, senf^z)] = x K [c , cos(/i Inx) 

+ c 2 sení/rlnx)]. 

Nos problemas de 24 a 29, use o método do Problema 23 para resol¬ 
ver a equação dada para x > 0, 


24. 

2 ft 

XV 

o 

II 

CN 

\ 


25. 

2 ti 

x y 

-3xy' + 4y = 

Inx. 

26. 

x 2 y" 

+ Ixy' + 5y = 

X 

27. 

2 >i 

x y 

— 2xy' 4- 2y = 

3x 2 + 2 Inx 

28. 

X 2 y" 

+ xy f + 4y = sen(lnx) 

29. 

3x 2 y 

"+ 12xy' + 9y 

= 0 

30, 

Mostre que, se L\y ] = 

x 2 } 1 * 4- axy* + jGV, então 


H(~xY]^(-x) r F(r) 


para todo x < 0. onde F(r) = r(r - 1) + ar + p. Conclua que, 
se Zj # n são raízes de F(r ), então as soluções linearmente in¬ 
dependentes de L[yl = 0 para x < 0 são (—x) r t e {—x) f 2 . 
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31. Suponha que ( —x) r i e (— x) r i são soluções de urna equação de 
Euler para x > 0, onde r t # r 2 e r i é inteiro. De acordo com a 
Eq. (24), a solução geral em qualquer intervalo não contendo a 
origem é y — c: x Lv h + c 2 Lr l r -. Mostre que a solução geral tam¬ 
bém pode ser escrita como y = brh + k 2 Lvh, 

Sugestão: Através de uma escolha apropriada de constantes, mos¬ 
tre que as duas expressões são idênticas para x > 0 e que. por uma 
escolha diferente de constantes s elas são idênticas para x < 0. 


5.6 Soluções em Série na Vizinhança de 
um Ponto Singular Regular, Parte I 

Vamos considerar, agora, o problema de resolver a equação li¬ 
near de segunda ordem geral 

P(x)y" + Q{x)y' + R{x)y = 0 (1) 

em uma vizinhança de um ponto singular regular x = x n . Vamos 
supor, por conveniência, que x n — Ü. Se x Q 4= 0. podemos trans¬ 
formar a equação em uma equação para a qual o ponto singular 
regular está na origem fazendo-se x — x Q igual a /. 

O fato de que = 0 é um ponto singular regular da Eq. (1) 
significa que xQ(x)ÍP(x) = xp(x) e x 1 R(x)/P(x) — x z q(x) têm li¬ 
mites finitos quando x —> 0 e são analíticas em „r = 0, Logo, têm 
expansão em series de potências convergentes da forma 

oo oo 

x p C*) = El p n - AK*) — / (2) 

n=0 n=0 

em algum intervalo |xj < pem tomo da origem, onde p > 0. Para 
fazer com que as funções xp(x) e x 2 q(x) apareçam na Eq, (1), é 
conveniente dividi-la por Pfx) e depois multiplicá-la por jc 2 , ob¬ 
tendo-se 


Po = !™i 


*Q(x) 


*-*0 P(x) 


e 


% 


Hm 

x->() 


x 1 R(x) 

P(x)' 


então a Eq. (4) se reduz à equação de Euler 


(5* 


A"+ Pa x y + %y = 

que foi discutida na seção precedente. É claro que, em geral, al¬ 
guns dos p n e q nl n > U não são nulos. Entretanto, o caráter es¬ 
sencial das soluções da Eq, (4) é idêntico ao das soluções da equa¬ 
ção de Euler (6). A presença dos termos p^x +... +pX+ - e 
q t x + ... + + ... só complica os cálculos. 

Vamos restringir nossa discussão principalmente ao interva¬ 
lo x > 0* O interv alo x < 0 pode ser tratado, como para a equa¬ 
ção de Euler. pela mudança de variável x— — £ e posterior reso¬ 
lução da equação resultante para f > 0. 

Como os coeficientes da Eq, (4) são "coeficientes de Euler" 
vezes série de potências, é natural procurar soluções da forma “so¬ 
luções de Euler 7 vezes série de potências. Supomos, então, que 

oo 

y — x r (a 0 + «,x H-4- a n x n + ■■■)= x r a ft x n 

> 1=0 


ao 

= X>„* ,+ ”. w 

*=Q 

onde =£ 0, Em outras palavras, r é o expoente do primeiro ter¬ 
mo da série e a tJ é seu coeficiente. Como parte da solução, temo 
que determinar; 


1, Os valores de r para os quais a Eq. (1) tem uma solução da 
forma (7). 

2, À relação de recorrência para os coeficientes a !r 

3, O raio de convergência da série 2 a u x n . 


x 2 y" + x[xp(x)]V + [x 2 q (x)]y = 0, (3) 

ou 

x 2 y" + x(p Q -f p } x +-h p n x n + • ■ ■)/ 

+ + ?jx + - • • + q n x n + ■ ■ -)v = 0. (4) 

Se todos os coeficientes p n e q f: são nulos, com a possível exce¬ 
ção de 


A teoria geral foi construída por Frobenius 1 - e é razoavelmen¬ 
te complicada. Em vez de tentar apresentar essa teoria, vamos su¬ 
por, simplesmente, nesta e nas duas próximas seções, que existe 
uma solução da forma especificada. Em particular, vamos supor 
que qualquer série de potências em uma expressão para a solução 
tenha raio de convergência não-nulo e vamos nos concentrar em 
mostrar como determinar os coeficientes nessa série. Para ilustrar 
o método de Erobenius, vamos considerar primeiro uin exemplo. 


Exemplo 1 

Resolva a equação diferencial 

2x 1 y” - xy' + (1 + x)y = 0. (8) 

E fácil mostrar que x = 0 é um ponto singular regular da Eq. 
(8), Além disso, xp(x) = —1/2 tx 2 q(x) — (1 + x)l 2. Assim, p Q = 
— 1/2, q 0 = 1/2, íí 3 = 1/2 e todos os outros ^se^s são nulos. 
Então, da Eq. (6), a equação de Euler correspondente à Eq. (8) é 

2 x 2 y fI — xy f + y = 0, (9) 

Para resolver a Eq. (8), vamos supor que existe uma solução 
da forma (7). Logo. _v f e y" são dados por 

OG 

y > = + n)x r+n ~ l (10) 

71=0 


e 

oc 

y" = + n)(r + n - 1 )x r+n ~ 2 . (llj 

11=0 

Substituindo as expressões para y, y f e y" na Eq. (8). obtemos 
2x 2 y" - xy' + (I + x)y = £ 2a n (r + n)(r + n - l)x r+ ” 

n=Q 

~jt a n (r + n)x r+n + £>X + ” + a „ xr+ " + '■ í 12 ' 

ii=0 ii=0 7i=0 


' Ferdmand Georg Frobenius (1849-1917) foi ítomo Fuchs) estudante e depois profts&oí 
na Universidade de Berlim. Mostrou como construir soluções em série em tomo de ponlís 
singulares regulares em 1874. Seu trabalho mais importante, no entanto, foi em álgebra, 
tomando-se um dos expoemes entre os primeiros a desenvolver a teoria dos grupos. 
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0 último termo naEq. (J2) pode ser escrito como £ a„_ t A r+fl , 

n - l 

de modo que, combinando os termos na Eq. (12), obtemos 


Multiplicando o numerador e o denominador da fração à direita 
do sinal de igualdade na Eq. (18) por 2 ■ 4 ■ 6 ... 2n = 2 n ri L pode¬ 
mos reescrever o r , na forma 


lx 2 y” -xy f + {1 +x)y = a 0 [2r(r — 1) ~r 4- l]x r 

oc 

+ ^{[2(r + n)(r + n - 1) - (r -f- n) + 1 ]a n 

n^= 1 

+ a n _ x ]x r + n = 0, (13) 

Como a Eq. (13) tem de ser satisfeita para todos os valores de .i\ 
o coeficiente de cada potência de x tem de ser zero. Do coefici¬ 
ente de x\ como a (l ¥= 0, temos 

2r(r~l)-r+l = 2r 2 -3r-h 1 = (r - l)(2r - 1}= 0. (14) 

A Eq. (14) é chamada de equação indiciai para a Eq, (8). Note 
que ela é exatamente a equação polinomial que obteríamos para 
a equação de Euler (9) associada à Eq. (8). As raízes da equação 
indiciai são 


_ (-l) n 2 n 

a "~a n + \y au ' n3el - 

Portanto, se omitirmos a constante multiplicadora a 0 , uma solu¬ 
ção da Eq. (8) é 


30 

y, (jc) = .t 1 4- Y, 

n=l 


—-— xr . x > 0. 

(2 n + D! 


'l» 1 * 


r 2 = 1/2. 


Esses valores de r são chamados de expoentes na singularida¬ 
de para o ponto singular regular a = 0. Eles determinam o com¬ 
portamento qualitativo da solução (7) na vizinhança do ponto 
singular. 

Vamos voltar, agora, para a Eq. (13) e igualar o coeficiente 
de x r+n a zero. Isso nos fornece a relação 

[2 (r + n)(r + n - 1) - (r + n) + 1 ]a n + « n _, = 0 (16) 


Para determinar o raio de convergência da série na Eq. (19), usa¬ 
mos o teste da razão: 

r 2W 

hm -— = hm —---— = 0 

«-*« ajjA" (2 n + 2) (2/i + 3) 

para todo jc. Logo, a série converge para todo a. 

Vamos proceder de modo análogo para a segunda raiz r = r 2 
1 

— Da Eq. (17), temos 


2n(n — =) n(2n — 1) ’ 


n > 1. 


Portamo. 


a 1 11 


_ a \ _ Ü Q _ 

Ü2 “ _ 2~3 ~ (I • 2)(1 ■ 3)’ 


2(r + «r - 3(r + n) + 1 

__ a n-\ _ 

'[(r+/i>- l][2(r + nj- 1]' 


n > 1. (17) 


3 - 5 (1 -2-3)(l -3-5)' 


e, em geral. 


Para cada raiz r 3 e i\ da equação indiciai, usamos a relação de 
recorrência í 17) para determinar um conjunto de coeficientes a : , 
a 2 .Para r = r l = 1. a Eq. (17) fica 


_ “ií-1 

ün (in + ljw 1 


3 . i 1 


n > L 


a = -3- =__- 

2 5-2 (3*5)(1-2)' 


(— 1 )* 

a =--- cu, n > 4. (20) 

" rc![l * 3 ■ 5 * * * (2n — 1)] 0 

Como no caso da primeira raiz r,, multiplicamos o numerador e 
o denominador por 2 ■ 4 ■ 6 ... 2 n = 2"«!. Temos, então. 

(— 1 )" 2 " 

a "—&ãT a °’ ,!&L 

Omitindo ti ovamente o multiplicador constante a ít , obtemos a 
segunda solução 


y 2 (.v) —x 


“ (2/i)! 

L n=l J 


7-3 (3 ■ 5 - 7)(1 • 2 - 3) 


Em geral. temos 


" [3 • 5 • 7 - • ■ (2n ~f I)]n! 0 


o n , n > 1- (18) 


Como anteriormente, podemos mostrar que a série na Eq. (21) 
converge para todo x, Como os termos iniciais nas soluções em 
série v e \\ são x e a : respectivamente, segue que as soluções 
são lineamiente independentes. Logo. a solução geral daEq. (8) é 

y — c,y, ( x ) + c 7 y^(x), x > 0, 
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O exemplo precedente ilustra o fato de que, se _r = 0 é um ponto 
singular regular, então, algumas vezes, existem duas soluções line- 
armente independentes da forma (7) em uma vizinhança desse pon¬ 
to. Analogamente, se existir um ponto singular regular em ,r = 
podem existir duas soluções linearmente independentes da forma 

00 

y = (x- Xq) f Y2 a n( X ~ x o)" ( 22 > 


que são válidas perto de x = x 0 . No entanto, assim como uma equa¬ 
ção de Euler pode não ter duas soluções da forma y — j£ f uma 
equação mais geral com um ponto singular regular pode não ter 
duas soluções da forma (7) ou (22), Em particular, vamos mostrar 
na próxima seção que, se as raízes r A e r 2 da equação indiciai são 
iguais ou diferem por um inteiro, então a segunda solução, nor¬ 
malmente, tem uma estrutura mais complicada. Em todos os ca¬ 
sos, no entanto, é possível encontrar pelo menos uma solução da 
forma (7) ou (22); se r F e r 2 diferem por um inteiro, essa solução 
corresponde ao maior valor de r. Se existir apenas uma dessas 
soluções, então a segunda solução envolve um termo logarítmico, 
como no caso da equação de Euler quando as raízes da equação 
característica são iguais, 0 método de redução de ordem, ou al¬ 
gum outro procedimento, pode ser usado para se determinar a se¬ 
gunda solução nesse caso Isso será discutido nas Seções 5.7 e 5.8, 

Se as raízes da equação indiciai forem complexas, então elas não 
podem ser iguais nem diferirem por uni inteiro, de modo que sem¬ 
pre existem duas soluções linearmente independentes da forma (7) 
ou (22). E claro que essas soluções são complexas. No entanto, 
como para a equação de Euler, é possível obter soluções reais to¬ 
mando-se as panes real e imaginária das soluções complexas. 

Finalmente, vamos mencionar uma questão prática. Se P , Q 
e R são polinómios, é bem melhor, muitas vezes, trabalhar dire- 
tameme com a Eq, (1) do que com a Eq, (3). Isso evita a neces¬ 
sidade de expandir xQ(x)/P(x) e x-R(x)iP(x) em séries de potên¬ 
cias. Por exemplo, é mais conveniente considerar a equação 

jc(1 +x)y" + 2/ +xy = 0 


do que escrevê-la na forma 
2x 


2. tf i 

XX + 


l+.V 


V + 


1 -p À" 


V - 0. 


o que implicaria ter de expandir 2x1 {1 + x) e x 2 /( 1 + x) em séries 
de potências. 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 10. mostre que a equação diferencial dada tem 
um ponto singular regular em x = 0. Determine a equação indiciai, 
a relação de recorrência e as raízes da equação indiciai. Encontre a 
solução em série (x > 0) correspondente â maior raiz. Se as raízes 
forem diferentes e não diferirem por um inteiro, encontre também a 
solução em série correspondente à menor raiz. 

1. 2 xy" 4- y 4- xy = 0 

2. A- 2 /' + xy' + (a 2 - ±) v = 0 

3. a y" + v = 0 
Ay" + / - y = 0 

5. 3a 2 /' + 2a/ + a 2 )* = 0 

6. a 2 /' + xy* + (a - 2) v = 0 

7. xy" + (1 — a}/ — v = 0 

8. 2a 2 /' + 3a/ + (2a 2 - l)y = 0 

9. a V - a (a + 3)/ + (a + 3) v = 0 
10. a 2 /' + (a 2 + j)y = 0 


1L A equação de Legendre de ordem a ê 

(1 - x 2 )y r> — 2xy' + a(a + 1)y = 0. 

A solução dessa equação peno do ponto ordinário x = 0 foi dis¬ 
cutida nos Problemas 22 e 23 da Seção 5,3, No Exemplo 6 dh 
Seçào 5.4, mostramos que x = ± 1 são pontos singulares regula¬ 
res. Determine a equação indiciai e suas raízes para o ponto i 
= 1. Encontre uma solução em série de potências de x — 1 par. 
x — 1 > 0. Sugestão: Escreva 1 x = 2 — ü - 1) e a = 1 - 
(x - 1), Uma outra maneira é fazer a mudança de variável x - 
1 = t e determinar uma solução em série de potências de f. 

12, A equação de Chebyshev é 


í 1 - v : .u ^ 2 y = 0. 

onde a. é constante; veja o Problema 10 da Seção 53, 

(a) Mostre que x = 1 e x = — 1 sào pontos singulares regulares 
e encontre os expoentes em cada uma dessas singularidades. 

(b) Encontre duas soluções linearmente independentes em tor¬ 
no de x= L 

13. A equação diferencial de Laguerre 17 ' é 

xy* + (1 - x )y + ky = 0, 

Mostre que x = 0 é um ponto singular regular. Determine a 
equação indiciai, suas raízes, a relação de recorrência e um^ 
solução (a > Oj. Mostre que, se À = m é um inteiro positivo, 
essa solução se reduz a um polinómio. Quando normalizado 
apropriadamente, esse polinómio é conhecido como polinómio 
de Laguerre L m (x J. 

14, A equação de Bessel de ordem zero é 


xV+Jcy +* 2 y = o. 

Mostre que x = 0 é um ponto singular regular: que as raízes da 
equação indiciai são r } = - 0: e que uma solução para x > 0 é 


J Q (x) = 1 + 


E 


(-l) n x 2n 
2 2n (n\) 2 


15, 


Mostre que a série converge para todo x* A função 7 rj é conhe¬ 
cida como a função de Bessel de primeira espécie de ordem zero. 
Com referência ao Problema 14. use o método de redução de 
ordem para mostrar que a segunda solução da equação de Bessel 
de ordem zero contém um termo logarítmico. Sugestão: Se y 2 (xj 
= / 0 (a)l<a). então 


>2(*) — Jq (A ) 


/ 


dx 

x[J 0 (x)] 2, 


Encontre o primeiro termo na expansão em série de l/xj7 0 (jc)] 2 
16. A equação de Bessel de ordem 1 é 


x 2 y tf -f xy 4- (x 2 — l)y j= 0. 


(a) Mostre que a = 0 é um ponto singular regular; que as raízes 
da equação indiciai são r, = I e r, = — 1 : e que uma solução 
para ,v > 0 é 

x ^ (-l) n x 2n 

Mostre que a série converge para todo a. A função é conhe¬ 
cida como a função de Bessel de primeira espécie de ordem um. 

(b) Mostre que é impossível determinar uma segunda solução 
da forma 





í!= 0 


x > 0. 


"'Edmond Nicolas Laguerre (1S34-1S86), um geômetra e analista francês, estudou oí 
polinómios que levam seu nome em tomo de 1S79- 
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5.7 Soluções em Série na Vizinhança de 
um Ponto Singular Regular, Parte II 


Vamos considerar, agora, o problema geral de determinar uma 
solução da equação 

L [ v] = x 2 y" + *[.v/>U)]v' + [x 2 q (x))y = 0. (1) 

onde 

xp(x) - E p n x'\ x 2 q(x) = ^q n x\ (2) 

11=0 íí^O 

e ambas as séries convergem em um intervalo jx| < p para algum 
p > 0,0 ponto x — 0 é um ponto singular regular e a equação de 
Euler correspondente é 

x 2 y" + p 0 xy' + q 0 y = 0. (3) 

Procuramos uma solução da Eq, (1) para x > 0 e supomos que 
ela tem a forma 

X OO 

.V = 4> <7, X) = x r E a n x n = a n x r+n , (4) 

J1=0 íí=0 

onde üq 0 e escrevemos y = x) para enfatizar que <p de¬ 
pende tanto de r quanto de x. Segue que 

y'=J2(r + n)a n x r+n ~ l , 

«=o 

/ = E (r + n){r + n - 1 )a n x r+n ~ 2 . (5) 

n=0 

Então, substituindo as Eqs, (2), (4) e (5) na Eq. (I), obtemos 

- l)x r +G|(r + l)rx r+i + - - - + a n {r 4rt)(r 4 n - l)jr r+fl -I- 

+ (Po + Pi x + 1 " + Pt** +' "J 
x la Q rx r + a,(r4- I)jri +1 4 ■ ■■ 4 a n ír 4*)*™ 4 • • •] 

+ 1% + Q\ x 4-^ 

x {a Q x r 4 a } x r + l 4-h a n x r ~ H 4 * * ■) = 0. 

Multiplicando as séries infinitas e depois juntando os termos 
>emelhantes, temos 

a tí F(r)x r 4 4 1) 4 4 

+ {a 2 F(r + 2)+aQ(p 2 r+q 1 ) + a l [p [ (r + l) + q l ]}x r + 2 

4 —4 4 n) 4 a ü {p # f 4 ^40,1^(r 4 1)4 

4 ■ * ■ 4 a n _\ [Pi,(r 4 n “ 1) 4 <7jlU r + - * * = 0, 

ou, em forma mais compacta. 


L[<f>]{r,x)=a 0 F(r)x r 
oc f n— I 

+ E r + n ) a »+ +*)P«-í+4'.i-J 

k=0 


n =1 

= 0, 
onde 


F(r) = r(r- 1) + p Q r + q ü . 


( 6 ) 

(7) 


Para que a Eq. (6) seja satisfeita identicamente, o coeficiente de 
cada potência de x tem de ser igual a zero. 


Como a Q 4 0, o termo envolvendo x ' leva à equação F(r) — 
0. Essa equação é chamada de equação indiciai: note que é exa¬ 
tamente a equação que obteríamos procurando por soluções da 
forma y = x r da equação de Euier (3). Vamos denotar as raízes 
da equação indiciai por r t e r : . com r 3 > r 2 se as raízes forem 
reais, Se as raízes forem complexas, não importa sua designa¬ 
ção. Só podemos esperar encontrar soluções da Eq. (I ) da forma 
(4) para esses valores de r. As raízes r, e r 2 são chamadas de 
expoentes na singularidade: elas determinam a natureza quali¬ 
tativa das soluções em uma vizinhança do ponto singular. 

Igualando a zero o coeficiente de xT+* na Eq. (6), obtemos a 
relação de recorrência 


n-l 

F(r + n)a n + E £ M< r + ^Pu-t + n - 

it^O 

A Eq. (8) mostra que, em geral, a n depende do valor de r e de to¬ 
dos os coeficientes anteriores a 0 , a,, ,.Mostra, também, que 
podemos calcular sucessivamente os valores de a ,, a 2 , ...» a n ,,,, 
em função de a i} e dos coeficientes das séries para xp(x) e para 

T r^(x), desde que F(r + 1), F(r +2). F(r 4- n), ... não sejam 

nulos. Os únicos valores de r para os quais F(r) = 0 são r = r { e r 
= r 2 ; como r x s r 2 , segue que /■] + n não é igual a r, nem a r 2 se n 
> 1. Em consequência, F{r [ 4 n) ^ 0 para n ^ 1, Logo, sempre 
podemos determinar uma solução da Eq, (!) da forma (4), a saber. 


y x (x)=x r t 


i+E a .í r i^" 

n=l 


.r > 0, (9) 


Introduzimos a notação a„(r x ) para indicar que a n foi deterniina- 
do da Eq. (8) com r = r s . ^ ara especificar a constante arbitrária 
na solução, escolhemos a n como sendo L 

Se r 2 não for igual a t\ e se r t - r 2 não for um inteiro positivo, 
então r 2 + n é diferente de r 3 para todo n ^ i: portanto, F(r 2 + 
n) ^ 0 e sempre podemos obter uma segunda solução 


y 2 (x) = x r i 






x > 0, (10) 


Da mesma forma que para as soluções em série em tomo de 
um ponto ordinário discutidas na Seção 5,3, as séries nas Eqs. 
(9) e (10) convergem pelo menos no intervalo |x| < p onde am¬ 
bas as séries para xp(x)e x 2 q(x) convergem. Dentro de seus raios 

X 

de convergência, as séries de potências 14 - a n (r x )x n £ 

n - I 

% 

1 4 1 tf„(rn )jrMefinem funções analíticas em x - 0, Assim, o 

H “ 1 

comportamento singular, se existir, das funções y, e y 2 é devido 
aos fatores x r ie que multiplicam essas duas funções analíti¬ 
cas. A seguir, para obter soluções reais para ,v < 0. podemos fa¬ 
zer a substituição x = — ^com f > 0. Como poderíamos esperar 
da nossa discussão sobre a equação de Euler, basta substituir x r * 
na Eq. (9) e x r '~ na Eq. (10) por bth e Lvl% respectivamente. Fi- 
nalmente, note que, se r\ e r 2 são números complexos, então são, 
necessariamente, complexos conjugados e r 2 4 r 3 4 n. Assim, 
nesse caso. sempre podemos encontrar duas soluções em série 
linearmente independentes da forma (4); no entanto, elas são 
funções complexas de .v. Soluções reais podem ser obtidas to¬ 
mando-se as partes real e imaginária das soluções complexas. Os 
casos excepcionais em que r, = r : ou r f — r 2 = iu onde n éum 
inteiro positivo, necessitam de uma discussão maior e serão con¬ 
siderados adiante nesta seção. 
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H importante compreender que r, e r : . os expoentes no ponto 
singular, são fáceis de encontrar e que determinam o comporta¬ 
mento qualitativo das soluções. Para calcular /*, e r : , basta resol¬ 
ver a equação indiciai, que é de segundo grau. 

r(r -1)4- p 0 r 4* q 0 = 0, (11) 

cujos coeficientes são dados por 

Po = q 0 = ümx 2 <?(jr). (12) 

Note que esses são exatamente os limites que precisam ser cal¬ 
culados para se classificar o ponto singular como ponto singular 
regular: assim, em geral, eles já foram determinados em um es¬ 
tágio anterior da investigação. 


Exemplo 1 


Discuta a natureza das soluções da equação 

2x( 1 + x)y" + (3 + x)y' - xy = 0 
perto dos pontos singulares. 

Essa equação é da forma (13) com P(.v) = 2\11 + .v). (?(.r) = 3 
+ x e R(x) = —a. Os pontos x = 0 e x = — 1 são os únicos pontos 
singulares. O ponto .v = 0 é um ponto singular regular, já que 


lim x 

jr—o 

lim x 2 

x ->0 


Q(x) 

P(X) 

RM 

PM 


.. 3 +x 

= lim x - 

A-o 2*(1 +jO 



= lim x 2 

jr-»0 


—X 

2t(l +Jt) 


= 0 . 


Além disso, da Eq. (14). p u = 3/2 e q„ = 0. Logo. a equação 
indiciai é rir — 1) + (3/2)r = 0 e as raízes são r, = 0. r, = — 1/ 
2. Como essas raízes não são iguais nem diferem por um inteiro, 
existem duas soluções linearmente independentes da forma 


y 1 (A)=l + £n n (0)A'' e y 2 (jr) = |jt| 1/2 


n=l 




n=I 


para 0 < \x\ < p . Uma cota inferior para o raio de convergência 
de cada série é 1, a distância de x = 0 a x = — 1, o outro zero de 
P(. v). Note que a solução v,(.v) pennanece limitada quando x —> 
0, é. de fato, analítica aí, e que a segunda solução y 2 toma-se ili¬ 
mitada quando .v —> 0. 


Além disso, se a* = 0 é um ponto singular regular da equaç 

P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0. ( 131 

onde as funções P. Qe R são polinomiais, então xp(x) = xQ(i 
P(x) e .rq(x) = x : R(x)/P(x). Então. 


Po = lim * 


QM 


Jr -0 P(x) 


% = lin ?* 


R(x) 


*-0 P( X ) 


(14 


Finalmente, os raios de convergência das séries nas Eqs. (9) ej 
(10) são, pelo menos, iguais à distância da origem ao zero mai$ 
próximo de P(x). fora o próprio x = 0. 


O ponto x = — 1 também é um ponto singular regular, pois 

, , lx QM (a* + 1)(3+a) 

lim (x -f 1)—— = lim —--= -1, 

•r—i P(x) x —1 2x(l + x) 


fc( , + 1) .«g. lim 
-i P(x) r--i 2 a(1+a) 


= 0 . 


Nesse caso. p„= - 1. q„ = 0. de modo que a equação indiciai é 
rir — 1) - r = 0. As raízes da equação indiciai são r, = 2 e r, = 
0. Correspondendo à maior raiz. temos uma solução da forma 


>’,(*) = (x + l) 2 


l + £a n (2)(.v + l) n 


> 1=1 


A série converge pelo menos para a + 1 < 1 e v, é uma função 
analítica aí. Como as duas raízes diferem por um inteiro positi¬ 
vo. pode existir ou não uma segunda solução da forma 




y 2 (x) = 1 + 2^tf n (0)t* + l) n . 

/i=i 

Não podemos dizer mais nada sem uma análise mais profunda 
Note que não foram necessários cálculos complicados para 
se descobrir informações sobre as soluções apresentadas neste 
exemplo. Só precisamos calcular alguns limites e resolver duas 
equações de segundo grau. 


Vamos considerar agora os casos nos quais a equação indiciai 
tem raízes iguais ou que diferem por um inteiro positivo. r x — r : 
= N. Como mostramos anteriormente, sempre existe uma solu¬ 
ção da forma (9) correspondente à maior raiz r, da equação 
indiciai. Por analogia com a equação de Euler, poderíamos es¬ 
perar que. se r, = r z . então a segunda solução contém um termo 
logarítmico. Isso também pode ser verdade se as raízes diferi¬ 
rem por um inteiro positivo. 

Raízes Iguais. O método de encontrar a segunda solução é, es¬ 
sencialmente, o mesmo que usamos para encontrar a segunda 
solução da equação de Euler (veja a Seção 5.5) quando as raízes 
da equação indiciai eram iguais. Vamos considerar r como uma 
variável contínua e determinar a„ em função de r resolvendo a 


relação de recorrência (8). Para essa escolha de a n (r) para n ^ 1. 
a Eq. (6) se reduz a 

L\<t>](r.x) = a 0 F(r)x r =a 0 (r-r,) 2 x r , (15» 

já que r, é uma raiz repetida de F(r). Fazendo r = r x na Eq. (15), en¬ 
contramos que L[ <£](/*„ .v) = 0: logo. como já sabíamos, v^.v) dado peL 
Eq. (9) é uma solução da Eq. (1). Mas, mais importante, da mesma 
fomia que para a equação de Euler. segue, também, da Eq. (15) que 



= a 0 [(r - r,)V InA 


+ 2(r — r,)A r ] 


= 0 . 


(16. 
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Portanto. uma segunda solução da Eq. (1) é 


>’?(■*) = 


b<t>(r,x) 

a 


dr 

r=r, 9r 

1 


a 0 + £ o «( r )*'’ 


11 = 1 


— (. x r i Iha') 




n=1 


+*'■ X»,»” 


n^l 


= v,(.t) \nx + x r > x > 0, (17) 


it= I 


onde a,', (r,) denota dajdr calculado em r = r a . 

Pode acontecer de ser difícil determinar a ff) como função de 
r a partir da relação de recorrência (8) e depois diferenciar a 
expressão resultante em relação a r, Um outro modo é, simples¬ 
mente, supor que t tem a forma da Eq. (17), isto é, supor que 

ac 

y = (x) \nx + A' r i A“ > 0 t (18) 

onde Vj(a) jã foi encontrado. Os coeficientes b n são calculados, 
como de hábito, substituindo na equação difereocial Juntando os 
termos correspondentes e igualando os coeficientes de cada po¬ 
tência de x a zero. Uma terceira possibilidade é usar o método de 
redução de ordem para encontrar v : (x) uma vez conhecido Vj(jc), 


Raízes Diferindo por um Inteiro, Nesse caso. a dedução da se¬ 
gunda solução é bem mais complicada e não será dada aqui. A 
forma dessa solução é dada pela Eq. (24) no próximo teorema. 
Os coeficientes cfr 2 ) na Eq, (24) são dados por 


c n (r 2 ) = ~[(r - r 2 )a n {r)} 


n = 1,2_ (19) 


onde í 3„(r) é determinada da relação de recorrência (8) com 
íi 0 — I. Além disso, o coeficiente de a na Eq. (24) é 


a = lim (r — r,)a„(r). (20) 

r—r 2 

Se afr 2 ) for finito* então a = 0 e y\ não tem termo logarítmico. 
Uma dedução completa das fórmulas (19) e (20) pode ser encon¬ 
trada no livro de Coddíngton (Cap. 4). 

Na prática, a melhor maneira de determinar se a = 0 na se¬ 
gunda solução é tentar, simplesmente, calcular os a n correspon¬ 
dentes à raiz r 2 e ver se é possível determinar Se for. não 
há problema. Se não, precisamos usar a forma (24) com a # 0. 

Quando r x — r 2 — N. existem, novamente. três maneiras de se 
encontrar uma segunda solução. Primeiro, calculamos a e cfr 2 ) 
diretamente, substituindo y pela expressão (24) na Eq. (1). Se¬ 
gundo, calculamos c„(r 2 ) e a da Eq. (24) usando as fórmulas í 19) 
e (20). Se esse for o procedimento planejado, ao calcular a solu¬ 
ção correspondente a r = r„ não esqueça de obter a fórmula geral 
para afr). em vez de encontrar apenas a n (r t ). A terceira maneira 
é usar o método de redução de ordem. 


Teorema 5.7.1 

Considere a equação diferencial (1), 

.ry" + x[Ap{x)]/ + [x 2 q (x)]v = 0, 


ondex — 0 é um ponto singular regular. Então, xp(.x) e .rv/Çv) 
são analíticas em x — 0 com expansão em séries de potências 
convergentes 

OO 00 

xp(x) - 53 Pn X "« = 52 

n=0 n =0 

para \x\ < p, onde p > 0 é o mínimo entre os raios de conver¬ 
gência das séries de potências para xp(x) e jcq[x). Sejam r x e 
r 2 as raízes da equação indiciai 

F(r) = r(r - 1) + p 0 r + q 0 - 0. 

com r, s r 2 , se r, e r 2 forem reais. Então, no intervalo — p < 
x < 0 ou no intervalo 0 < x < p. existe uma solução da forma 


>■,(*) = UH 


1 +£«„(' i)^ n 


n= 1 


( 21 ) 


onde os a fí (r x ) são dados pela relação de recorrência (8) com 
a$ = 1 e r = 

Se r { — r 2 não é zero nem um inteiro positivo, então, no 
intervalo — p < x < 0 ou no intervalo 0 < x < p, existe uma 
segunda solução linearmente independente da forma 


%<*) = \xp 


n=l 


( 22 ) 


Os n„(r 2 ) também são determinados pela relação de recorrên¬ 
cia (8), com a M = í er = r : . As séries de potências nas Eqs. 
(21) e (22) convergem, pelo menos, para x < p, 

Se E] = r 2 , então a segunda solução é 


J 2 (x) = y,(jc) ln \x\ + \x\ r i M 7 '])*"- ( 23 ) 

íi = ! 

Se r — r 2 = M um inteiro positivo, então 

1+E C >2)*" • < 24 > 

”=I J 

Os coeficientes ^ rt (r s ), c n (r 2 ) e a constante a podem ser 
determinados substituindo-se a forma da solução em série y 
na Eq. (1). A constante a pode ser nula. caso em que a solu¬ 
ção (24) não tem termo logarítmico. Cada uma das séries nas 
Eqs. (23) e (24) converge, pelo menos, para |xj < pe define 
uma função analítica em alguma vizinhança de x = 0. 


y 2 {x) - ay,(x)ln|jr| + \x\ r a 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 12, encontre todos os pomos singulares regu¬ 
lares da equação diferencial dada. Determine a equação indiciai e 
os expoentes na singularidade para cada ponto singular regular. 

1. xy” + 2xy* + 6e*y = Q 

2. x 2 y * - x{2 + x)y + (2 + x 2 )y = 0 

3. x(x-\)y f * + 6x 2 y+3y~0 

4. y" -h 4 xy* + 6v ^ 0 

5. x 2 y f> + 3 (sen a)/ - 2y “ 0 

6. 2xtx+2)f + y'-xy=0 

1. x 2 v" + i(J + sen X )y' + y = 0 
8. (x + 1) V + 3(x 2 - I )y' + 3y = 0 
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9. * 2 (l - x)f •• (1 -f x )/ + 2xy = 0 

10. (JC — 2) z (x + 2)y" + 2xy' + 3(jt - 2)y = 0 

11. (4 - x 2 )y" + 2xy' + 3y = 0 

12. jt(jr + 3) 2 y" — 2(:t + 3)>'' — xy = 0 
Nos problemas de 13 a 17; 

(a) Mostre que x = 0 é um ponto singular regular da equação 
diferencial dada. 

(b) Encontre os expoentes no ponto singular a = 0. 

(c) Encontre os três primeiros termos não-nulos em cada uma das 
duas soluções hneamiente independentes em tomo de x = 0, 

13. jc_v" -j- / — y = 0 

14. xy" + 2xy’ + 6 e x y = 0; veja o Problema 1 

15. x(x - 1) y" + 6x 2 y' + 3_v = 0: veja o Problema 3 

16. xy u + y = 0 

17. x 2 y" + (senjc)/ — (cosjr)y = 0 

18. Mostre que 

(In jc)y^ + + y = 0 


tem um ponto singular regular em x — L Determine as raízes da 
equação indiciai em a = í. Determine os três primeiros termos 

x 

não-nulos na série (a — l) r_r[ correspondente à raiz 

maior. Tome x - 1 > 0, Qual o valor que você esperaria para o 
raio de convergência da série ? 

19. Em diversos problemas em física matemática é necessário estu¬ 
dar a equação diferencial 

x(i — x)y ft + [y — Uh-gí + fl)x]y f — &$y = 0* íi) 

onde a, fi e y são constantes. Essa equação é conhecida como 

equação hipergeo métrica. 

(a) Mostre que a = 0 é um ponto singular regular e que as raízes 
da equação indiciai são 0 e 1 - y, 

(b) Mostre que x = 1 é um ponto singular regular e que as raízes 
da equação indiciai são 0 e y — a “ /3. 

(c) Supondo que 1 — y não é um inteiro positivo, mostre que 
uma solução de (i) em uma vizinhança de .v = 0 é 


y,(x) = 1 + 


cefi 

7ãí 


x 4- 


+ \'}fi((S + 1) 2 
YiY + 1)21 X + 


Qual o valor que você esperaria para o raio de convergência dessa 
série? 

(d) Supondo que 1 — y não é inteiro, mostre que uma segunda 
solução para 0 < x < 1 é 


y 2 (-t) = Jt 1 Y 1 + 


- y + 1 Kp - y + 1) 
(2 — y)l! 


( a -y+l)(a-y+2)(p-y+l)(fi-y + 2) 2 

+ - «-^(3-y)2!- 1 + 


(e) Mostre que o ponto no infinito é um ponto singular regular e 
que as raízes da equação indiciai são a e p. Veja o Problema 21 
da Seção 5.4. 

20. Considere a equação diferencial 

a 3 /' + axy r + fiy = 0, 

onde a e jG são constantes reais ea^O. 

(a) Mostre que x = 0 é um ponto singular irregular. 

(b) Ao tentar encontrar uma solução da forma 2 a n x r ~ n , 

n = 0 

mostre que a equação indiciai para ré linear e que, portanto, exis¬ 
te apenas uma solução formal dessa forma. 

(c) Mostre que, se p/a — —1,0,1,2,..., então a solução formal 
em série termina e é, portanto, uma solução de fato, Para os outros 
valores de p/a. mostre que a solução formal em série tem raio 
de convergência nulo. logo não representa uma solução de fato 
em nenhum intervalo. 


21. Co n s í dere a eq u aç ão diferen c i al 

te j Q.j ^ 

y + —T.V + —ry = ü. 

Jf x 

onde a =T 0 e p = 0 são números reais, e s e r são inteiros posj- 
tivos arbitrários no momento, 

(a) Mostre que. se .s > 1 ou t > 2, então o ponto x = 0 é un 
ponto singular irregular, 

(b) Tente encontrar uma solução da Eq. (i) da forma 

>■ = XX*'*' 1 . -v > 0. (ii 

Mostre que. se s = 1 e r = 2, então existe apenas um valtv 
possível para r para o qual existe uma solução formal da Eq. i 
da forma (ii). 

(c) Mostre que, se s = 1 e r = 3. então não existem soluções dt 
Eq. (i) da forma (ii). 

(d) Mostre que os valores máximos de s e de t para os quai>« 
equação indiciai é de segundo grau em r [e. portanto, podemc* 
esperar encontrar duas soluções da forma (ii)] são $ = 1 e r H 
2, Essas são precisamente as condições que distinguem una 
“singularidade fraca", ou um pomo singular regular, de un 
ponto singular irregular, como definimos na Seção 5.4. 

Como aviso, observamos que. embora seja possível, algumas vezes, 
obter uma solução formal em série da forma fii) em um ponto síd- 
gular irregular, a série pode não ter raio de convergência positivo 
Veja o Problema 20 para exemplo. 


5.8 Equação de Bessel 

Nesta seção vamos considerar três casos especiais da equação 
de Bessel, 14 

x 2 y"+xy f + (x 1 - v 2 )y = 0. (II 

onde v é uma constante, que ilustra a teoria discutida na Seçã: 
5.7. E fácil mostrar que X — 0 é um ponto singular regular. Por 
simplicidade, vamos considerar apenas o caso x > 0, 

Equação de Bessel de Ordem Zero. Esse exemplo ilustra a situa¬ 
ção na qual as raízes da equação indiciai são iguais. Fazendo * 
= 0 na Eq. (1). obtemos 

£|>] = * V' + xy' + x 2 y = 0. (2* 

Substituindo 

3C 

3’ — <p(r. .v) = a Q x r + 22 a n x ‘ " • 1 

n=l 

obtemos 

L[<p](r. x) = + n)(r -f n - 1) + [r — tt)]x r ~ n + ^ a„x r+rm 

n=Q n=0 

— a 0 [r(r “1)4- r].x r + d,f(r -f l)r + (r + I >].v r+1 

TO 

4- + H)(r + M - D + ir + n)] + a n _ 2 \x r + n = 0. (4) 

tí=2 


Triedrteh Wilhjdm Bessel (1784-1846) começou uma caneira em negócios quandojoveír, 
mas interessou-se logo por astronomia e matemática. Foi designado diretor do observatór» 
em Kdnigsberg em 1810 e manteve essa posição até sua morte. Seu estudo de perturbações 
planetárias levou-o, em 1824. a fazer a primeira análise sistemática das soluções, conhec 
das como funções de Bessel, da Eq. 1 1 i. É famoso, também, por fazer o primeiro cálcufc 
preciso {1838) da distância da Terra a uma estrela. 
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As raízes da equação indiciai F(r) = rir - L) -f r = 0 são ?\ = 
0 e r 2 — 0 T logo temos o caso de raízes iguais. A relação de re¬ 
corrência é 


= 




(r + n)(r -J-/t — 1) + (r + rc) 


(r + n) 2 ' 


n >2. 


(5) 


Para determinai v,(.t), fazemos r igual a 0. Então, da Eq. (4) 
^egue que, para que o coeficiente de x r+i seja zero, temos que 
escolher a ] = 0. Portanto, da Eq. (5), a 3 = a 5 = a 7 = ... = 0. 
Além disso, 

a„{0) = -a n _ 2 (0)/n 2 , n = 2.4,6, 8. 

ou, fazendo n = 2 m, 

a 2m (0) = -a 2m _ 2 (0)f(2m) 2 < m = 1, 2, 3. 

Assim, 


« 2 (0)=-^. « 4 (0) = ^. %(0) = 

e, em geral, 


2 , - 2*2 í d ‘ ■ 2 6 (3• 2) 2 


fla*(0) = 

Portanto, 

v,U) — a 0 


<“»)% 

2 a " (m!) 2 ' 


«i = l. 2.3_ (6) 


CS, 

1+ h 7W 


x > 0. (7) 


A função entre colchetes é conhecida como função de Bessel de 
?rimeira espécie e é denotada por7 ü Çr). Segue do Teorema 5.7.1 
que a série converge para todo x e que J 0 é analítica em x — 0. 
Algumas das propriedades importantes de J Q são discutidas nos 
problemas, A Fig. 5.8.1 mostra o gráfico de y = 7 lj (a;) e algumas 
das somas parciais da série (7). 



FTG. 5,8,1 Aproximações polinomiais de / 0 (.v). O valor de n ê o grau 
do polinómio que aproxima a função. 


Para determinar y 2 (.v), vamos calcular ^'(0). 15 Primeiro, note 
que. devido ao coeficiente dey r ^ c na Eq. (4), (r -F l) z a L (r) = 0. 
Segue que, não só a,(0) = 0, mas também a x * (0)= 0. É fácil de¬ 
duzir da relação de recorrência (5) que a ? p (0) = a 5 ' (0) = ... = 
a 2 , n ^ l (0) — 0; logo. precisamos apenas calcular a 2m (0), m = 
1,2, 3.Da Eq. Í5), temos 

a 2„,(?) ~ - a 2m-2< r )/( r + 2 " ,)2 ’ m = 1,2,3 . 

Resolvendo essa relação de recorrência, obtemos 


a 2 (r) = - 


ao 

(r + 2) 2 ’ 


a^ir) 


e. em geral, 

t>2m(r) ~ 


(-irao 

(r+2) 2 ---(r + 2m) 2 ’ 


flo 

ir 4 2) 2 (r + 4) 2 ’ 
m > 3. (8) 


Podemos efetuar os cálculos de a{ m (r) de maneira mais con¬ 
veniente notando que. se 

/( jc) - (-V -<*/' (x ~ a 2 f2( x - « 3 )*j • • • (.r - «„)*« 
e se.vé diferente de aa l7 a„, então 

/'(*)_ fii , h , , fl, 

/( x) x — ü!j x - a 2 x - 0 f, t ’ 

J 

Aplicando esse resultado a a irt {rj na Eq. (8)* vemos que 


aL(r) 


= —2 (— 
\r 4 


4-2 r +4 




a 2n,^ 

e. fazendo r igual a 0, obtemos 

«^,(0) = -2[i + j+"+^]«: 

Substituindo dado pela Eq. (6) e fazendo 


r 4- 2m ) * 


( 0 ). 


1 1 

H m = 1 + 2 + 3 + 


1 

T —, 

m 


obtemos, fmalmente. 


(9) 


aL(0) = -H 


(—l)”o 0 
2 lm (m !) 2 ’ 


m = 1, 2, 3. 


A segunda solução da equação de Bessel de ordem zero pode ser 
encontrada fazendo-se a 0 = 1 e substituindo-se. na Eq, (23) da 
Seção 5.7, y\(x) e b 2m (0) = a' lm (0). Obtemos 


oo / 1 TT 

y 2 (x) = J 0 (x) ln x + ,2m, üF x2m - x > 0. (10) 

Em vez de y : , a segunda solução considerada, em geral, é uma 
determinada combinação linear de e v : . Ela é conhecida como 
função de Bessel de segunda espécie e ê denotada por Y d . Seguin¬ 
do Copson (Cap. 12). definimos 16 

^o(x) = -Lv 2 (x) + (y - ln 2)/ 0 (jc)]. (11) 

7t 

Aqui, y é uma constante, conhecida como constante de Euler- 
Máscheroní 1 ; ela é definida pela equação 

y =\im (H n - lnn) = 0,5772. (12) 


"O problema |0 indica um procedimento alternativo no qual substituímos, simplesmente, a 
e.vpressio 1 23) da Seç^o 5,7 na Eq. (2) e depois de terminamos o-s b n . 

-OutiDív autores usam outras definições de Essa escolha também é conhecida comofun- 
çSo de Weber, em honra a Heinrich Wcber E í S42-1913), que ensinou em diversas universi¬ 
dades alemãs. 

[-orenzo Máscberom [I750-18U0] foi um padre italiano e professor na Universidade de 
Pá via. Ele calculou corretamente as 19 primeiras casas decimais de y em 1790. 
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Substituindo y 2 (x) na Eq* (11), obtemos 




x>0. (13) 

A solução geral da equação de Bessel de ordem zero para .v > 0 é 
y = c,y 0 U) + c 2 v 0 {x). 


Note que ,/ 0 { x) —> 1 quando x —> 0 e que Y 0 (x) tem uma singu¬ 
laridade logarítmica em x — 0, isto é, Y 0 (x) se comporta como 
(2/ir)ln x quando x 0 por valores positivos. Então, se estiver¬ 
mos interessados em soluções da equação de Bessel de ordem 
zero que sejam finitas na origem, o que é o caso, muitas vezes, 
temos que descartar Y ív Os gráficos das funções J 0 (x) e Y 0 (x) es¬ 
tão ilustrados na Fig. 5 , 8 * 2 , 

É interessante observar na Fig. 5*8.2 que. para a grande, am¬ 
bas as funções Jq(x) e F 0 (x) oscilam. Poderíamos ter antecipado 
um tal comportamento a partir da equação original; de fato, isto 
é verdade para as soluções da equação de Bessel de ordem v. Di¬ 
vidindo a Eq. (1) por x 2 , obtemos 


> + “ v + 



= o. 


Para x muito grande, é razoável suspeitar que os termos ( 1/a)y ' e 
(v 2 /a 2 )y são pequenos e, portanto, podem ser desprezados. Se isso 
for verdade, então a equação de Bessel de ordem v pode ser apro¬ 
ximada por 

/ + v = 0. 


As soluções dessa equação são sen x e cos x; poderíamos, então, 
antecipar que as soluções da equação de Bessel para valores gran¬ 
des de x são semelhantes a combinações lineares de sen x e cos 
.v. Isso está correto no sentido em que as funções de Bessel são 
oscilatórias: no entanto, está apenas parcialmente correto. Para 
x grande, as funções J u e Y () também decaem; assim, a equação 
/ -t- v = 0 não fornece uma aproximação adequada para a equa¬ 
ção de Bessel para valores grandes de x e é necessário uma aná¬ 
lise mais delicada. De fato, é possível mostrar que 

J Q (x) = í cos (' v ” 4 ) Q uan< io x °°> (14) 


e que 

/ 2 \ 1/2 / JT\ 

F 0 Oc)=[-—-J sen^x —quando x —> oc. ( 1 5 1 

Essas aproximações assintóticas. quando x -o são. de fato, 
muito boas. Por exemplo, a Fig. 5.8,3 mostra que a aproximação 
assintótica (14) para J u (x) é razoavelmente precisa para x ^ 1 
Assim, para aproximar J (i (x) em todo o intervalo de zero a infi¬ 
nito, podemos usar dois ou três termos da série (7) para 1 e 
a aproximação assintótica (14) para x ^ L 


Equação de Bessel de Ordem Meio , Este exemplo ilustra a situ¬ 
ação na qual as raízes da equação indiciai diferem por um intei¬ 
ro positivo, mas a segunda solução não tem termo logarítmico 
Fazendo v = 1/2 na Eq. (1), obtemos 

LbO = x 2 y" + xy' + (: x 2 - |) y = 0. (16) 

Substituindo v = a) pela série (3), obtemos 

OC 5C 

= £ [lr +«)*<■ - 11 - n + (r + n) - ^fl„Jr r ~ n + 

FI=0 FT=0 

- (r- - + [ir - 1)" - j]a [ -í r+l 

+EI( 17 > 

n^2 


As raízes da equação indiciai são r, = 1/2 e r : = — 1/2, logo di¬ 
ferem por um inteiro. À relação de recorrência é 


[(r + nf - {] a r: = n > 2 , (18 


Correspondendo à raiz maior r, = 1 / 2 , pelo coeficiente de .rí" 
na Eq. (17), vemos que a, — 0, Logo, da Eq. (18), a 3 = a 5 = ... 
= a 2lt - l = ... = 0. Além disso, para r — 1/2, 


n(n + iy 

ou, fazendo n = 2 m. 

2m 2m(2m + 1 ) ’ 


n — 2 ,4. 6 , 

m = 1, 2, 3,_ 


Resolvendo a relação de recorrência, encontramos 


£7 t — 



*4 = 


a 


o 


5! 




FIG. 5,8.2 As funções de Bessel e Y 0 . 


FIG. 5,8.3 Aproximação assintótica de J ü (x). 
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L obtemos 


Portanto, fazendo a f 


A série de potências na Eq, (19) é precisamente a série de Taylor 
para sen a; logo. uma solução para a equação de Bessel de or¬ 
dem meio é x~ m sen x* A função de Bessel de primeira espécie 
de ordem meio. J m , é definida como {2hr) m y\. Assim. 


FIG. 5.8.4 As funções de Bessel J m e J. 


Substituindo y = ${r. x) pela série em (3) e juntando os termos 
como nos casos precedentes, obtemos 


Correspondendo à raiz r — — 1 /2, é possível que encontremos 
dificuldade em calcular a 19 já que N = — r 2 = 1. No entanto, 

da Eq. (17 ) para r = — 1 / 2 , os coeficientes de x r e de x rM são 
ambos nulos, independente da escolha de a 0 e a v Portanto, a 0 e 
a { podem ser escolhidos arbitrariamente, Da relação de recorrên¬ 
cia (18), obtemos um conjunto de coeficientes com índices pa¬ 
res correspondendo a a (} e um conjunto de coeficientes com ín¬ 
dices ímpares correspondendo a a,. Assim, não é necessário um 
termo logarítmico para se obter uma segunda solução nesse caso. 
Deixamos como exercício mostrar que. para r — - 1/2. 


As raízes da equação indiciai são r L = 1 e r 2 = — 1. A relação de 
recorrência é 


Correspondendo à raiz maior, a relação de recorrência fica 


Portanto. 


Pelo coeficiente de x r " 1 na Eq. (24), vemos que rq =0. logo, pela 
relação de recorrência. a 3 ~ a 5 = ... = 0, Para valores pares de 
ru fazendo n = 2nu temos 


(2/7? + 2 }( 2 m) 2 “(/?í + 1 )m 

Resolvendo essa relação de recorrência, obtemos 

( , O , 

a %>: = — -——. m = 1,2, 3,- (26) 

2m 2^(m + l)!m! 

A função de Bessel de primeira espécie de ordem um. denotada 
por Jj. é obtida escolhendo-se a 0 = 1/2. Então, 


A constante simplesmente introduz um múltiplo de v l (a). A 
segunda solução linearmente independente da equação de Bessel 
de ordem meio é escolhida, em geral, como a solução para a qual 
tí, j = (2 /tt) 1 ^ e a ] — 0. Ela é denotada por Então 


A solução geral da Eq. (16) é > T = c t J m {x) + c z J_ m {x). J (x) = — V ~ 1 x (27) 

Comparando as Eqs. (20) e (22) com as Eqs. (14) e (15), ve- 1 2 “ 2 2m (m + 1) \m ! 

mos que. exceto por um deslocamento de fase de tt/ 4, as fun¬ 
ções e Jm SÊ parecem com J u e respectivamente, para A série converge absolutamente para todo x, de modo que J ] é 
valores grandes de x. Os gráficos de J m é J~ {a aparecem na Fig. analítica em toda a parte. 

5.8.4. Ao determinar uma segunda solução da equação de Bessel de 

ordem um. vamos ilustrar o método de substituição direta. O cãl- 
Equação de Bessel de Ordem Um. Este exemplo ilustra a situa- colo do termo geral na Eq. (28) a seguir é bastante complicado, 
cão na qual as raízes da equação indiciai diferem por um inteiro mas os primeiros poucos coeficientes podem ser encontrados fa- 
positivo e a segunda solução envolve um termo logarítmico, cilmente. De acordo com o Teorema 5.7.1, vamos supor que 
Fazendo v — 1 na Eq, (1), temos p oc 

,, , 2 „ . , . , 2 ,, „ ^ y, (*)=(!,/,(*) In* +* _1 1 + EA*" L * > 0. (28) 
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Calculando >'2 (a), y" (a), substituindo naEq. (23) e usando o fato 
de que J É é uma solução da Eq. (23), obtemos 

DC 

2axJ[{x) + Y. K* ” !)(« ~ 2)c n +(n- Dc.-c.Jx"-' 

n=0 

+ ÊVH-0. (29) 

rt=Q 


onde = 1. Substituindo J x (x) por sua expressão na Eq. (27), 
mudando os índices dos somatórios nas duas séries e efetuando 
diversos cálculos algébricos, obtemos 


~ c \ + [0 ■ c 2 + c 0 ]x + ^ I(tf 2 - 1 )c n+l + c n _ } ]x n 


= —a 


x 




01=1 


(-l) w ( 2 >» + l).T ?w+i 

2 lm (m + 1)! m! 


(30) 


Da Eq. (30), notamos, primeiro, que c, = 0 e a = —c 0 = — 1. 
Além disso, como a expressão à direita do sinaí de igualdade 
contém apenas potências pares de x T o coeficiente de cada po¬ 
tência ímpar de x na expressão à esquerda do sinal de igualdade 
tem de ser nulo. Então, como tr 3 = 0, lemos c 3 = c 5 = , = 0, 

Correspondendo às potências ímpares de x, obtemos a relação 
de recorrência [faça n = 2m + 1 na série à esquerda do sinal de 
igualdade na Eq. (30)] 


Ulm + lf- l]c 2n+2 + C2m 


(—l)”(2m + 1) 
2 2 '"{/n +!)!/«! 


m = 1 , 2 , ,, , 


(31) 


Fazendo m = 1 na Eq. (31), obtemos 


( 3 2 ~ 1 )c 4 + c 2 = (~1)3/(2 2 *2!). 


Note que c 2 pode ser escolhido arbitrariamente e essa equação, 
então, determina c 4 , Note também que, na equação para o coefi¬ 
ciente de jr, c 2 aparece multiplicado porO e essa equação foi usa¬ 
da para determinar tf. Não é surpreendente que ç 2 seja arbitrário, 


já que c ; é o coeficiente de x na expressão * 


1 + I 


c»x n 


Em conseqüência, c 2 gera, simplesmente, um múltiplo de 7, e y 2 
só está determinado a menos de múltiplos de J x . De acordo com 
a pratica usuaL escolhemos c 2 — i/2 2 . Obtemos, então. 


-i [3 1 -1 r/ 1\ / 

= 2^2 [2 + *J = 2*2! K* + 2j + . 


(- 1 ) 

2 4 2! 


(H 7 + H.). 


É possível mostrar que a solução da relação de recorrência (31) é 
(-! ) m+ \H m + H m _,) 


^ 2 2 ™m!(m - 1)! 

com a convenção de que H 0 — 0. Assim, 


m = 1,2,... 


yJx)=-J. (jt) ln jc-f— 

X 




m =1 


2 2m ml(m - I)! 


x > 0 , 


(32) 



O cálculo de y 2 (x) usando um outro procedimento [veja as Eqs, 
(19) e (20) da Seção 5.7] no qual determinamos c n (r 2 ) é um pouco 
mais fácil. Em particular, esse procedimento fornece uma fórmu¬ 
la geral para sem a necessidade de se resolver uma relação de 
recorrência da forma (31) (Problema 11). Nesse aspecto, o leitor 
pode querer comparar os cálculos da segunda solução da equação 
de Bessel de ordem zero no texto e o Problema 10, 

A segunda solução da Eq, (23), a função de Bessel de segun¬ 
da espécie de ordem um. K,. é escolhida, em geral, como uma 
determinada combinação linear de e _\v Seguindo Copson (Cap. 
12), Y x é definida por 

K|CO = ~[-y 2 (x) + (y - ln2)7, tf)], (33) 

j jt 

onde 7 é definido pela Eq. (12), A solução geral da Eq, (23) para 
.v > 0 é 

y = CyJyix) +c 2 F | {x). 

Note que, embora J x seja analítica em x = 0. a segunda solução 
F| toma-se ilimitada do mesmo modo que l/x quando x 0. A 
Fig. 5.8.5 mostra os gráficos de e 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 4. mostre que a equação diferencial dada tem 
um ponto singular regular em x = 0 e determine duas soluções line¬ 
armente independentes para x > 0. 

1. x 2 y" + 2xy +xy = 0 

2. x 2 y" 4- 3xy‘ + (I + x)y — 0 

3. x 2 y" 4- xy 4- 2*y = 0 

4. x 2 y" + 4xy + (2 + x)y = 0 

5. Encontre duas sol uções 1 inearmente i ndepe ndentes para a eq ua~ 
ção de Bessel de ordem 3/2, 

x 2 y" + xy' + (Jt 2 - ;)> = 0, x > 0. 

6. Mostre que a equação de Bessel de ordem meio 

x 2 y " + xy' + (x 2 — j)y = 0. x > 0, 
pode ser reduzida à equação 

u" + v = 0 

pela mudança da variável dependente v = x~ [! ~v Çv). Conclua 
disso que y,(x) = x~ líl cos x e v 2 (x) — x~ l/: sen x são soluções 
da equação de Bessel de ordem meio. 
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7, Mostre diretamente que a série para J 0 (jr) t Eq. (7) T converge ab¬ 
solutamente para todo x. 

8, Mostre diretamente que a série para Jj(xX Eq. (27), converge 
absolutamente para todo x e que Jjj (x) = —/ t (x). 

9, Considere a equação de B es sei de ordem v. 

x 2 y ,fl + xy* + (x 2 — v 2 } = 0, x > 0 t 


onde v é real e positivo, 

(a) Mostre que x = 0 é um ponto singular regular e que as raí¬ 
zes da equação indiciai sáo v e —v. 

(b) Correspondendo à raiz maior v. mostre que uma solução é 


yiW 


1 /x\ 2 1 / x \ 4 

1!(1 + u) \2/ + 2!(l + v)(2 + u) \2/ 


+ E 


(-ir 


m!(l + v) ♦ ♦ (m -b v) 


(T ■ 


(c) Se 2v não é inteiro, mostre que uma segunda solução é 

% 

f 1 " liõY fi Í + 2!(l-t0(2-v) W 






(-ir 

/t?!0 — v) • “ (m - v) 



Note que y,(x) 0 quando x —* 0 e que y 2 (x) toma-se ilimitado 

quando x—>0. 

(d) Verifique, por métodos diretos, que as séries de potências 
nas expressões paray.(x) e y 2 (x) convergem absolutamente para 
todo x. Verifique também que y 2 é uma solução, bastando ape¬ 
nas que v não seja inteiro. 

10, Mostramos, nesta seção, que uma solução da equação de Bessel 
de ordem zero. 

L[y] = xY' + xy' +x 2 y — 0. 


é Jfr onde J ó (x) é dada pela Eq. (7) com %— L De acordo com 
o Teorema 5.7.1, uma segunda solução tem a forma (x > 0) 

y 2 (x) = J 0 (x) In* + FI b ti x n . 

ji —! 

(a) Mostre que 


í.[y 2 ju) = Y'n (íf - 1 tby- + J2 nb ,/' + T b « x ’ ,+1 + (i) 


(b) Substituindo a representação em série de / 0 (x) na Eq. (i), 
mostre que 


x f_n n ?i 7 v“' T 

V 4 2 2 b 2 x 2 4 XI í" 2 ^ + = ~ 2 £ ■ (ii) 

u=3 


(c) Note que aparecem apenas potências pares de x na expres¬ 
são à direita do sinal de igualdade na Eq. (ií). Mostre que — 
b^ = b ? = ... — 0, b 2 — l/2 : (lí)% t que 

an)\ n +b ln _ 2 = —2(—l)"(2«)/2 2 ''(n!) 2 . n = 2,3,4. 

Deduza que 


*4 = 




e 


h = 


i 

2 W 



A solução geral da relação de recorrência é b 2n = (— 1 T~'HJ 
2 2r, </iE) : - Substituindo b n na expressão paray : (x), obtemos a so¬ 
lução dada na Eq. (10). 

11. Encontre uma segunda solução da equação de Bessel de ordem 
um calculando os c fJ (r : ) e a da Eq, (24) da Seção 5,7 de acordo 
com as fórmulas (19) e (20) daquela seção. Algumas diretrizes 
para esse cálculo são as seguintes. Primeiro, use a Eq, (24) des¬ 
ta seção para mostrar que á|{— 1) e a x * (- l)são iguais a 0. De¬ 
pois mostre que c,(-1) — 0 e. da relação de recorrência, que 

c,(— 1) = 0 para n = 3,5.Finalmente, use a Eq. (25) para 

mostrar que 

G\y Gq 

a ^ {r) (r+ l)(r + 3)’ (r + l)(r + 3)(r + 3)(ri + 5) ’ 


e que 

_ (- 1 )^ ____ - 

a im r ^ + u + 2 m- l)(r + 3) - * - (r + 2m + 1) 1 

Depois mostre que 

Citni 1) = + -1 )!, m > %, 

12. Através de uma mudança adequada de variável, é possível, al¬ 
gumas vezes, transformar uma outra equação diferencial em uma 
equação de Bessel, Por exemplo, mostre que uma solução de 

,x 2 y” + (ot 2 fí 2 x 2 P 4 j - v 2 fi 2 )y = 0, x > 0 

é dada por y = x^/toV 3 ), onde /f í) é uma solução da equação 
de Bessel de ordem y, 

13. Usando o resultado do Problema 12. mostre que a solução ge¬ 
ral da equação de Airy 

y ft — xy = 0, x > 0 


14. 


éy = x" : ^ u /i ^í.v 3/1 ) + c 2 /^-|/x 3í - jj onde^(^) $$$ são 

soluções línearmente independentes da equação de Bessel de 
ordem um terço. 

Pode-se mostrar que J 0 tem uma infinidade de zeros para x> 0. 
Em particular, os três primeiros zeros sao aproximadamente 
iguais a 2,405; 5.520 e 8,653 (veja a Fig. 5.8.1). Vamos deno¬ 
tar por = 1, 2, 3, ... os zeros de/ 0 ; segue que 


Jq&jX) 



= 0 , 


x = 1. 


Verifique que y = 7 0 (ÀpcJ satisfaz a equação diferencial 


Mostre que. portanto. 


J x/ 0 (À,x)/ 0 (A ; .x) dx = 0 se ^ Xj. 


Essa propriedade importante de 7 0 (Ày), conhecida como a pro¬ 
priedade de ortogonalidade, é útil na resolução de problemas 
de valores de contorno. Sugestão: Escreva a equação diferen¬ 
cial para / 0 (Àpr). Multiplique-a por xÍ 0 (Àyt) e subtraia de 
xJ^iXpc) vezes a equação diferencial para J 0 (Apc). Depois inte¬ 
gre de 0 a 1, 
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CAPÍTULO 


A Transformada de Laplace 



Muitos problemas práticos de engenharia envolvem sistemas me¬ 
cânicos ou elétricos sob a ação de forças descontínuas ou de im¬ 
pulsos. Os métodos descritos no Cap. 3 são. muitas vezes, com¬ 
plicados de se usar em tais problemas. Um outro método que é 
?articulamente adequado para esses problemas, embora possa 
ser usado mais geralmente, baseia-se na transformada de Lapla¬ 
ce. Vamos descrever, neste capítulo, como esse importante mé¬ 
todo funciona, enfatizando problemas típicos que aparecem nas 
iplicações de engenharia, 

6.1 Definição da Transformada de 
Laplace 

Integrais Impróprias * Como a transformada de Laplace envol¬ 
ve uma integral de zero a infinito, é preciso conhecer esse tipo 


de integrais impróprias para apreciar o desenvolvimento subse¬ 
quente das propriedades da transformada. 

Vamos fornecer aqui uma revisão rápida de tais integrais imprópri¬ 
as* Se você já estiver familiarizado com integrais impróprias, você pode 
pular essa revisão. Por outro lado. se integrais impróprias é um assunto 
novo para você, entào você, provavelmente, deve consultar um livro de 
cálculo, onde podem ser encontrados muitos mais detalhes e exemplos. 

Uma integral imprópria em um intervalo ilimitado é definida 
como um limite de integrais com intervalos finitos: assim, 

oo pA 

= lim / (1) 

A ^Ja 

onde ri é um número real positivo. Se a integral de a até A existir 
para todo ri > a e se o limite quando ri —> ^ existir, então dize¬ 
mos que a integral imprópria converge para aquele valor limite. 
Caso contrário, a integral diverge ou não existe. Os exemplos a 
seguir ilustram ambas as possibilidades. 


Exemplo 1 


Seja J{t) = e c ‘, ís 0. onde c é uma constante real não nula. Então 

rO c pA gC! 1-4 

f e a dt = lim / e cl dt — lim — 

Jo Jr> c 

.. 1 . 


= lim ~(e cA -U. 
À->oo C 


Logo. a integral imprópria converge para o valor - l/c se c < 0 
e diverge se c > 0. Se c = 0. o integrando f(t) é a função cons¬ 
tante 1 e a integral diverge* 


o 
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Exemplo 2 

Seja/tf) = 1 /r, / ^ 1. Então 



4 ».* í 


dt 

t 


lim InA. 

A-*-oc 


Como lim In A — a integral imprópria diverge. 

A— 


Exemplo 3 


Seja fit) = t ^ t s I, onde p é uma constante real ep ^ l:o caso 
p = 1 Foi considerado no Exemplo 2. Então» 


/ 


r' dt = 


lim [ t p dt — lim --(A 1 p 

A-í-od J J A— 00 1 — p 


D- 


Quando,4 —> ^A 1 p —> ü sep > 1. masA E se p < 1. Por¬ 
tanto, J t~ p dt converge para o valor 1 1{p — 1) para p > 1, mas 
(incorporando o resultado do Exemplo 2) diverge para p ^ I 

x 

Esses resultados são análogos aos da série infinita h - p . 

«= j 


Antes de discutir a existência de f(t) dl , é conveniente 

Jtf 

definir alguns termos. Uma função fé dita seccionalmente con¬ 
tínua em um intervalo a < t < /3 se o intervalo puder ser 
particionado em um número finito de pontos cr = r„ < f, < ... < 
r„ = /3, de modo que 

1, fé contínua em cada subintervalo aberto 

2. f tende a um limite finito quando r tende, de dentro de um 
desses subi n ter valos, a um dos extremos. 

Em outras palavras, fé seccionalmente contínua ema<r^/3 
se é contínua nesse intervalo exceto por um número finito de saltos. 
Se/for seccionalmente contínua em a < t < fí para todo /3, então 
dizemos que/é seccionalmente contínua emr>a. A Fig, 6,1,1 
mostra um exemplo de uma função seccionalmente contínua. 
Se/for seccionalmente contínua no intervalo a ^ t ^ A. pode- 

se mostrar que f(t) di existe. Logo, se/for seccionaimente 
contínua em / > a. então f(t) dt existe para todo A > a. No 
entanto, ser seccionalmente contínua não é suficiente para ga¬ 
rantir a convergência da integral imprópria f(t) dt. como 

Jfj 

mostram os exemplos precedentes. 

Se/não puder ser integrada facilmente usando-se funções 

elementares, a definição da convergência de f pode ser 



FIG, 6.1,1 Uma função seccionalmente contínua. 


difícil de aplicar. Frequentemente, o modo mais conveniente de 
verificar a convergência ou divergência de uma integral impró¬ 
pria é através do teorema de comparação a seguir, que é análogo 
ao teorema semelhante para séries infinitas. 


Teorema 6.1.1 

Se/é seccionalmente contínua em / > a t se \fit}\ ^ g{t) quan¬ 
do t ^ M para alguma constante positiva Me se g{t) dt 

Jm 

converge, então f(t)dt também converge. Por outro lado, 

Ja 

se fit) ^ g(í) > 0 para t > M e se I g{f) dt diverge, então 

J f(t) dt também diverge. 

a 


A demonstração desse resultado do cálculo não será feita aqui. 
Ela se toma plausível, no entanto, através da comparação entre 

as áreas representadas por g(t) dt e f(t) dt. As funções 
♦ > . * Jaí _ 1 

mais uteis para comparação são e a e t f que consideramos nos 

Exemplos 1. 2 e 3» 

A Transformada de Laplace. Entre as ferramentas muito úteis para 
a resolução de equações diferenciais estão as transformadas in¬ 
tegrais. Uma transformada integral é uma relação da forma 

F( S )= r^OmdT ( 2 ) 

Ja 

onde K(s r i) é uma função dada, chamada de núcleo da transforma¬ 
da, e os limites de integração a e f3 também são dados, É possível 
que a = — se = oc ou ambos, A relação (2) transforma a função/ 
em outra função F. que é dita transformada de/ A idéia geral ao se 
usar uma transformada integral para se resolver uma equação dife¬ 
rencial é a seguinte: use a relação (2) para transformar o problema 
para uma função desconliecida/em um problema mais simples paru 
F. depois resolva esse problema mais simples para encontrar F e. 
íinalmente. recupere a função desejada/de sua transformada F. Essa 
última etapa é conhecida como "inverter a transformada". 
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Existem diversas transformadas integrais úteis em matemáti¬ 
ca aplicada, mas vamos considerar, neste capítulo, apenas a trans¬ 
formada de LaplaceJ Essa transformada é definida a seguir. 
Suponha que/r) é uma função definida para t > 0 e que/satis¬ 
faz certas condições que serão especificadas mais adiante. En¬ 
tão a transformada de Laplace de/ que denotaremos por £{/f)} 
ou por F(s), ê definida pela equação 


= F(s) = 



e~ st m dt , 


(3) 


sempre que essa integral imprópria convergir. A transformada 
de Laplace usa o núcleo K{s, r) = éT* 7 . Como as soluções das equa¬ 
ções diferenciais lineares com coeficientes constantes são base¬ 
adas na função exponencial, a transformada de Laplace é parti¬ 
cularmente útil para essas equações. 

Em geral, o parâmetro s pode ser complexo e todo o poder da 
transformada de Laplace toma-se disponível só quando podemos 
considerar F(s) como uma função de uma variável complexa. No 
entanto, para os problemas discutidos aqui, basta considerar ape¬ 
nas valores reais de s> A transformada de Laplace F de uma fun¬ 
ção/existe se /satisfaz determinadas condições, tais como as 
enunciadas no próximo Leorema. 


Teorema 6.1.2 

Suponha que 

L f seja seccionalmente contínua no intervalo 0 ^ t ^ A para 
qualquer A positivo; 


2. jfl»| ^ Ke at quando t > M, onde LoeM são constantes 
reais com K e M necessariamente positivas. 

Então, a transformada de Laplace £{j{t )} — F(s ), definida pela 
Eq. (3), existe para s > a. 

Para estabelecer esse teorema, precisamos mostrar que a in¬ 
tegral na Eq. (3) converge para s> a. Separando a integral im¬ 
própria em duas partes, temos 

p oo ç M ç oo 

/ e~ sr f(t)dt = / e” s 'f(t)dt+ e- st f(t)dt. (4) 

JO J 0 J M 

A primeira integral à direita do sinal de igualdade da Eq. (4) existe 
pela hipótese (1 > do teorema; logo, a existência dc F(s) depende da 
convergência da segunda integral. Pela hipótese (2), temos, para 
f ^ M, 


\e~ st f(t)\ < Ke~ sí e al = Ke ia ~ s)t , 

e assim, pelo Teorema 6.1,1, F(s) existe se e' a “ ,>F dt conver¬ 
gí 

gir. Pelo Exemplo L com a — s no lugar dc c, vemos que essa 
última integra] converge quando a — s < 0, o que estabelece o 
Teorema 6.1.2. 

Neste capítulo (exceto na Seção 6.5) trabalhamos quase que 
exclusivamente com funções que satisfazem as condições do 
Teorema 6.1.2. Tais funções são descritas como sendo seccio¬ 
nalmente contínuas e de ordem exponencial quando t —* As 
transformadas de Laplace de algumas funções elementares im¬ 
portantes são dadas nos exemplos a seguir. 


Exemplo 4 


Seja//) = 1, t > 0. Então, como no Exemplo L 



dt — — lim 



l 

S 


s > 0. 


Exemplo 5 

Seja/í) = efj ^ 0. Então, referindo-nos novamente ao Exemplo 1, 
C{e at ) - í°° e- s, e al dt = í dt 

Jú j 0 

1 

— -, s > a, 

s — a 


A transformada de Laplace tem esse nome em homenagem ao eminente matemático francês P. S. Laplace. que estudou a relaçáo {3; em 1782. No entanto, is técnicas descritas neste 
capítulo só foram desenvolvidas em tomo de um século depois. Elas se devem, pnncrpalmente. a Oh ver tteavisidé (Í85D-I925)» um engenheiro elétrico inglês inovador, mas pouco con¬ 
vencional. que fez contribuições importantes para o desenvolvimento e aplicação da teoria eletromagnética. 
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Exemplo 6 

Seja/fr) = sen at * r > 0. Então 

PÓO 

£{senat} — F(s ) — / e~ sr scn at dt, s > 0. 
Jo 

Como 


F(s) 


- lim r 

A^ooJ 0 


e st sen aí r/r. 


integrando por partes, obtemos 


F(j) — lim | — 

A—^oo 


lim 

L-“+oo 


e 11 cos at 


- s -f 

a J o 


£ eos í3f c/f 


1 J 

= —— / e cos at dt. 
a a Jq 


Uma segunda integração por partes fornece 
1 s 2 

F(s) — - w f e st sen at dt 

a a- J o 


1 r 

=-2 F(í). 

a a l 


Ponanto, resolvendo para F(s), temos 

a 

F(s) = -- 2 1 

s + a" 


s > 0. 


Vamos supor que/ t e/ 2 sejam duas funções cujas transforma¬ 
das de Laplace existem para 5 > a } e $ > a 2 . respectivamente. 
Então, para s maior do que o máximo de a, e a 2 . 


logo 


£k,/i(0 +C 2 f 2 (t)} - c,£{/j(í)} + c 2 C[f 2 (t)). (5) 


£{c, /, <r) + c 2 f 2 (t)} = r e_íf h /i Íí) + « 2 AW1 * 

Jo 

= C, í e~ S! f^t) dt +c, í e~ 5t f 2 {t) dt\ 
J o 4o 


A Eq, (5) é uma afirmação sobre o fato de que a transformada de 
Laplace é um operador linear, Essa propriedade é muito impor¬ 
tante e será usada frequentemente mais tarde. A soma na Eq* (5) 
pode ser facilmente estendida para um número arbitrário de par¬ 
celas. 


Exemplo 7 

Encontre a transformada de Laplace de /ír) — 5e~ 2 — 3 sen 4 L t ^ 0. 
Usando a Eq* (5), escrevemos 

£{f(t)} - 5£le~ 2t } - 3£{sen4í). 


Logo» dos Exemplos 5 e 6. obtemos 


Cifit)) 



12 

s 2 + 16’ 


s > 0. 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 4, esboce o gráfico da função dada. Em cada 
caso* determine se/é contínua* seccionai mente contínua ou nenhu¬ 
ma das duas* no intervalo 0 ^ ^ 3* 




( > 

r. 

0 < t < 1 

1* 

/to = ■ 

1 2 + 1 , 

1 < f < 2 



1 6-/. 

2 < r < 3 



f ,2 ’ 

0<í <1 

2» 

m = 

(r ir 1 . 

1 <í <2 



1 C 

2 < r < 3 



f' 2 ' 

0 < t < í 

3. 

m = • 

I. 

I < / < 2 



[ 3-/. 

2 < r <3 



í '• 

0<í < 1 

4. 

m = 

3-r. 

I < t < 2 



[ !. 

2 < í <3 


5. Encontre a transformada de Laplace de cada uma das funções 
a seguir: 

(a) t 

n» f 

(c) r. onde n é um inteiro positivo* 

6. Encontre a transformada de Laplace de/fr) = cos at, onde a é 
uma constante real. 

Lembre-se que cosh bt — (e h! + e~**)f2 e que senh bt = (e hT — e~ bt )f 
2. Nos problemas de 7 a 10» encontre a transformada de Laplace da 
função dada: a e b são constantes reais. 

7. cosh&r 

8. senhèr 

9. e ai cosbfrf 
10, e at senhbt 

Nos problemas dc 11a 14, lembre-se que cos bt — (e ibl +- e~ ibt )i2 
e sen bt — (e ibI — e~ lb! )í2i. Supondo que as fórmulas de integra- 
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ção elementares possam ser estendidas para esse caso, encontre 
a transformada de Laplace da função dada; a e b são constantes 
reais. 

ü, sen bt 

12. cosfrf 

13. e tíf sen bt 

14. e iir cosbt 


Nos problemas de 15 a 20. use integração por partes para encontrar 
a Lransformada de Laplace da função dada; n é um inteiro positivo e 
a é uma constante real. 


15, 

te at 

16. 

t sen a/ 

17, 

/ COShtfT 

18, 

t n e at 

19. 

r sen at 

20, 

r senhü/ 


Nos problemas de 21 a 24, determine se a integral dada converge ou 
diverge. 


2L 


22 . 

23. 

24, 



(r + 1 )-' dt 

te~' dt 

rV dt 

e~ r cos t dt 


25, Suponha que/e/'são contínuas em f ^ 0 e de ordem expo¬ 
nencial quando/ Integrando por partes, mostre que, se 
F{s) - X[/?r)t, então lim F(s) “ 0, O resultado continua váli¬ 
do sob condições mends restritivas, como as do Teorema 6,1,2, 

26. A Função Gama. A função gama é denotada por f(/7) e defi¬ 
nida pela integral 


n*+i) = 



e *x p dx. 


(i) 


A integral converge quando x —> =c para todo p. Para p < 0, é 
uma integral imprópria também em 0, já que o integrando tor- 
na-se ilimitado quando x 0. No entanto, pode-se mostrar que 
a integral converge em x = 0 para p > — 1. 

(a) Mostre que, para p > 0, 


r(p +1) = pr(p). 

(b) Mostre que Fí 1 ) - 1. 

(c) Se p é um inteiro positivo, mostre que 

r(n + l) = n!. 

Como r(/?) também está definida quando p não é inteiro, essa 
função fornece uma extensão da função fatorial para valores 
não-inteiros da variável independente. Note que também é con¬ 
sistente definir 0! — 1. 

(d) Mostre que, para p > 0, 

p(p + 1 )(p + 2) * ■ * (p + n - 1) - V(p + «)/ T(p). 


Assim, pode ser determinado para todos os valores positi¬ 
vos de p se T(p} for conhecido em um único intervalo de com¬ 
primento um. por exemplo, em 0 < p < 1. É possível mostrar 

que fí^l — r. Encontre f/^j e 



27, Considere a transformada de Laplace de onde p > — 1 , 

(a) Usando o Problema 26, mostre que 

= J e~ st t p dt — J €~ x x p dx 
= r(p+l)/s p+ \ s > 0 . 

(b) Sejap igual a um inteiro positivo n em (a); mostre que 

£{t fí } = nlfs* +l > s > 0 . 

(c) Mostre que 

2 roc 

C(r í/2 } = —= / e x ‘ dx , a > 0, 

yfs Jo 

Ê possível mostrar que 



portanto. 

C{t~ l 2 } zz yfit/s, s > 0, 
ídj Mostre que 

= Ví/2 j 3 ' 2 . . > 0. 


6.2 Solução de Problemas de 
Valores Iniciais 

Nesta seção, vamos mostrar como a transformada de Laplace pode 
ser usada para se resolver problemas de valor inicial para equações 
diferenciais lineares com coeficientes constantes. A utilidade da 
transformada de Laplace nesse contexto reside no fato de que a trans¬ 
formada de/ J está relacionada de maneira simples à transformada 
de/ Essa relação está explicitada no teorema a seguir. 


Teorema 6.2.1 

Suponha que/seja contínua e que /' seja seccional mente con- 
tínua em qualquer intervalo 0 ^ t ^ A. Suponha, além disso, 
que existam constantes K* o e M tais que j/(r)| < Ke^ ! para t ^ 
M, Então -C{f r (t)] existe para s > a e, além disso, 

£lf(t)}=sC[f(t)}- f(Ql (1) 


Para provar esse teorema, vamos considerar a integrai 

<r 5 7'(0 dt . 


j 


Se /' tem pontos de descomínuidade no intervalo 0 ^ S A, vamos 
denota-los por r lt t 2 t K , Podemos, então, escrever essa integral como 

~4 


f e~ st f f (t) dt = Pe^f(t)dt 

J o Jo 


+ 


p e~ st f'(t) * + -•• + jf e~ s, f\t) dt. 
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Integrando cada parcela à direita do sinal de igualdade, obtemos 

jl- sr f'(t)dt = e- s 7(')[' + e" f 7(í)[ : + •• • + e _I 7(í) |* 


+ S 


j e dt +jf 


/(í) dt + / e" J 7(0 dt + ---+ e~ s, f (r) * 




y = c 3 e r + c 2 e 2í , (7 i 

Para satisfazer as condições iniciais (5), precisamos ter c 3 - 
c 2 = I e ~c ] + 2c. = 0; logo, c f = 2/3 ec : = 1/3, de modo qu£ 
a solução do problema de valor inicial (4) e (5) é 

y - HO = §«"' + 5 f2 '- ( 8l 


Como/é contínua, as contribuições nos extremos /„ u, se 

cancelam. Combinando as integrais, obtemos 



e- s, f(t) dl = e~ sA f (A) - /(O) + 5 



e J 7(f) </f. 


Vamos agora resolver o mesmo problema usando a transfor¬ 
mada de Laplace. Para fazer isso, precisamos supor que o proble- 
ma tem uma solução v = <M t) tal que as duas primeiras derivada- 
satisfazem as condições do Corolário 6.2.2, Então, calculando a 
transformada de Laplace da equação diferencial (4), obtemos 


Quando A —> sc, e ^/A) —> 0 sempre que s> a. Logo. para s > a , 
C{f(t)} = sC{f(t)}-f(0), 
o que prova o teorema, 

Se/' e/" satisfazem as mesmas condições impostas em/e/', 
respectivamente, no Teorema 6.2,1, então a transformada de 
Laplace de/" também existe para s > a e é dada por 

£{/"(»} = s 2 Cif(l)} - í/(0) - /'(O). (2) 


C[y") - C{y') - 2C{y] = 0 , (9) 

onde usamos a linearidade da transformada para escrever a trans¬ 
formada de uma soma como a soma das transformadas separa¬ 
das, Usando o corolário para expressar X{/'] e ■£{ v') em fun¬ 
ção de a Eq. (9) fica 

s 2 C{y } - 5y(0) - >-'(0) - [s£{y} - y(0)} - 2£{y) = 0, 

OU 


De fato, desde que a função/e suas derivadas satisfaçam condi¬ 
ções adequadas, pode-se obter uma expressão para a /i-ésima 
derivada/ (n> através de aplicações sucessivas desse teorema. Q 
resultado é dado no corolário a seguir 


Corolário 6.2.2 

Suponha que as funções//', ,,.,/- n “ n sejam contínuas e que 
f' n) seja secdonalmente contínua em qualquer intervalo 0 
í ^ A. Suponha, além disso, que existam constantes K* a e M 

tais que £ Ke" .Jf <*-'>(#| < Ke" para 

f > M. Então, X|/ <flJ (0} existe para s > a e é dado por 

= s n c[/(i)}-s n - ] m —5/ <n_2> (0) 

-/ <fl-1) (0). (3) 


(r - 5 - 2)Y(s) + d - s)y( 0) - /('0) = 0, (10) 

onde Y(s) = -£{>’}• Substituindo os valores de y(Ü) e /(0) dados 
pelas condições iniciais (5) na Eq. (10) e depois resolvendo para 
Y(s). obtemos 


Y(s) = 


S — 1 5—1 

s 2 - 5-2 = (s-2)(j + 1)" 


( 11 ) 


Obtivemos, assim, uma expressão para a transformada de Laplace 
Til) da solução y — <£(D do problema de valor inicial dado. Par^ 
determinar a função precisamos encontrar a função cuja trans¬ 
formada de Laplace é Y(s) dada pela Eq, (11), 

Isso pode ser feito mais facilmente expandindo-se a expres¬ 
são à direita do sinal de igualdade na Eq, (11) em frações parci¬ 
ais. Escrevemos, então. 


Vamos mostrar, agora, como a transformada de Laplace pode 
ser usada para resolver problemas de valor inicial. Sua utilidade 
maior é em problemas envolvendo equações diferenciais não- 
homogêneas, como mostraremos em seções mais adiante neste 
capítulo. Entretanto, vamos começar olhando algumas equações 
homogêneas, que são um pouco mais simples. Por exemplo, 
vamos considerar a equação diferencial 

/ - / - 2y = 0 (4) 

com condições iniciais 

y( 0 ) = 1 , /( 0 ) = 0 . ( 5 ) 

Esse problema pode ser resolvido facilmente petos métodos 
da Seção 3.1. A equação característica é 

r 2 -r-2 = (r-2)(r + 1) = 0, (6) 

e, em conseqüência, a solução geral da Eq. (4) é 


Y(s) = 


5 — 1 a 

(5— 2}(5-fl) 5 — 2 

b a(s + 1) + b(s — 2) 
+ 5 + 1 (5 - 2)(s + 1) 


( 12 ) 


onde os coeficientes a e b têm de ser determinados. Igualando 
os numeradores da segunda com a quarta expressão na Eq. (12), 
obtemos 


5 - 1 — a(s + 1) + b(s - 2) t 

uma equação que tem de ser satisfeita para todos os valores de s. 
Em particular, fazendo 5 = 2, temos que a — 1/3. Analogamen¬ 
te, se $ = — 1, então b = 2/3. Substituindo esses valores para a e 
respectivamente, temos 


y (í) = i^ + 2 / 3 


5—2 5 + 1 


(13) 


Finalmente, usando o resultado do Exemplo 5 da Seção 6.1. te¬ 
mos que (l/3)« 2f tem transformada (l/3)(5 2) _1 ; analogamen- 
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te, a transformada de (2/3 )e 1 ê (2/3 )(s + 1J l . Portanto, pela li¬ 
nearidade da transformada de Laplace, 

y - 4>(t) - |e 2 ' + \e~ ! 

tem transformada (13) e é, portanto, solução do problema de valor 
inicial (4), (5). Observe que ela satisfaz as condições do Corolário 
6.2.2, como supusemos inicial mente. É claro que essa é a mes¬ 
ma solução que obtivemos antes. 

O mesmo procedimento pode ser aplicado a equações linea¬ 
res gerais de segunda ordem com coeficientes constantes, como 

ay" + by’ + cy = f(t). (14) 

Supondo que a solução y = 4>(0 satisfaça as condições do 
Corolário 6.2.2 para n ~ 2, podemos calcular a transformada da 
Eq. (14) obtendo, assim, 

a[j 2 y(j) - sy( 0) - /(O)] 
+*[5y(í)-y(0)i-fcy(i) = F(í). (15) 

onde F(s) é a transformada d efit). Resolvendo a Eq. (15) para 

K(í), encontramos 

, (oí 4- ô)y(O) + a/(0) F(s) /li£í 

y(s) =-5— -h —5—;-• (lo) 

ar + bs + c as + bs + c 

O problema, então, está resolvido, desde que possamos encon¬ 
trar a função y - <kt) cuja transformada é Y(s). 

Mesmo nesse estágio inicial de nossa discussão, podemos 
apontar algumas das características essenciais do método da 
transformada. Em primeiro lugar, a transfonnada Y(s) da função 
desconheciday = d>(/) é encontrada resolvendo-se uma equação 
algébrica em vez de uma equação diferencial , a Eq. (10) em vez 
da Eq. (4), ou, em geral, a Eq. (15) em vez da Eq. (14). Essa é a 
chave da utilidade da transformada de Laplace para resolver 
equações diferenciais ordinárias lineares com coeficientes cons¬ 
tantes — o problema é reduzido de uma equação diferencial para 
uma equação algébrica. A seguir, a solução satisfazendo as con¬ 
dições iniciais dadas é encontrada automaticamente, de modo que 
a tarefa de determinar os valores apropriados para as constantes 
arbitrárias na solução geral não aparece. Além disso, como indi¬ 
cado na Eq. (15), as equações não-homogêneas são tratadas exa- 
tamente da mesma forma que as homogêneas: não é necessário 
resolver primeiro □ equação homogênea correspondente. Final- 
mente, o método pode ser aplicado da mesma forma para equa¬ 
ções de ordem maior, desde que suponhamos que a solução sa¬ 
tisfaça as condições do corolário para o valor apropriado de tu 
Observe que o polinómio as 1 + bs + c no denominador da 
fração à direita do sinal de igualdade na Eq, í 16) é precisamente 
o polinómio característico associado à Eq. (14). Como a expan¬ 
são de y(i) em frações pardais para determinar è(t) necessita 
da fatoração desse polinómio, a utilização da transformada de 
Laplace não evita a necessidade de se encontrai* as raízes da equa¬ 
ção característica, Para equações de ordem maior do que dois. 
isso pode ser um problema algébrico difícil, especial mente se as 
raízes forem irracionais ou complexas. 

A dificuldade maior que ocorre ao se resolver um problema 
de valor inicial pela técnica da transformada está na determina¬ 
ção da função v = correspondente à transformada Y(s). Esse 
problema é conhecido como o problema da inversão da transfor¬ 
mada de Laplace: 4>(t) é dita a transformada inversa correspon¬ 
dente a Y(s) e o processo de encontrar é(t) a partir de Y(s ) é co¬ 


nhecido como Inverter a transformada. Usamos, também, a no¬ 
tação X -1 {l%r)} para denotar a transformada inversa de Y($). 
Existe uma fórmula geral para a transformada de Laplace inver¬ 
sa, mas necessita de conhecimentos sobre a teoria de funções de 
uma variável complexa e não vamos considerá-la neste livro. No 
entanto, ainda é possível desenvolver muitas propriedades im¬ 
portantes da transformada de Laplace e resolver muitos proble¬ 
mas interessantes sem usar variáveis complexas. 

Ao resolver o problema de valor inicial (4), (5), não conside¬ 
ramos o problema de poder existir outras funções, além da dada 
pela Eq. (8), que também tenham a transformada (13). De fato, 
pode-se mostrar que, se/é uma função contínua cuja transfor¬ 
mada de Laplace é F T então não existe outra função contínua 
tendo a mesma transfonnada. Em outras palavras, existe, essen¬ 
cialmente, uma bijeção entre as funções e suas transformadas de 
Laplace. Esse fato sugere a compilação de uma tabela, como a 
Tabela 6.2.1. que fornece as transformadas das funções encon¬ 
tradas com mais frequência e vice-versa. As funções na segunda 
coluna da Tabela 6.2,1 são as transfomiadas das funções na pri¬ 
meira coluna. Talvez mais importante, as funções na primeira 
coluna são as transformadas inversas das funções na segunda 
coluna. Assim, por exemplo, se a transformada da solução de uma 
equação diferencial é conhecida, a solução pode sercncomrada, 
muitas vezes, olhando-se, simplesmente, na tabela. Algumas das 
funções na Tabela 6.2.1 foram usadas como exemplos, outras 
aparecem como problemas na Seção 6.1. enquanto outras serão 
encontradas mais adiante neste capítulo. A terceira coluna da 
tabela indica onde pode ser encontrada a dedução da transfor¬ 
mada dada. Embora a Tabela 6.2.1 seja suficiente para os exem¬ 
plos e problemas dados neste livro, estão disponíveis tabelas 
muito mais completas (veja a lista de referências no final deste 
capítulo). Transformadas e transformadas inversas também po¬ 
dem ser encontradas através da utilização de sistemas algébri¬ 
cos computacionais. 

Com frequência, uma transformada de Laplace F(s) pode ser 
expressa como uma soma de diversas parcelas, 

F(s) = F y (s) + F 2 (s) + • • • + F n (s). (17) 

Suponha que/,(0 = £~ l {F\(s)} f ...,/(f) = {F n (s)}. Então, a 

função 

/(O — /j(f) ~f-f- / n (0 

tem transformada de Laplace F(s). Pela unicidade enunciada 
anteriormente, nenhuma outra função contínua / tem a mesma 
transformada. Assim. 

C- l [F(s)} = £ -, {F,(í)} + ••■ + £"'{^,(5)1; (18) 

isto é. a transformada de Laplace inversa também é um opera¬ 
dor linear. 

É conveniente, em muitos problemas, usar essa propriedade 
decompondo uma transfonnada dada em uma soma de funções 
cujas transformadas inversas já são conhecidas ou podem ser 
encontradas em uma tabela. Expansões cm frações parciais são 
particularmente úteis nesse contexto e um resultado geral cobrin¬ 
do muitos casos é dado no Problema 38. Outras propriedades úteis 
da transfonnada de Laplace serão deduzidas mais tarde neste 
capítulo. 

Os exemplos a seguir fornecem ilustrações adicionais da téc¬ 
nica de resolução de problemas de valor inicial usando transfor¬ 
mada de Laplace e expansão em frações parciais. 
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TABELA 6.2.1 Transformadas de Laplace Elementares 

/(r) = £~ l {F(í)} 

F(s) =£(/(*)} 

Notas 

L 1 

j > 0 

5 

Seção 6.1; Ex. 4 

2. 

1 

--* s > a 

s - a 

Seção 6.1; Ex. 5 

3, t n ; n = inteiro positivo 

nl _ 

7«' s>0 

Seção 6.1; Prob. 27 

4* f p , p > — 1 

np + i) 

-Ti-1 S > 0 

s p+l 

Seção 6.1; Prob. 27 

5. sen ar 

a 

2 2 ■ J > 0 
i 

Seção 6.1; Ex. 6 

6. cos at 

s 

, j > 0 

ff Z + fl 2 

Seção 6,1; Prob. 6 

7. senhor 

ff , , 

2 2’ 5 > Iffl 

s — a 

Seção 6,1; Prob. 8 

8. coshtf/ 

s 

Seção 6.1; Prob. 7 

7 2 ■> S > \ü | 

J" — a“ 

9. e ai scnbt 

/? 

Seção 6,1; Prob. 13 

71 S ^ £1 

(j - a) 2 + b 1 

10. e aI cos bí 

s ~a 

Seção 6.1; Prob. 14 

(s — ^) 2 4- b~ 

11 . t n e M t n = inteiro positivo 

n\ 

Seção 6.1; Prob. 18 

. S > Q 

(í - a)" +I 

12. n e (x) 

e~ cs 

—. j > 0 

Seção 63 

13* * c (r)/Cr-c) 

*T rí F(j) 

Seção 63 

14. ^7(0 


Seção 63 

15. f(ct) 

I f Q, c>o 

Seção 63; Prob, 19 

16. f /(f-r)^(r)</r 

F(í)G(j) 

Seção 6,6 

17. á(/ - c) 

e~" 

Seção 6.5 

18. /<">(/) 

s n F(s) — í b_i /( 0)-/ (n_1) (0) 

Seção 6.2 

19. (-f)"/(0 

F {n) (s) 

Seção 6.2; Prob. 28 
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Exemplo 1 

Encontre a solução da equação diferencial 

y' + y = sen 2 r, (19) 

satisfazendo as condições iniciais 

y(0) == 2, /(G) = L (20) 

Vamos supor que esse problema de valor inicial tenha uma 
solução y — é(f) com as duas primeiras derivadas satisfazendo 
as condições do Corolário 6 . 2 . 2 . Então, calculando a transfor¬ 
mada de Laplace da equação diferencial, temos 

s 2 Y(s) - íy(0) - /(O) + Y(s) = 2/(s 2 + 4), 


Expandindo o numerador da fração à direita do segundo sinal de 
igualdade na Eq. (22) c igualando-o ao numerador na Eq. (21), 
encontramos 

2s 3 + s 2 4 Ss 4 6 = (a 4 c)s 3 

4 (b 4 d)s 2 4 (4 a 4-1)$ 4- (4 b 4 d) 

para todo is. Então, comparando os coeficientes de mesma po¬ 
tência de s , temos 

a 4c = 2 T b + d — 1, 

4a4c = 8, 4b + d — 6. 


onde a transformada de sen 2r foi obtida da linha 5 na Tabela 
6,2,1. Substituindo y(0) e y'(0) pelos valores dados nas condi¬ 
ções iniciais e resolvendo para Y(s), obtemos 


2 s 3 4 s 2 + 4 6 

Y(s) = —5 -=- 

(j 2 + 1 )(j 2 + 4) 


( 21 ) 


Em consequência, a = 2, c = 0, b = 5/3 e d = — 2/3, donde 


Y(s) = 


2 s 5/3 

—y -- H- j- 

s 2 4 1 s 2 4 1 


2/3 

s 2 + 4 


(23) 


Das linhas 5 e 6 da Tabela 6.2.1, a solução do problema de valor 
inicial dado é 


Usando frações parciais, podemos escrever Y{s) na forma 

d 


as 4 b cs 
Y(s) = --- 4 


s 2 +l 


$ 4 4 

(as 4 b)(s 2 4 4) 4 (cs 4 d)(s 2 4 1) 

(s 2 + l)(s 2 + 4) 


( 22 ) 


y = <p(t) = 2cos t 4- f senf - 5 sen2r. (24) 


Exemplo 2 

Encontre a solução do problema de valor inicial 

y 4> - y = 0, (25) 

y( 0 ) = 0 . /(O) = 1 , /( 0 ) = 0 , /"( 0 ) = 0 , (26) 

Neste problema, precisamos supor que a solução y = <p(t) 
-atisfaça as condições do Corolário 6,2,2 para n — 4. A transfor¬ 
mada de Laplace da equação diferencial (25) é 

5 4 T(j) - s-y(Q) - s 2 y'{0) - sy"(Q) — y tíf 0) - Y(s) — 0, 

Então, usando as condições iniciais (26) e resolvendo para Y{s). 
temos 

Y(s) = . (27) 

í 4 - J 

Uma expansão em trações parciais para )i r ) é 
as +b cs + d 

y(y) = ——- + 

s 2 - 1 


e segue que 

(flx + t)(í 2 + l) + (« +d)(s 2 - 1 )=s 2 (28) 

para todo s. Fazendo s ~ 1 ei = -1, respectivamente, na Eq. 
(28). obtemos o par de equações 

2(a+b)= 1 , 2 (-íi+£) = f i 

e. portanto, a ; = 0e b = 1/2. Se fizermos s = 0 na Eq. (28). en¬ 
tão b - d = 0 , de modo que d - 1 / 2 . Finalmenie, igualando as 
parcelas contendo as potências cúbicas nos dois lados da Eq. (28), 
enconLramos que a — ç = 0. logo c - 0. Assim, 

1/2 1/2 

F( 5 ) = + (29) 

5~ — ] 5~ 4.1 

e. das linhas 7 e 5 da Tabela 6,24, a solução do problema de valor 
inicial (25), (26) é 

senh / + sen / 

y = 0(0 = 


r4l 


2 


(30) 



174 A Transformada dc Laplacc 


As aplicações elementares mais importantes da transforma¬ 
da de Laplace estão no estudo de vibrações mecânicas e na aná¬ 
lise de circuitos elétricos; as equações que governam esses fe¬ 
nômenos foram deduzidas na Seção 3.8. Um sistema massa-mola 
em vibração tem equação de movimento 


8s 2 — 45 + 12 
í(í 2 +4) 


5“ -I- 45 + 5 


dru du . 

m —=- + y— + ku = F(t ), (31) 

dr dt 

onde m é a massa, yé o coeficiente de amortecimento, k é a cons¬ 
tante da mola e F(t) é a força externa que está sendo aplicada. A 
equação que descreve um circuito elétrico com indutância L 
resistência R e capacitância C (um circuito LRC) é 


L 


d lSL 

dr 


dO 1 

+ R ^ + - Q = EU) . 


(321 


onde Q(t) é a carga no capacitor e E(t) é a voltagem aplicada. 
Em termos da corrente /( r) = dQ(r)ldt . podemos diferenciar a Eq. 
(32) e escrever 


d-l dl 1 dE 
L —t 4* R— + — / = ~ (f )• 
dt C dt 


(33) 


Também têm de ser dadas condições iniciais adequadas para //. 
Q ou /. 

Observamos anteriormente, na Seção 3.8. que a Eq. (31) para 
o sistema massa-mola e a Eq. (32) ou (33) para o circuito elétri¬ 
co são matematicamente idênticas, diferindo, apenas, pela in¬ 
terpretação das constantes e das variáveis que aparecem na 
equação. Existem outros problemas físicos que levam à mes¬ 
ma equação diferencial. Assim, uma vez resolvido o problema 
matemático, sua solução pode ser interpretada para o problema 
físico correspondente de interesse imediato. 

Nas listas de problemas ao final desta e de outras seções deste 
capítulo, são dados muitos problemas de valor inicial para equa¬ 
ções diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes cons¬ 
tantes. Muitos podem ser interpretados como modelos de sistemas 
físicos particulares, mas, em geral, não explicitamos isso. 


10 . -=—--— 

5 2 + 25 + 10 

Nos problemas de 11 a 23. use a transformada de Laplace para re 


solver o 

problema de valor inicial dado. 



11. 

y" 

— y' — 6 y = 0; 

y(0) = 1. 

y'(0) = -1 


12. 

y" 

+ 3y + 2v = 0: 

y(0) = 1. 

y'(0) = o 


13. 

y n 

- 2y’ + 2 y = 0; 

y(0) = 0. 

y'(0) = i 


14. 

y 

- 4v' + 4v = 0: 

y(0) = 1. 

y'(0) = 1 


15. 

v" 

-2y' + 4v = 0; 

y(0) = 2, 

y'(0) = 0 


16. 

v" 

+ 2y' + 5y = 0: 

y(0) = 2. 

y'(0) = -1 


17. 

y u 

- 4y"' + 6y" - 4y 

' + y = 0; 





y(0)= 

0. y'(0)= 1. 

O 

II 

o 

>, 

y"'(0) = 

18. 

y u 

- y = 0: y(0) = 

1. v'(0) = 0. 

y"(0) = 1, 

y"'(0) = 

19. 

v' 1 

— 4y = 0: y(0) = 

1. y ,01 = 0. 

y"(0)=-2, 

y'"(0) = 

20. 

tf 

y 

+ w 2 y = cos 2 1. 

ar * 4; 

y(0) = 1, 

O 

II 

O 

21. 

•t 

V 

— 2v' + 2v = cosr 

: y(0) = 

1. y'(0) = 

0 

22. 

v" 

- 2y' + 2y = e~'; 

y(0) = 

0. y'(0) = 

1 

23. 

y" 

+ 2y' + y = 4e - '; 

y(0) = 

2. y'(0) = 

-1 


Nos problemas de 24 a 26. encontre a transformada de Laplace f(5) = 
£|y) da solução do problema de valor inicial dado. Um método 
para determinar a transformada inversa é desenvolvido na Seção 


24. v" + 4y = 


1, 

0, 


0 < t < 7T. 

n < t < oc; 


y( 0 )= 1 . 


y ( 0)=0 


25. v" + y = 


r, 

0. 


0 <t < 1, 

1 < t < oo; 


y(0) = 0, /(0) = 0 


26. y" + Ay = 


r, 0 < r < 1, 
1, 1 < t < oo; 


v(0) = 0, /(0) = 0 


Problemas 


Nos problemas de 1 a 10. encontre a transformada de Laplace inver¬ 
sa da função dada. 


1. 

2 . 

3. 

4. 


3 

5 2 + 4 

4 

(j- d 3 
2 

s 2 + 3s — 4 
35 

s 2 — s — 6 


5. 


2j + 2 
s 2 + ls + 5 


27. As transformadas de Laplace de certas funções podem ser 
encontradas de modo conveniente pelas suas expansões em 
séries de Taylor. 

(a) Use a série de Taylor para sen t % 


sen t 


h + ' 


e. supondo que a transformada de Laplace dessa série possa ser 
calculada termo a termo, verifique que 


£{senr) = 


5 2 + l 


(b) Seja 


/(/> = ( 1 scn,) / í ’ 


s > 1. 

/#(). 

t =0. 


6 . 


2j - 3 
í 2 -4 
2s + 1 
s 1 -25 + 2 


Encontre a série dc Taylor de/em tomo de t = 0. Supondo que 
a transformada dc Laplacc dessa função possa ser calculada 
termo a termo, verifique que 

£{/(») 1 = arctg (1 /í), 


7 . 


í > 1. 
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(c) A função de Bessel de primeira espécie de ordem zero / 0 
tem série de Taylor (veja a Seção 5,8) 


m = E 


n—0 


(-i) n í 2n 

2 2n (n\) 2 ' 


Supondo que as transformadas de Laplace a seguir possam ser 
calculadas termo a termo, verifique que 


C{J 0 (t)) = (í 2 +1) 


- 1/2 


S > 1 , 


e 


C{J 0 (Vi)} = í“V 1/41 , 5>0. 

Os problemas 28 a 36 dizem respeito à diferenciação da transforma¬ 
da de Laplace. 

28, Seja 


F(s) = 



e- s, m dt. 


É possível mostrar que, desde que/ satisfaça as condições do 
Teorema 6.1.2, é legítimo diferenciar sob o sinal de integral em 
relação ao parâmetro $ quando s > cl 

(a) Mostre que F f (s) = 

(b) Mostre que F'"(s) = Z[(—t) n fif)}; portanto* diferenciar a 
transformada de Laplace corresponde a multiplicar a função 
original por — 1. 


Nos problemas de 29 a 34, use o resultado do Problema 2$ para en¬ 
contrar a transformada de Laplace da função dada; a e b são nume¬ 
ros reais eu éum inteiro positivo. 

29. té 01 

30. t 2 sen bt 

31. t n 

32. t n e aí 

33. te ÜI sen bt 

34. te at cos bt 

35. Considere a equação de Bessel de ordem zero 

ty f -f - y + ty = 0» 

Lembre-se, da Seção 5.4. que ; = 0 é um ponto singular regu¬ 
lar para essa equação e. portanto, as soluções podem se tomar 
ilimitadas quando t —> 0. No entanto, vamos tentar determinar 
se existem soluções que permaneçam limitadas em r — 0 e que 
tenham derivadas finitas aí. Supondo que existe tal solução 
y = ô{.t)* seja Y{s) = *£{<£(/)]. 

(a) Mostre que Kri) satisfaz 


36. Nos problemas de valor inicial a seguir, use os resultados do 
Problema 28 para encontrar a equação diferencial satisfeita por 
Tú) = Z j ] T onde y - á(t) é a solução do problema dc va¬ 
lor inicial dado, 

(a) y"Víy = 0; 

y{0) = 1, y/0) = 0 (equação de Airy) 

(b) (1 - t*)y M - 2 ty f + a (a + l)y = 0; 

víO) = 0, y/0) 1 (equação de Legendre) 

Note que a equação diferencial para T(s) é de primeira ordem 
no item (a), mas é de segunda ordem no item (bf Isso é devido 
ao fato de t aparecer com potência no máximo um na equação 
do item (a) e com potência dois na equação do item (b). Isso 
ilustra o fato de que a transformada de Laplace nem sempre é 
útil para se resolver equações diferenciais com coeficientes 
v ariáveis, a menos que todos os coeficientes sejam, no máxi¬ 
mo, funções lineares da variável independente, 

37, Suponha que 



f(T)dr. 


Se G{s) e F(s) são as transformadas de Laplace de g e/, respec¬ 
tivamente, mostre que 


G(j) = F(s)/s. 

38. Vamos mostrar, neste problema, como se pode usar uma ex¬ 
pansão geral em frações parciais para se calcular muitas trans¬ 
formadas de Laplace inversas. Suponha que 

F(s) - P(s)/Q(s), 

onde G( j) é um polinómio de grau n com raízes distintas r,. 

jy. ePíhéum polinómio de grau menor do que u. Nesse caso, 
é possív el mostrar que P(s)/Q(s) tem uma expansão cm frações 
parciais da forma 


P(S) | | *■ t 

fi00 í-r, s ~ r „' 


(D 


onde os coeficientes A { ,.... A n precisam ser determinados, 
(a) Mostre que 


A k = p (.fi)tQí(r k ), k n. (ii) 

Sugestão: Um modo de fazer isso é multiplicar a Eq. (i) por 
s — r* e depois tomar o limite quando j — > r k , 

(b) Mostre que 

£-’ikoi = Èm sL /‘'- « 

frí Q (r k ) 


(1 A r 3 )F/s) 4- sY(s) = 0. 


(b) Mostre que K{j) = c(l 4- rir 1 : . onde c é uma constante 
arbitrária. 

(c) Escrevendo íl + ri) LC = s 1 11 4- s~ 2 r ]: . expandindo em 
uma série binomial válida para j > I e supondo que é permiti¬ 
do inverter a transformada termo a termo, mostre que 


v 


X 


n=Q 


2^(ii !) 3 


= c/ 0 (rt. 


onde é a função de Bessel de primeira espécie de ordem zero. 
Note que / IE í0 > = l e que i., tem derivada finita de todas as or¬ 
dens em f = 0, Foi mostrado na Seção 5,8 que a segunda solu¬ 
ção dessa equação toma-se ilimitada quando l 0. 


6,3 Funções Degrau 

Na Seção 6.2, esboçamos o procedimento geral usado ao se re¬ 
solver um problema de valor inicial através da transformada de 
Laplace. Algumas das aplicações mais elementares do método 
da transformada ocorrem na solução de equações diferenciais 
lineares sob a ação de funções descontínuas ou de impulso. Equa¬ 
ções desse tipo aparecem com frequência na análise do fluxo de 
corrente em circuiros elétricos ou nas vibrações de sistemas 
mecânicos. Nesta seção e nas seguintes, vamos desenvolver al¬ 
gumas propriedades adicionais da transformada de Laplace úteis 
na solução de tais problemas. A menos que se diga explici tumente 
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o contrário, supomos que iodas as funções a seguir sejam secci¬ 
onalmente contínuas e de ordem exponencial, de modo que suas 
transformadas de Laplace existam, pelo menos para s suficien¬ 
temente grande. 

Para tratar de maneira efetiva funções com saltos, é útil definir 
uma função conhecida como função degrau unitário, ou função 
de Heaviside. Essa função será denotada por n L e é definida por 


-<H ?: !> c c : <» 

A Fig. 6.3.1 mostra o gráfico de y = w ff (r). O degrau também pode 
ser negativo. Por exemplo, a Fig. 6.3.2 mostra o gráfico de y = 
1 - uir). 


y 


1 

í 

r 


t 

i 

i 

t 

€ t 


FIG, 63,1 Gráfico de y = FIG. 6.3.2 Gráfico de y = I — H/rJr 


Exemplo 1 


Esboce o gráfico de y = h(t) t onde 

A(í) = h s (/)-« 2íi ( O. f>0. 

Da definição de //,.(/.) na Eq. (1). temos 


h(t) = 


0-0 = 0 . 
1 - 0 = 1 . 
1 - 1 = 0 . 


0 < t < JT. 

n < t < 2jt. 
2tt < t < oo. 


Logo. a equação y = hU) tem o gráfico ilustrado na Fig. 6.3.3. 
Pode-se pensar nessa função como um pulso retangular. 



A transformada de Laplace de u, é determinada facilmente: 
£{« f (r» = ^ e~ st u e (0 dt = jf e~ s ' dt 


s > Q. 


( 2 ) 


Para uma função/dada, definida para r ^ 0, vamos conside¬ 
rar, muitas vezes, a função relacionada g definida por 



y = «(0 



o. 

fU-c), 


r < c, 
/ > c. 


que representa uma translação d tf por uma distância c no senti¬ 
do dos t positivos; veja a Fig. 63.4, Em termos da função de¬ 
grau unitário, podemos escrever gí/) na forma conveniente 

g(t) = U c {t)f{t-C). 

A função degrau unitário é particularmente importante no uso 
da transformada devido à relação dada a seguir entre a transfor¬ 
mada de fit) e a de sua translação it c U)J{t - c). 



FIG. 6.3.4 Uma translação da função dada. ta) y = (b) y 

u c U)fit ~ c). 
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Teorema 6.3.1 

Se F(s) = Z{f[t )} existe para s><2>0esecé uma constan¬ 
te positiva, então 

C(u c (t)f(t-c)) = e~“£{/(/)} = e~ cs F(s), s > a. (3) 
Reciprocamente, sefit) = X _1 {/ r (í)}, então 

u c (t)f(t-c) = C- l {e~ cs F(s)}. (4) 


~ c) dt. 

Fazendo uma mudança na variável de integração Ç = t — c. te¬ 
mos 

C{u c (t)f(t-c))= re-^mdt 

Jo r x 

= e~ cl e- s *fG)dÇ =e~ c ’F(s). 



O Teorema 6.3.1 diz. simplesmente, que a translação de_/U) 
por uma distância c no sentido dos t positivos corresponde à 
multiplicação de F(s ) por e~ i f . Para provar o Teorema 6.3.1, basta 
calcular a transformada de u c (t)f(t - c): 


C{u c (t)f(t-c)) = 



e- s 'u c (t)f(t-c) dt 


Logo. estabelecemos a Eq. (3); a Eq. (4) segue calculando-se a 
transformada inversa na Eq. (3). 

Um caso simples desse teorema é quando J[t) = 1. Lembrando 
que -C{ 1} = l/j, temos, imediatamente, da Eq. (3), que £{u c (f)) = 
e~ ll /s . Esse resultado está de acordo com o da Eq. (2). Os Exem¬ 
plos 2 e 3 ilustram ainda mais como o Teorema 6.3.1 pode ser usa¬ 
do no cálculo de transformadas e transformadas inversas. 


Exemplo 2 


Se a função/é definida por 


/(o = 




senf, 

senf + cos(f - ;r/4), 


0 < f < n/4, 
i > n/4. 


encontre -£{/{f)}. O gráfico dey = fit )está ilustrado na Fig. 6.3.5. 
Note que/fr) = sen / + g(f). onde 


Logo. 


g(0 = 


0. 

cos(f - n/4). 


l < n/4, 
t > n/4. 


g(t) = u„ /4 (l)cos(t - n/4). 


e 


£{/(f)} = £{senf) + £{M T/4 (/)cos(r — n/4)) 

= £(sen t) + e~ ns/4 C[cos t). 
Introduzindo as transformadas de sen t e cos t. obtemos 



Exemplo 3 

Encontre a transformada inversa de 

I — e~ 


F(s) = 


3 


Da linearidade da transformada inversa, temos 


/(0 = £- , {F(i)} = £- 1 




= / - u,m - 2 ). 


A função/também pode ser escrita como 


/(o = 


t, 

2 . 


0 < f < 2, 
t >2. 
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O teorema a seguir contém outra propriedade bastante útil das 
transformadas de Laplace que são semelhantes às dadas no Teo¬ 
rema 6.3. L 

Teorema 6.3.2 

Se F(s) = -£{/(/)} existe para í>osOesecé uma constan¬ 
te, então 

C{e a f(t)) = F(s -c), s > a+c. (5) 
Reciprocamente, se /tí) = então 

e cl f(t) = C~'{F(s-c)). (6) 


De acordo com o Teorema 63,2, a multiplicação de/(f) por 
e Lt resulta na translação da transformada F(s) a uma distância c 
no sentido dos j positivos e reciprocamente. A demonstração 
desse teorema necessita do cálculo de £[&%t}}. Então, 

= r e~ s, e c ‘f{t) dt= í e~ is ~ c) 'f(t) dl 
Jq Jq 

= F(s - c) t 

que é a Eq. (5), A restrição s > a + c segue da observação de 
que. de acordo com a hipótese (ii) do Teorema ó.L2 ? \f{t}\ < Ke*i 
portanto, ;^/)| s Ke li L I . A Eq. (6) segue calculando-se a trans- 
formada inversa da Eq. (5) e a demonstração está completa. 

A aplicação principal do Teorema 63.2 está no cálculo de de- 
terminadas transformadas inversas, como ilustrado no Exemplo 4. 


Exemplo 4 

Encontre a transformada inversa de 


GU) = 


í 


G(s } = - 2 


1 


(s - 2f 4- I 


= F(s- 2), 


s 2 — 4s + 5 


Completando o quadrado no denominador, podemos escre¬ 


ver 


onde F(j) = (s 2 + l)" 1 . Como X“ l (Ft?)} = sen í* segue do Te¬ 
orema 63.2 que 

g(í) = £ _1 {G(^}} = e 2t sen;. 


Os resultados desta seção são muitas vezes úteis na resolu¬ 
ção de equações diferenciais, particularmente as sob a ação de 
funções descontínuas. A próxima seção é devotada a exemplos 
que ilustram esse fato. 


Problemas 


Nos problemas de 13 a 18, encontre a transformada dc Laplace in¬ 
versa da função dada. 


13, 

14, 


FU) = 


31 

U - 2) 4 


FU) = 


5“ + S 


Nos problemas de 1 a 6. esboce o gráfico da função dada no interva¬ 
lo f a 0. 

1. «,(/) +2« 3 {f)-6« 4 (í) 

2. (r - 3)« 2 {f) -(t- 2)Uj(r) 

3. /(/ - n )«„(*). onde f(n = r 

4. /(í - 3)Uj(0, onde f(t) = senf 

5. /(/ - onde /(f) = 2t 

6. <r - !)«,(/) - 2 (r - 2)u 2 (t) + (t - 3)«,<r) 

Nos problemas dc 7 a 12. encontre a transformada de Laplace da 


função dada. 



7. 

m = 

1 °. , 

| (1-2) 2 . 

r < 2 
/ > 2 

8, 

m = 

( o, 

[ f 2 — 2f + 2. 

t < I 
f > 1 



' 0. 

r < jt 

9. 

m = 

l-TT, 

JT < f < 2 tt 



0. 

i > 2 n 

10. 

/(f) = «|(f) + 2«j{/) - 

6 u 4 (t) 

11. 

/(f) = (f-3)« 2 (0-{í 

-2)«3(í) 

12. 

/(O = t 

-«,(0(1-1). 

t >0 


15. 


16 . 


FU) = 
FU) = 


2u- ly-* 

í 2 -2 j+2 
2« _2í 
r -4 


17. 

18. 
19. 


FU) = 


U - 2y- J 
j 2 - 4í + 3 


FU) = 


+ e ~ e~ 


e 


-4j 


S 

Suponha que F(s) = -Cl/í 01 existe para j > a ^ 0. 
(a) Mostre que. se c é uma constante positiva, então 


£(/(«)) s > ca. 

(b) Mostre que, se k é urna constante positiva, então 

£-'lTO.)l-í/(0. 

(c) Mostre que. se a e h são constantes com a > 0, então 

C-'{F{as + b)}= l -e- b!/a f(~y 
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Nos problemas de 20 a 23, use os resultados do Problema 19 para 
encontrar a transformada de Laplace inversa da função dada. 


20. 

F(s) = 

21. 

F(s) = 

22. 

F(s) = 

23. 

F(s) = 



2j-+ 1 

4 s 2 + 4s + 5 
1 

9s : - 12 í+ 3 


25- 1 


Nos problemas de 24 a 27. encontre a transformada de Laplace da 
função dada. No Problema 27, suponha que seja permitido integrar 
a série infinita termo a termo. 


24. /(0= ò; 


0 < / < 1 
t > 1 


25. 


/(r) = 


1. 

0. 

1. 

0. 


0 < f < 1 
1 <t < 2 

2<t <3 
t >3 


26. f(t) = 1 - «,(/) + ••• + «2,(0 ““>+1^) 

2n+! 

= l + £(-l)\(0 


t=l 

00 


27. /(r) = l+£(-l)*u t (f). Veja aFig. 6.3.6. 


*=i 


I i i I I 

1-1- i -1- i -- 

1 2 3 4 5 ' 


FIG. 6.3.6 Uma onda quadrada. 


28. Suponha que /satisfaça/Ir + D = /U) para todo r^Oc para 
algum número positivo fixo T\fé dita periódica com período T 
em0<r< 3c. Mostre que 


£{/(')) = 



Nos problemas de 29 a 32, use o resultado do Problema 28 para en¬ 
contrar a transformada de Laplace da função dada. 


29. f(t) = 


1. 

(i. 


0 < / < 1. 

I < t < 2: 


/(f+2) = /(r). 

Compare como Problema 27. 



/(/ + 2) = /(r). 
Veja a Fig. 6.3.7. 


0 < t < L 

1 < / < 2: 



FIG. 63.7 Uma onda quadrada. 


31. /(/) = /, 0 <t < 1; 

f(t + 1) = /(/). 

Veja a Fig. 6.3.8. 

32. /(r) = senr, 0<r<jr; 

f(t + jt) = /(r). 

Veja a Fig. 6.3.9. 



y 



k 2/r 3/r t 

FIG. 63.9 Uma onda seno retificada. 


33. (a) Se/fr) = 1 - n,(r). encontre -6*(/ír)); compare com o Pro¬ 
blema 24. Esboce o gráfico de y =/(/). 

(b) Seja g(t) = í /(£) dÇ, onde a função/está definida em (a). 

Jq 

Esboce o gráfico de y = g(r) e encontre 4'{g(r)}. 

(c) Seja h(r) = g(r) - w,(/)g(r — 1), onde g está definida em 
(b). Esboce o gráfico de y = h(t) e encontre £(/i(r)). 

34. Considere a função p definida por 


p(t) = 


f. 

2 — f. 


0 < t < l f 

1 < / < 2: 


p(t + 2) = p(t). 


(a) Esboce o gráfico de y = p{t). 

(b) Encontre -C[pir)) notando que pé a extensão periódica da 
função h no Problema 33(c) e usando, depois, o resultado do 
Problema 28. 

(O Encontre -£[pit)] observando que 

p(0 = í f(t) du 
J o 


30 . 


onde fé a função no Problema 30, e usando, depois, o Teorema 

6 . 2 . 1 . 
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6.4 Equações Diferenciais com mo não-homogêneo. ou forçamento, é descontínuo. 

Forçamentos Descontínuos 

Vamos considerar, nesta seção, alguns exemplos nos quais o ter- 


Exemplo 1 


Encontre a solução da equação diferencial 

2y"+y' + 2y = g(t). (1) 

onde 

Ig(0 = « 5 (/) - u^t) 

1. 5 < t < 20, p. 

0. 0 < t < 5 e t > 20. ’ 

Suponha que as condições iniciais são 

^(0) = 0, y\ 0) = 0. (3) 

Esse problema representa a carga em um capacitor em um 
circuito elétrico simples onde a voltagem é um pulso unitário para 
5 ^ / < 20. Ele pode representar, também, a resposta de um 
oscilador amortecido sob a ação de uma força g(f). 

A transformada de Laplace da Eq. (1) é 


de modo que, pelas linhas 9 e 10 da Tabela 6.2.1. obtemos 

h(t) = I - 3[^" ; 4 cos(\/Í5//4) 

+ (VÍ5/15)*-" 4 sen (y/lSt/A)]. (10) 

Na Fig. 6.4.1. o gráfico da solução y = <HO das Eqs. (7) e (10 1 
mostra que a solução tem três partes distintas. Para 0 < r < 5, a 
equação diferencial é 

2y" + y' + 2y = 0 (11) 

e as condições iniciais são dadas pela Eq. (3). Como as condi¬ 
ções iniciais não fornecem energia ao sistema e como não há força 
externa, o sistema permanece em repouso, isto é. y = 0 para 0 < 
t < 5. Isso pode ser confirmado resolvendo-se a Eq. (11) sujeita 
às condições iniciais (3). Em particular, calculando a solução e 
suas derivadas em t = 5 ou. mais precisamente, quando x tende a 
5 por valores menores, temos 


2s 2 Y(s) — 2sy(0) — 2y'(0) + sY(,s) — y(0) +2 K(í) y(5) = 0. y'(5) = 0. (12) 

= £{«,(/)} - £{«, 0 (r)J = ( e~ 5s - e-**)/s. 

5 20 Quando t> 5. a equação diferencial fica 

Usando as condições iniciais (3) e resolvendo para X(í), obte¬ 
mos 2y" + y' + 2y = 1. (13) 


Y(s) = 


e-* - e _20s 


s(2s 2 + J + 2) 

Para encontrar y = d>U). é conveniente escrever X(s) como 


onde 


Y(s) = (e- Ss -e- 20s )H(s), 
H(s) = 1 /s (2s 2 + 5 + 2). 


(4) 

(5) 

( 6 ) 


cuja solução é a soma de uma constante (a resposta à força ex¬ 
terna constante) com uma oscilação amortecida (a solução da 
equação homogênea correspondente). O gráfico na Fig. 6.4.1 
mostra clarameme esse comportamento no intervalo 5 ^ ^ 20. 
Pode-se encontrar uma expressão para essa parte da solução re- 
solvendo-se a equação diferencial (13) sujeita às condições ini¬ 
ciais (12). Finalmente, para t > 20. a equação diferencial toma- 
se novamente a Eq. (11) e as condições iniciais são obtidas cal- 


Então, se /i(r) = r ] (//(.t)|, temos 

y = <H» = u 5 (/)h(t - 5) - UjoOm - 20). (7) 


Observe que usamos o Teorema 6.3.1 para escrever a transforma¬ 
da inversa de e~-‘H(s) e e yh H(s), respectivamente. Finalmente, para 
determinar /»(/). usamos a expansão em frações parciais de His): 


H(s) = —h 

5 


bs +c 
2s 2 +5 + 2' 


( 8 ) 


Determinando os coeficientes, encontramos a = 1/2, b = -1 e 
c — — 1/2. Logo. 



1/2 


5 


25 2 + 5 + 2 

/ (J + j) +1 

UJ (.+*>*+#• 


(9) 
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eulando-se a solução das Eqs. (13), (12) e suas derivadas em t — 
20* Esses valores são 

y(20) = 0,50162, y'( 20) = 0.01125. (14) 

O problema de valor inicial (1 1), (14) não contém força externa, 
de modo que sua solução é uma oscilação amortecida em tomo 
de y = 0, como pode ser visto na Fig. 6.4.1. 


Embora possa ser útil considerar a solução ilustrada na Fig. 
6.4.1 como sendo composta de três problemas de valor inicial 
separados em três intervalos diferentes, é um tanto tedioso en¬ 
contrar a solução resolvendo-se esses três problemas separados. 
O método da transformada de Laplace fornece uma abordagem 
muito mais conveniente e elegante para esse e outros problemas 
sob a ação de uma força externa descontínua. 


O efeito da descontimiidade da força externa pode ser visto 
se examinarmos a solução dKr ) do Exemplo 1 com mais cuida¬ 
do, De acordo com o Teorema 3.2.1 de existência e unicidade, a 
solução e suas duas primeiras derivadas são contínuas exceto, 
possivelmente, nos pontos t = 5 e / — 20, onde g é desconunua. 
Isso também pode ser visto imediatameme da Eq. (7). Pode-se 
mostrar, também, por cálculos diretos a partir da Eq, (7)* que é 
e í f?' são contínuas mesmo era f = 5 e / = 20. No entanto, se 
calcularmos é f \ vemos que 

Um 0"(f) =0, Hm 0“(r) = 1/2. 

ts- r—► 5 -f- 

Em conseqüênciú, d>'V) tem um salto de 1/2 em t - 5. De ma¬ 
neira semelhante, pode-se mostrar que é n (t) tem um salto de 
—1/2 em i = 20, Assim, o salto do termo não-homogêneo gii) 
nesses pontos é balanceado por um salto correspondente no 


termo de maior ordem 2y ff à esquerda do sinal de igualdade na 
equação. 

Considere, agora, a equação linear de segunda ordem geral 

y" 4- p(t)y' + q(t)y = gU). (15) 

onde p e q são contínuas em algum intervalo a < t < j. 3. mas g 
sò é seccional mente contínua aí. Se y — t/KD é uma solução da 
Eq. (15K então éc út" são contínuas em a < í < j8. mas if/* tem 
desconlinuidades do tipo salto nos mesmos pontos que g. Ob¬ 
servações semelhantes podem ser feitas para equações de ordem 
maior; a derivada de ordem mais alta da solução que aparece na 
equação diferencial tem saltos nos mesmos pontos que o termo 
não*homogêneo. mas a solução e suas derivadas de ordem mais 
baixa são contínuas, inclusive nesses pontos. 


Exemplo 2 


Descreva a natureza qualitativa da solução do problema de va¬ 
lor inicial 


y" + 4 y = g{t), (16) 


onde 


y(0) = 0. /(0) «i 0, 


g(t) = 


0, 

{t - 5)/5, 

1, 


0 < / < 5. 

5 < r < 10. 

/ > 10 , 


(17) 


(18) 


y = cos 2r + c 2 sen 2r + 1 /4. (19) 

A constante 1/4 é uma solução panícular da equação não-homo¬ 
génea, enquanto os outros dois termos na solução geral formam 
a solução geral da equação homogênea correspondente. Assim, 
a solução í 19) corresponde a uma oscilação harmônica simples 
em tomo dey = 1/4. Analogamente, no intervalo intermediário 
5 < í < 10, a solução oscila em tomo de uma cena função line¬ 
ar. Em um contexto de engenharia, por exemplo, poderíamos estar 
interessados em saber a amplitude da oscilação estado estacio¬ 
nário. 

Para resolver o problema, é conveniente escrever 


e depois encontre a solução. 

Neste exemplo, o termo não-homogêneo tem o gráfico ilus¬ 
trado na Fig. 6.4,2, que é conhecido como rampa crescente. É 
relativamente fácil identificar a forma geral da solução. Para t < 
5, a solução é, simplesmente, y — 0. Por outro lado, para t > 10, 
a solução tem a forma 



g(t) = [u 5 (t)(t - 5) - u w (f)(f - 10JJ/5, (20) 

como você pode verificar. Calculando a transformada de Lapla¬ 
ce da equação diferencial e usando as condições iniciais, obte¬ 
mos 

{s 1 + 4)r(j) = (*“* - e~ 10s )/5s 2 , 

OU 

Y(s) « (e- 5 ' - (21) 

onde 

H(s} = 1/j 3 (j 2 +4). (22) 

Logo. a solução do problema de valor inicial 116), (17), (18) é 
y = <P(t)=íu 5 (t)k(r — 5) — u lQ (t)h(t - 10)J/5, (23) 


HG. 6,4.2 Rampa crescente: y = g(r) da Eq, (18). 
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onde h(t) é a transformada inversa de H(s). A expansão em fra¬ 
ções parciais de H(s) é 

(24) 

s + 4 

e segue, então, das linhas 3 e 5 da Tabela 6.2.1 que 

MO = | se n 2/. (25) 

A Fig. 6.4.3 mostra o gráfico de y - Note que ele tem o as¬ 
pecto qualitativo indicado anteriormente. Para encontrar a ampli¬ 
tude da oscilação estado estacionário, basta localizar um dos pon¬ 
tos de máximo ou de mínimo para t > 10. Igualando a derivada da 
solução (23) a zero, encontramos que o primeiro máximo está lo¬ 
calizado aproximadamente em (10,642; 0,2979), de modo que a 
amplitude da oscilação é de aproximadamente 0,0479. 

Note que nesse exemplo o termo não-homogêneo g é contí¬ 
nuo, mas g r 6 descontínua em t — 5 e r = 10. Então, a solução 
e suas duas primeiras derivadas são contínuas em toda parte, mas 
4> tn tem descontinuidades em t = 5 e / = 10 do mesmo tipo das 
descontinuidades de g' nesses pontos. 



FIG, 6.4,3 Solução do problema de valor inicial (16), (17), (18). 


MO = 


m = 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 13, encontre a solução do problema de valor 
inicial dado. Desenhe os gráficos da solução e do termo não-homo¬ 
gêneo; explique a relação entre eles, 

06 t. /' + >• = /«): y(0)=0, y'(0) = 1; 

f(t) = | 1. 0 < f < jt/2 

' 1 0, n/2 < r < oo 

01 2. y" + 2/ + 2 y = k(t ); y(0) = 0. y'(0) = 1; 

h(t\ - 1 n - 1 < 2,1 

1 “(O. 0 < t <n e t >2n 

01 3. y" + 4y m sen t - «,,{0 sen(f - 2n): 
y(0) = 0, y'(0) = 0 

^2 4. y" + 4y = sen i + u s (t) sen(f - .t): 

y(0) = 0. /(O) = 0 

01 5. / + 3y + 2y = /(Í): y(0) = 0. y’(0) = 0; 

/(,)=) l < 0<t<\0 
n ’ 1 0. í>10 

01 6. y" + 3/ + 2 y = « 2 (f); y(0) = 0. y'(0) = 1 

01 7. y" + y = u } Jt); y(G) = 1. y'(0) = 0 

01 8. / + / + jy = l - rn wn m - ir/2): 

y(0) ~ 0. y'f0) = 0 

06 9. y" + y = g(t): y(0) = 0. /(O) = !: 

{ , )= | t/2, 0</<6 

8( > í 3. / > 6 

01 10. y" + y' + |y a g (r); y(0) = 0. y'(0) = 0: 

„ ín _/senf. 0 <í<jt 
8 ~ 1 0, t > n 

01 11. / + 4y = u„ (f) - « 3s (f); y (0) = 0. y'(0) = 0 

0 }. 12. y M - y = h,( r) - k 2 (i); y(0) = 0. y'(0) = 0. 

y"(0) = 0. y"'(0) = 0 ( 

01 13. /* + 5y" + 4y = 1 - (f); y(0) = 0. y'{0) = 0. 

y"(0) = 0. y"'(0) = 0 


í(0 = 


14. Encontre uma expressão envolvendo u r (t) para uma função/ 
cujo gráfico é uma rampa crescente de zero em t - t Q até o va* 
lor h em t — f Q -f k. 

15. Encontre uma expressão envolvendo ü t (7) para uma função/ 
cujo gráfico é uma rampa crescente de zero em t = f Q até o va¬ 
lor h em r = r 0 + k seguida de uma rampa decrescente que che¬ 
ga a zero em í = f 0 4 2k. 

16. Um determinado sistema massa-mola satisfaz o problema de 
valor inicial 

u" + lu’ + u = kg(t), Ui 0) = 0. «'(0) = 0. 

onde g(f) = ü v ,(í) — e k > 0 é um parâmetro, 

(a) Esboce o gráfico de g{t). Note que é um pulso de tamanho 
unitário que se estende por uma unidade de tempo. 

(b) Resolva o problema de valor inicial. 

(c) Desenhe o gráfico da solução para k = 1/2, k = 1 e k = 2. 
Descreva as principais características da solução e como elas 
dependem de L 

(d) Encontre, com duas casas decimais, o menor valor de k para 
o qual a solução u(í) alcança o valor 2. 

(e) Suponha que k - 2. Encontre o instante rapós o qual |n(f)| 
< 0,1 para todo t > r, 

17. Modifique o problema no Exemplo 2 desta seção substituindo 
o termo não-homogêneo g(r) por 

f(t) - [%(»)(/ - 5) - u J+4 (/)(r - 5 - *)]/*. 

(a) EsbtKe o gráfico de/r) c descreva como ele depende de k . 
Para que valores de k a função fit) é igual a g(/) no exemplo? 

(b) Resolva o problema de valor inicial 

/' + 4y = /(f), v(0) = 0, y0))«0. 

íc) A solução no item (b) depende de A, mas, para r suficiente- 
mente grande, a solução sempre é uma oscilação harmônica sim* 
pies em tomo de v = 1/4. Teme decidir como a amplitude dessa 
oscilação depende dc Jt Depois confirme sua conclusão fazendo 
o gráfico da solução para alguns valores diferentes de k. 

1 8. Considere o problema de valor inicial 

v" + jy' + 4y = f k ir), y (0) = 0. y'(0) = 0. 
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onde 

l/2k ' 4-k<t<4+k 

k (o, 0 < í < 4 — k e f>4 + Jt 

e 0 < k < 4. 

(a) Esboce o gráfico de f k (t f Note que a área sob o gráfico é 
iudependeme de k. Sef k (t) representa uma força, isso significa 
que o produto do módulo da força e do intervalo de tempo du¬ 
rante o qual ela age não depende de k. 

(b) Escreva f.(t) em termos da função degrau unitário e depois 
resolva o problema de valor inicial dado, 

(c) Desenhe o gráfico da solução para k = 2. k = ! e k = 1/2. 
Descreva como a solução depende de k . 

Ressonância e Batimento. Na Seção 3.9 observamos como um 
oscílador harmônico nâo-amortccido (como um sistema massa- 
mola) sob a ação de uma força senoidal entra em ressonância se a 
freqüência do forçamemo é a mesma que a frequência natural. Se 
a frequência da força é ligeiramente diferente da freqiiência natu¬ 
ral, então o sistema apresenta um batimento, Nos problemas de 19 
a 23, exploramos o efeito de alguns forçamentos periódicos não- 
senoidais, 

ê 19. Considere o problema de valor inicial 

y" + y = /(f), y(0) = 0, /(0) = 0, 

onde 

fí 

/(O = « 0 (í) + 2^(-I)\ n (f). 

k=] 

(a) Desenhe o gráfico de fíi ) em um intervalo como 0 ^ r ^ 

677, 

(b) Encontre a solução do problema de valor inicial. 

(c) Considere /; = 15 e desenhe o gráfico da solução para 0 ^ 
i £ 60, Descreva a solução e explique por que ela se comporta 
dessa maneira. 

fd) Investigue como a solução muda quando n cresce. O que 
acontece quando n —* »? 

0 20. Considere o problema de valor inicial 

/ + 0,1/ + y = f(t)> y( 0) = 0, /(0) - 0. 


(d) Investigue como a solução muda quando n cresce, O que 
acontece quando n —> °c? 

0 22. Considere o problema de valor inicial 

y” + 0,1 / + y = g(í), y(Q) = 0, /(O) = 0 f 

onde g( t) é a mesma do Problema 2L 

(a) Desenhe o gráfico da solução. Use um valor de n e um in¬ 
tervalo de tempo suficientemente grandes de modo que a parte 
transiente da solução se tome desprezível c o estado estacioná¬ 
rio apareça claramente. 

(b ) Estime a amplitude e a frequência da parte correspondente 
ao estado estacionário da solução. 

(c) Compare os resultados do item (b) com os do Problema 20 e os 
da Seção 3.9 para um oscilador sob a ação de unia força senoidal. 
ál 23. Considere o problema de valor inicial 

/' + y = h (r), y(0) = 0, / (0> = 0. 

onde 

n 

/(f) = K u (í) + 2£(-l) t w |JV4 {f). 

*=1 

Observe que este problema é idêntico ao Problema 19. exceto 
que a freqiiência do termo não-homogênco foi um pouco au¬ 
mentada, 

(a) Encontre a solução desse problema de valor inicial. 

(bj Considere rt £ 33 e desenhe o gráfico da solução para 0 ^ 
t ^ 90 ou maior. Seu gráfico deve mostrar um batimento dara- 
me ntc reconhecível, 

(c) Do gráfico no item (b), estime o “período lento’’ e o “perí¬ 
odo rápido" para esse oscilador, 

(d) Para um oscilador sob a ação de uma força senoidal, mostra¬ 
mos. na Seção 3.9, que a “freqiiência lenta" é dada por ,cu — íuJ/ 
2. onde uíq é a Freqiiência natural do sistema e oi é a freqiiência do 
termo não-homogêneo, Analogamente, a “freqiiência rápida" é 
{(ú + cüqI/ 2. Use essas expressões para calcular o “período rápi¬ 
do" c o “período lento" para o oscilador neste problema, Quão 
próximos esses resultados estão de suas estimativas no item (c)? 


6.5 Funções de Impulso 


onde fit) é a mesma que no Problema 19, 

(a) Desenhe o gráfico da solução. Use um valor de n e um in¬ 
tervalo de tempo suficientemente grandes de modo que a parte 
transiente da solução se tome desprezível e o estado estacioná¬ 
rio apareça claramente, 

(b) Estime a amplitude e a freqüência da parte correspondente 
ao estado estacionário da soluçâo. 

(cj Compare os resultados do item íb) com os da Seção 3,9 para 
um oscilador sob a ação de uma força senoidal. 

21. Considere o problema de valor inicial 

? + y = g(t), >’(G) = 0, y'(0) = 0, 

onde 

n 

g(í)=« 0 cr)+E(-nVw- 

*=] 

(a) Desenhe o gráfico de g(t) em um intervalo como 0 ^ r ^ 
6 ri. Compare com o gráfico de /ff) no Problema I9(a). 

(b) Encontre a solução do problema de valor inicial. 

(c) Considere n = 15 e desenhe o gráfico da solução para 0 ^ 
! £ 60. Descreva a solução e explique por que ela se comporta 
dessa maneira. Compare com a solução do Problema 19. 


Em algumas aplicações, é necessário tratar fenômenos de natureza 
impulsiva, por exemplo, voltagens ou forças de módulo grande que 
agem por um período de tempo muito curto. Tais problemas levam, 
com freqüência, a equações diferenciais da forma 

ay" -f by +cy = g(t), (1) 

onde g(T) é grande em um intervalo pequeno t Q — r<t < r 0 + r 
e é zero nos outros pontos. 

A integral /(r) T definida por 

W 0 +T 

H*)= / g(t)dt, (2) 

Jl 0 -T 

ou, como g(t} = 0 fora do intervalo (r„ — r, t n + r), 

/(t) = f g(t) dt, (3) 

J —OC 

é uma medida da força do termo nâo-homogêneo. Em um sistema 
mecânico, onde gU) c uma força, /(r) é o Impulso total da força 
g(0 sobre o intervalo de tempo (f 0 - r, í 0 + r). Analogamente, se 
y é a corrente em um circuito elétrico e g(t) é a derivada em rela- 
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ção ao tempo da voltagem, então /(r) representa a voltagem total 
impressa no circuito durante o intervalo de tempo (/ 0 - r. t Q + r). 
Em particular, vamos supor que r 0 é zero e que g(t) é dada por 


Como S(f) corresponde a um impulso unitário em t = 0, um 
impulso unitário em um ponto arbitrário t = f 0 é dado por 8(t - 
f(j). Das Eqs. (7) e (8), segue que 


*«>-«')-{ 0. 2T 


—r < / < r, 
t < —t ou t > r. 


(4) 


onde Té uma constante positiva pequena (veja a Fig. 6.5.1). De 
acordo com a Eq. (2) ou (3), segue imediatamente que. nesse caso. 
/(r) = 1 independentemente do valor de t, desde que r ^ 0. Va¬ 
mos agora fazer com que o termo não-homogêneo d r aja em inter¬ 
valos de tempo cada vez mais curtos, isto é. vamos fazer r 0. 
como indicado na Fig. 6.5.2. Como resultado desse limite, obte¬ 
mos 


lim d (r) = 0, 1 7 * 0. (5) 

r-+0 r 

Além disso, como /(r) = 1 para todo r * 0, segue que 


S(r -r 0 ) = 0. t 0 ; (9) 



6(t-t 0 )dt = 1. 


( 10 ) 


A função 8 não satisfaz as condições do Teorema 6.1.2. mas 
sua transformada de Laplace pode ser definida formalmente. 
Como 8(t) é definida como o limite de d£t) quando r —> 0, é 
natural definir a transformada de Laplace de 8 como um limite 
análogo da transformada de d„ Em particular, vamos supor que 
f 0 > 0 e vamos definir £{ S{f - r 0 )} pela equação 


£(<*(/ - 'o)} = lim C[d T (t - / 0 )). (11) 


lim /(r) = 1, (6) 

T-*0 

As Eqs. (5) e (6) podem ser usadas para se definir uma função 
impulso unitário 5, que funciona como um impulso de tama¬ 
nho 1 cm t = 0. mas que é zero para todos os outros valores de / 
diferentes de zero. Em outras palavras, a “função” 8 é definida 
como tendo as propriedades 


8(t) = 0, t * 0; (7) 



8{t)dt = 1. 


( 8 ) 


Para calcular o limite na Eq. (11). note primeiro que, se t < / 0 , o 
que vai acabar acontecendo quando r 0, então í 0 — r > 0. 
Como dJit - t 0 ) é diferente de zero apenas no interv alo de f n - r 
até f 0 + T. temos 


£{</,(/-r 0 )} = 



"d T U -t 0 ) di 
e~ s 'd T (t -t 0 ) dt. 


Substituindo dfr — / 0 ) pela expressão na Eq. (4), obtemos 


Não existe uma função, no sentido usual da palavra, estudada em 
Cálculo que satisfaça ambas as Eqs. (7) e (8). A “função” 8 de¬ 
finida por essas equações é um exemplo de algo conhecido como 
funções generalizadas e é chamada de função delta de Dirac.' 


y 


i 



FIG. 6.5.1 Gráfico de y = 



FIG. 6.5.2 Gráficos de v = dft) quando r —» 0. 


„ 1 f'o +T l 

=-L*-»o(e” _ 

2st 

ou 

. senhrr 

C(d r (t - / 0 )} =- e~‘'o. ( 12 ) 

5 T 

O quociente (senh st)/st6 indeterminado quando r—> 0, mas seu 
limite pode ser calculado através da regra de L’Hospital. Obtemos 

senhrr 5Coshir 

lim-= lim-= 1. 

t— o sr t— o s 

Então, segue da Eq. (11) que 

C[S(t -/„)} = e~ u 0. (13) 

A Eq. (13) define £(S(f — f 0 )} para qualquer t 0 > 0. Vamos 
estender esse resultado, para permitir í 0 ser igual a zero, fazen¬ 
do f„ —> 0 à direita do sinal de igualdade na Eq. (13); assim, 

£(£(/)} = lim = 1. (14) 

( 0 -*0 
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De maneira análoga, é possível definir a integral do produto 
da função d por qualquer função contínua/ Temos 


onde T n — t < /* < t 0 + 7 . Portanto, t * —* f a quando r —* 0 e 
segue da Eq. (15) que 



&(t - t 0 )fu) dt 


= lim f 

r-0 J-t 


d T (t - t 0 )fü) dt. 


(15) 


Usando a definição (4) de d£t) e o teorema do valor médio para 
integrais, encontramos 


/ oc 

‘00 


I 0 )f(t) dt 


I f' a+t 

TrL ímd ‘ 


= — • 2r • f(t*) = f(0, 



S(i - f„)/(r) dt = /(í 0 ). 


(16) 


É muitas vezes conveniente usar a função Ô quando se traba¬ 
lha com problemas de impulso c operar formalmente como se 
fosse uma função usual, Isso está ilustrado no exemplo a seguir. 
É importante compreender, no entanto, que a justificativa de tais 
procedimentos precisa se basear em uma análise cuidadosa das 
operações de limite envolvidas. Já foi desenvolvida tal teoria 
matemática rigorosa, mas ela não será discutida aqui. 


Exemplo 1 

Encontre a solução do problema de valor inicial 


2y" + / + 2y = 5(í — 5), 

(17) 

y(0) = 0. y'(0) = 0. 

(18) 


Esse problema de valor inicial vem do estudo do mesmo circui¬ 
to elétrico ou osdlador mecânico do Exemplo l da Seção 6,4, A 
única diferença é o termo não+omogêneo. 

Para resolver o problema dado, calculamos a transformada de 
Laplace da equação diferencial c usamos as condições iniciais, 
obtendo 


0 gráfico da Eq, (22) aparece na Fig, 6,5.3. Como as condi¬ 
ções iniciais em/ = 0 são homogêneas e não existe excitação 
externa até r - 5, não há resposta no intervala 0 < t < 5. 0 im¬ 
pulso em / = 5 produz uma oscilação que decai, mas persiste 
indefinidamente, A resposta é contínua em / = 5, apesar da sin¬ 
gularidade do termo nao-homogêneo nesse ponto. No entanto, a 
derivada primeira da solução tem um salto em t = 5, e a deriva¬ 
da segunda tem uma descontinuidade infinita aí. Isso tem que 
acontecer pela equação diferencial í 17), já que uma singularida¬ 
de em um dos lados do sinal de igualdade tem de ser balanceada 
por uma singularidade correspondente do outro lado. 


a* 2 + j+ 2) r (*) = ?-*. 


Assim, 


-5s 


-5s 


Yts) = 


1 


2 s 2 +5 + 2 2 (s + |)“ + |! 

Pelo Teorema 6.3,2 ou pela linha 9 da Tabela 6.2.1, 

í 1 1 


(*+b 2 +H 


—— é* ^ se n v * ~ / 

,/í5 * sen * '■ 


(19) 


( 20 ) 


( 21 ) 


Portanto, pelo Teorema 6.3.1. temos 
y = ZT 1 {?(*)> - + ü 5 (/)e-' f - 5,/4 sen ^p (f - 5), 

que é a solução formal da problema dado. Também é possível 
escrever v na forma 


V = 


0, 


t < D, 


2 c -«-í>/4 sen(r - 5). t > 5. 

v 15 J+ 


( 22 ) 



Problemas 

Nos problemas de I a 12. encontre a solução do problema de valor 
inicial dado e desenhe seu gráfico. 

41 1 • y" + 2/ + 2 v = á(r-jT>: y (0) = I, /(O) = 0 

l 2. y" + 4y = g(jf — jt)— 5<í — 2 tt): y(0)=0. y'(0) = 0 
4 3. y"+3/+2y = 5(/-5) + « 10 (f): y(0) =0. v'(0) = 1/2 


éi 4. 

éi s. 

6, 

éi 7 - 
é‘ 8 - 

4 9. 


y" - y = -2QS(t - 3); y(0) = 1. y'(0) = 0 

y" 4- 2y'+ 3 y = senr + 8(r- 3jt): y(0) = 0, y'(0) = 0 
y" +4y = S(t - 4jr); y(0) = 1/2, /(O) - 0 

y" + y — 5{r - 2?r) cosí : y(0) = 0. y'(0) = 1 

y" + 4y = 25 (t - jt/ 4); y (0) = 0. y' (0) = 0 

f + y - « T n {t )+35 (í - 3.T/2) - « 2jr (f); y CO) = 0, y\Q) = 0 
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S*'-- 10« 2y" + y + 4v = S(f - jr/6) sen t: y(0)- 0, /(O) = 0 

4* 11. /' + 2 y + 2y = cos r + 5(/ - jr/2); y(0) ^Ò, y'( 0) = 0 

#6 12. f'-y = S(t - 1); y{0)=0, ytp) = 0 /Í0) = 0, / ; f0) = 0 

4fh 13 ■ Con sidere * no v amenie T o si sterna no Ex emplo 1 desta seç ao, n o 

qual uma oscilação é excitada por um impulso unitário em t — 
5. Suponha que desejamos colocar o sistema em repouso após 
exatamente um ciclo, isto é, quando a resposta volta, pela pri¬ 
meira vez, à posição de equilíbrio movendo-se no sentido po¬ 
sitivo. 

(a) Determine o impulso kÔ(í — r 0 ) que deve ser aplicado ao 
sistema para se alcançar esse objetivo* Note que k é o tamanho 
do impulso e que / tí é o instante de sua aplicação. 

(b) Resolva o problema de valor inicial resultante e faça o grá¬ 
fico de sua solução para confirmar que se comporta da maneira 
especificada. 

14, Considere o problema de valor inicial 

/ + y/ + y = &{t - 1), y(0) - o, /(0) = o. 


onde yé o coeficiente de amortecimento (ou resistência). 

(a) Seja y = 1/2, Encontre a solução do problema de valor ini¬ 
cial e desenhe seu gráfico. 

(b) Encontre o instante r, no qual a solução atinge seu valor 
máximo. Encontre* também, esse valor máximo y\ da solução. 

(c) Considere y = 1/4 e repita os itens (a) e (b). 

(d) Determine como r t ty\ variam quando y diminui, Quais são 
os valores de r, e de y, quando y = 0? 

15* Considere o problema de valor inicial 

/ + yy + y = U(t- 1), v( 0) = 0, y'(G) = 0, 

onde k é o tamanho de um impulso emr = 1 e y é o coeficiente 
de amortecimento (ou resistência), 

(a) Seja y = 1/2* Encontre o valor de k para o qual a resposta 
tem um valor máximo de 2: chame esse valor de 

(b) Repita o item (a) para y = 1/4. 

(c) Determine como k x varia quando y diminuí. Qual o valor de 
k ] quando y = 0? 

éi 16, Considere o problema de valor inicial 

/ + y = /i(0, y(0) = o, yco)*o, 

onde/ t (í) — [w 4 _i(f) — u A + k (t)]/2k com 0 < ks L 

(a) Encontre a solução y — <£{f, k) do problema de valor inicial. 

(b) Calcule lim $(r, k) da solução encontrada no item (a). 

*— 

(c) Observe que lim f k (t) — 8(r — 4). Encontre a solução 4> n (l) 
do problema de valor inicial dado com / t (f) substituído por 
8(t - 4)* É verdade que <^(0 — lim k)2 

i-íO 

(d) Faça os gráficos de 4>(t, 1/2), é(t, 1/4) e nos mesmos 
eixos. Descreva a relação entre k) e 4> 0 (0- 


Os problemas de 17 a 22 tratam do efeito de uma sequência de im¬ 
pulsos aplicados em um oscilador não- amorteci do* Suponha que 

y"+y = f(t), y(0) = 0, /( 0) = o. 


Para cada uma das escolhas para /;}: 

(a) Tente prever a natureza da solução sem resolver o proble¬ 
ma. 

(b) Teste sua previsão encontrando a solução e desenhando seu 
gráfico, 

(c) Determine o que acontece após o final da sequência de im¬ 
pulsos. 

20 

4 17. /(/) = £ 5{í - far) 

*=i 


20 

4 18. /(í) = L(~í) t+1 í(í-^} 

k= I 

41 !9 - /(O = f S(í - tor/2) 

20 

41 20. /(f) = E(-D i+I í(f — * jr/2) 

Jt=] 

4 21- /(í) =Ei[f- (2k - 1)3T] 

k=\ 

40 

4 22 . /(í) = £(-l) í+I a{/ - 11 */4) 

W k=í 

^ 23. A posição de um determinado oscilador ligeiramente amorte¬ 

cido satisfaz o problema de valor inicial 

20 

>" + 0,1/ + >• - - ÍTjr), y (0) = 0. _/(0) = 0. 

k=\ 


Note que. exceto pelo termo de amortecimento* esse problema 
é igual ao Problema 18. 

(a) Tente prever a natureza da solução sem resolver o proble¬ 
ma. 

(b) Teste sua previsão encontrando a solução e desenhando seu 
gráfico. 

(c) Determine o que acontece após o final da sequência de im¬ 
pulsos* 

24. Proceda como no Problema 23 para o oscilador satisfazendo 
15 

v" + 0,1/ + y = í[r - (2* - I)JT], y (0) = 0. /(0) = 0. 
k=[ 

Note que. exceto pelo termo de amortecimento, esse problema 
é igual ao Problema 21. 

41 25. (a) Mostre* pelo método de variação dos parâmetros, que a so¬ 
lução do problema de valor inicial 


y" + 2/ + 2y = /(0; >'(0) = 0, /(0) - 0 


é 


y — f e u rt /(r) sen(r — r) dz. 

(b) Mostre que. se/U) = 8(r. — m) T então a solução do item (a) 
se reduz a 


y = u n (t)e {t sen (f — n). 

(c) Use uma transformada de Laplace para resolver o proble¬ 
ma de valor inicial dado com fit) = Ô(r — i r) e confirme que a 
solução coincide com a encontrada no item (b). 


6.6 A Convolução 

Algumas vezes é possível identificar uma transformada de La¬ 
place //(.?) como o produto de duas outras transformadas F(s) e 
G(s), essas últimas correspondendo a funções conhecidas /e g, 
respeciívamente. Nesse caso, poderíamos pensar que H(s) seria 
a transformada do produto de/e g> Isso não acontece, no entan¬ 
to; em outras palavras, a transformada de Laplace não comuta 
com a multiplicação usual* Por outro lado, se definirmos, con¬ 
venientemente, um “produto generalizado”, então a situação 
muda, conforme enunciado no teorema a seguir. 



A Transformada de Laplaçe 


Teorema 6.6.1 


{//)} e G(s) = X{g(0} existem paras > 


Se ambas F(s) 
a ^ 0. então 


então 


H(s) = F(s)G(s) = C[h(t )} 


F(s)G(j) 


Como o integrando na primeira integral não depende da variá¬ 
vel de integração da segunda integral, podemos escrever F(s)G(s) 
como uma integral iterada, 


A função h é conhecida como a convolução de/e g. 


F(s)G(s) 


A igualdade das duas integrais na Eq. (2) segue da mudança 
de variável t - r - £ na primeira integral. Antes de demonstrar 
esse teorema, vamos fazer algumas observações sobre a convo¬ 
lução, De acordo com esse teorema, a transformada da convolu¬ 
ção de duas funções, em vez da transformada de seu produto 
usual, é dada pelo produto das transformadas separadas, É con¬ 
veniente enfatizar que a convolução pode ser considerada como 
um ‘‘produto generalizado" escrevendo-se 


A última integral pode ser colocada em uma forma mais con¬ 
veniente introduzindo-se uma mudança de variável. Seja £ = 
t - t para t fixo, de modo que = dt Além disso, £ = 0 cor¬ 

responde a r = tê / = « corresponde a i = então a integrai 
h(t) ~ (f * (3) em relação a f na Eq. (9) transforma-se numa integral em rela- 

Em particular, a notação [f * g)(t) serve para indicar a primeira a L 

integral na Eq. (2). 

A convolução/* g tem muitas das propriedades da multipli¬ 
cação usual. Por exemplo, é relativamente simples mostrar que 

/ * g — g * / (comutatividade) (4) 

f *( 81 + 82 ) = f * 8 ] + f *82 (distributividade) (5) 

(/ * g) * h = / * (g * h) (assodatividade) (6) 

/*0 = 0 */ = 0 . ( 7 ) 

As demonstrações desses resultados são deixadas a cargo do lei¬ 
tor. No entanto, a multiplicação usual tem outras propriedades 
que a convolução não tem. Por exemplo, não é verdade, em ge- ou 

ral, que f * 1 seja igual a/ Para ver isso, note que *qc 

, F(.)C»=Í e-h(,)dt 

</»l)(I)=/ /(t-r) l«fr= I f(t — r)dr. 0 

J 0 j o — (12) 

Se, por exemplo, J{t) = cos t . então onde h(t) é definida pela Eq. (2). Isso completa a demonstração 

t do Teorema 6.6.1. 

(/ * l)(f) — / cos(í — r) dr — —s en(t — r)f 


Fis)G(s) 


A integral Iterada à direita do sinal de igualdade na Eq. (10) é 
calculada sobre a região ilimitada em forma de cunha no plano 
ít que aparece sombreada na Fíg. 6.6.1. Supondo que se pode 
trocar a ordem de integração, obtemos, final mente. 


F(s)G(s) 


= — sen 0 H- sen t 
— sen t. 

É claro que (f* 1) (f) ^ f{t ). Analogamente, pode não ser verdade 
que/*/seja não-negativa. Veja o Problema 3 para um exemplo. 

As convoluções aparecem em diversas aplicações nas quais 
o comportamento do sistema em qualquer instante r não depen¬ 
de apenas do estado no instante r, mas também de sua história 
passada. Sistemas desse tipo são chamados, algumas vezes, de 
sistemas hereditários e ocorrem em campos tão diversos quanto 
transporte, viscoeíasttridade e dinâmica populacional. 

Voltando à demonstração do Teorema 6.6.1. observe, em pri¬ 
meiro lugar. que. se 


FIG. 6.6,1 Região de integração em F(s)G(s) 



1 88 A T ransfo rm ada de Lap Íalc 


Exemplo 1 


Encontre a transformada inversa de 


H(s) = 


s 2 (s 2 + a 2 ) 


(t — z) senazdz — 


at — sen at 


Você pode verificar que se obtém o mesmo resul Lado se h(t) for 
escrito na forma alternativa 


É conveniente pensar em H(s) como o produto de s 2 e ai 
(s 2 + a 2 ), que são, de acordo com as linhas 3 e 5 da Tabela 6.2.1, 
as transformadas de t e sen at, respectivamente. Portanto, pelo 
Teorema 6.6.1, a transformada inversa de H(s) é 


HO = 


— f z se na (7 — 

J o 


z)d r. 


o que, nesse caso, confirma a Eq. (2), É claro que h(t) também 
pode ser encontrada expandindo-se ^b)em frações parciais. 


Exemplo 2 

Encontre a solução do problema de valor inicial 
y" + 4y = g(0, 
yVO) = 3, /(O) = -i. 


Calculando a transformada de Laplace da equação diferen¬ 
cial e usando as condições iniciais, obtemos 

s 2 Y(s) - 3s + 1 + 4 Y(s) = G(s) r 


Note que a primeira e a segunda parcelas à direita do sinal de 
igualdade na Eq. (17) contêm, respectivamente, a dependência 

(15) de Y(s ) nas condições iniciais e o termo não-homogeneo. E con¬ 
veniente escrever Y(s) na forma 

(16) „ s 12 1 2 

Y {s) = -- + -- 5 — 0 ( 5 ). ( 18 ) 

s" + 4 2 r + 4 2 s -\-4 


m = 


35- 1 G(5) 

5 2 + 4 + 5 2 + 4 


Então, usando as linhas 5 e 6 da Tabela 6.2.1 e o Teorema 6.6.1, 
temos 

y = 3cos2f — | sen 2f + | í sen 2(f — r)#(r) dz. (19) 

“ 7o 

Se um termo não-homogêneo específico g é dado. então a inte¬ 
gral na Eq. (19) pode ser calculada (por métodos numéricos, se 
necessário). 


0 Exemplo 2 ilustra a força da eonvolução como uma ferra¬ 
menta para se escrever a solução de um problema de valor inici¬ 
al em função de uma integral. De fato, é possível proceder de 
um modo bastante semelhante em problemas mais gerais. Con¬ 
sidere o problema que consiste na equação diferencial 

ay" + by + cy = g(f), (20) 

onde a, h e c são constantes reais e g é uma função dada, com as 
condições iniciais 

y(0) = j 0 ’ /(O) = y'o- ( 2 i) 

A abordagem de transformada fornece uma compreensão mais pro¬ 
funda sobre a estrutura da solução de qualquer problema desse tipo. 

E comum a referência ao problema de valor inicial (20), (21) 
como um problema de entrada-saída (input-output). Os coeficien¬ 
tes a, b e c descrevem as propriedades de algum sistema físico e 
g(/) corresponde à força externa (inptii) agindo sobre o sistema. 
Os valores y Q e yj, descrevem o estado inicial e a solução y é a 
resposta (output) no instante f. 

Calculando a transformada de Laplace da Eq. (20) e usando 
as condições iniciais (21), obtemos 

(as 2 + bs + c)X(5) — (as + *)>> 0 — ay’ 0 — G(s). 


Se definirmos 


4>(í) = 


(fl5 + b)y Q + qyó 
as 1 + bs + c 


podemos escrever 


G(s) 

* (J) = - j. t, c 4- 1 (22) 

as + os + c 


Y(s) = ^(s)^-^(s), (23) 

Eni conseqiiencia, 

y = <j>(t) + jf(t) f (24) 

onde <fÁT) = 1 {tf>(j)} e tp(t) = Note que y = *£(f) 

é uma solução do problema de valor inicial 


ay” + by f 4- cy — 0 f y( 0) — y 0 , /{0) — y 0 , (25) 

obtida das Eqs. (21) e (22) fazendo g(í) = 0. Analogamente, y = 
íMné a solução de 

ay” 4- by + cy = g(r), y( 0) — 0, /(0) = 0, (26) 

que tem os valores iniciais y n e y[ s nulos. 

Uma vez dados valores específicos para a, b e c, podemos 
encontrar ó{t) = -C~ 1 {4>{s)} usando a Tabela 6.2,1, possivelmente 
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em conjunto com uma translação ou uma expansão em frações 
parciais, Para encontrar i p{t) = {^(s)}, é conveniente escre¬ 
ver ^(s) como 


Nos problemas de 8 a 11, encontre a transformada de Laplace inver¬ 
sa da função dada usando o teorema sobre convolLições. 


*( s ) = //(í)G(5) t 


(27) 


8, F(s) = 


1 


onde H(s) — (as 1 + bs + c)~ ] . A função H é conhecida como a 
função de transferência' e depende apenas das propriedades do 
sistema em questão, isto é, H(s) fica ínteiramente determinada 
pelos coeficientes a,bec. Por outro lado, G(s) depende exclusí- 
vamente da excitação externa g(í) que é aplicada ao sistema. Pelo 
teorema sobre convoluções, podemos escrever 


f(t) = £-'{H(s)G(s)) 


= Í h(t- 

J o 


9. F(í) = 


10. F(í) = 


11. f(i) = 


x)g(x)dx, (28) 


iV + 0 

s 

(í + 1)(í 2 + 4) 

1 

(í + l)V+4) 
G(s) 
s 2 +\ 


onde /?(/) - .£ _1 {tf{s)| e g(/) é o termo não-homogêneo dado. 

Para obLcr uma compreensão melhor do significado de h(t), 
vamos considerar o caso em que G(s) = 1: então, g(r) = Õ(í) e 
\P( s ) = H(s). Isso significa que y — h(t) é solução do problema 
de valor inicial 

ay" + by’ + cy — S(t), v(0) = 0. /(O) - 0. (29) 

obtido da Eq. (26) substituindo-se g(t ) por S(f). Logo. h{t) é a res- 
posta do sistema a um impulso unitário aplicado em r = 0 e é natu¬ 
ral chamar h(i) de resposta ao impulso. A Eq. (28) diz, então, que 
t}Kt) é a convolução da resposta ao impulso com a força externa. 
Com referência ao Exemplo 2, note que, nesse caso, a função 


12. (a) Se^f) = r e g(t) = f\ onde m e n são inteiros positivos, 
mostre que 


f*g = r+ n+i C u m ( 1 - ufdu. 
Jt j 

(b) Use o teorema 6.6* I para mostrar que 


r 1 


m\n\ 


f u m {\-u) n du = 

(m + #* -f- 1)1 

(c) Estenda o resultado do item fb) para caso em que m e n são 
números positivos, mas não necessariamente inteiros, 

Nos problemas de 13 a 20, expresse a solução do problema de valor 
inicial dado em função de uma convolução. 


de transferência é H(s) = Vis 1 + 4) e a resposta ao impulso é 

13. 

/' 

+ ty 2 y = g(í): 

y(0) 

= 0, y'(0) 

= 1 

h(t) - (sen 2/)/2. Além disso, as duas primeiras parcelas à direi¬ 

14. 

/' 

+ 2 y f + 2>- = senof t; 

y(0) = 

0, 

y'(0) = o 

ta do sinal de igualdade na Eq. (19) constituem a função 0(0* a 

15. 

4y 

" + 4y'+17y = 

g(.t); 

>10) = 

0, 

O 

11 

O 

solução da equação homogênea associada que satisfaz as condi¬ 

16. 

y" 

+ /+!>• = i - 

«,(0; 

y(0) 

= 

1. y'(0) = -1 

ções iniciais dadas. 

17, 

/ 

+ 4y' + 4y = g(t ); 

y(0) = 2, 


y'(0) = -3 


18. 

y" 

+ 3y' + 2y = cosa/; 

y(0) = 

1. 

y'( 0) = 0 


19. 

y 41 

-y- *<»); 

y(0)= 

O 

O 

1! 

:0, 

y"(0)=0. y'"(0)=0 

Problemas 

20. 

y 41 

+ 5.v"+4y=g(/); 

y(0): 

= 1, y'(0) = 

= 0 n 

, y''(0)=0.y"'(0)=0 

1. Prove a commatividade, a distributividade e a associatividade 

2L 

Considere a equação 






para a convolução, 

(a) / *g = g* f 

(b) / * («, + g 2 ) = /*#,+/* g 2 

(c) f*(g*h) = [f *g)*h 

2. Encontre um exemplo diferente do que foi dado no texto mos¬ 
trando que (f* l)(í) não precisa ser igual a JU). 

3. Mosire, através do exemplo ./(í) — sen /. que / * / não precisa 
ser não-negativa. 

Nos problemas de 4 a 7, encontre a transformada de Laplace da fun¬ 
ção dada. 

4. /(f)= f (t — r); cos 2r dz 

J o — 

5. /(/)= f e- (, ~ T 

J o 

6. /(í) = / (t — x)e T 

J o 

7. /(/) = / sen(f - r)cos r dx 

J u 


<í(í) + 


fkd- 

Jo 


ÍWDrff »/(0. 


na qual/e k sào funções conhecidas e é deve ser determinada. 
Como a função desconhecida <f> aparece debaixo do sinal de 
integral, a equação dada é dita uma equação integral: em par¬ 
ticular, pertence à classe de equações integrais conhecidas como 
equações de Volterra, Calcule a transformada de Laplace da 
equação integral dada e obtenha uma expressão para X’{ /)) 

em função das transformadas i'[/{r)) e -£{£:(?)} das funções 
dadas/e k. Â transformada inversa de -C[ <£{/)} é a solução da 
equação integral original, 

22. Considere a equação integral de Volterra (veja o Problema 21) 


*(/) + 


J o 


£}${£) = sen 2/. 


(i) 


sen r d r 

dz 


Essa terminologia vem da fato de que H(s) é a razão emre as transformadas da resposta 
i ourpur) e da função externa íínput) do problema (26). 


(a) Resolva a equação integral (i) usando a transformada de 
Laplace. 

(b) Diferenciando duas vezes a Eq. (i), mostre que 0(0 satisfaz 
a equação diferencial 

0"(f) + 0(f) = —4 sen2f, 

Mostre também que as condições iniciais são 

0(0) = 0, 0 f (O) = 2, 

(c) Resolva o problema de valor inicial no item (b) e verifique 
que a solução é a mesma que a do item (a). 






A Transformada de Laplace 


uma partícula deslizando livremente sob a ação apenas da gra¬ 
vidade* atingindo o fundo no mesmo instante independentemen¬ 
te do ponto de partida na curva, Esse problema apareceu na 
construção de um relógio com pêndulo, cujo período é inde¬ 
pendente da amplitude de seu movimento, A tautócrona foi en¬ 
contrada por Christian Huygens (1629-1695) em 1673 por 
métodos geométricos e, mais tarde, por Leibniz e Jakob Ber- 
noullí usando argumentos analíticos, A solução de Bemoulli 
(em 1690) foi uma das primeiras ocasiões em que se resolveu 
explicitamente uma equação diferencial. 

A configuração geométrica está ilustrada na Fig, 6.6.2. O 
ponto inicial P(a , b) é unido ao ponto final (0, 0) pelo arco C. 
O comprimento de arco j é medido a partir da origem e fiy \ 
denota a taxa de variação de s em relação a y: 


FIG. 6.6.2 A tautócrona, 


Em cada um dos problemas, de 23 a 25: 

(a) Resolva integral de Volteira dada usando a transformada de 
Laplace. 

(b) Trasnfonme a equação integral em um problema de valor 
inicial, como no problema 22(b). 

(c) Resolva o problema de valor inicial encontrado no item (b) 
e verifique que a solução é a mesma que a do item (a). 


Segue então, do princípio de conservação de energia, que o tem¬ 
po J\b) necessário para uma partícula deslizar de P até a origem 


(a) Suponha que t(b) = 7 Uí uma constante, para cada b. Calcu 
lando a transformada de Laplace da Eq. (ií) nesse caso e usan 
do o teorema sobre convoluções, mostre que 




cos(f -£)0 (£)</£ = € 


Existem também equações, conhecidas como equações íntegro-di- 
ferenciais nas quais aparecem tanto derivadas quanto integrais da 
função desconhecida. Em cada um dos problemas 26 a 28: 

(a) Resolva a equação íntegro-diferencial dada usando a trans¬ 
formada de Laplace. 

(b) Diferenciado a equação íntegro-diferencial um número su¬ 
ficiente de vezes, transforme-a em um problema de valor inici- 


Sugest@&: Veja 0 Problema 27 da Seção 6,1, 
(b) Combinando as Eqs, (i) e (iv), mostre que 


(c) Resolva o problema de valor inicial encontrado no item (b) 
e verifique que a solução é a mesma que a do item (a) + 


onde ct = gTfhr 2 . 

(c) Use a substituição v - 2ase.n-( 0/2) para resolver a Eq. (v) e 
mostre que 


sen(f 


As Eqs, (vi) podem ser identificadas como equações paramé¬ 
tricas de uma ciclóide, Assim, a tautócrona é um arco de uma 
ciclóide. 


À Tautócrona, Um problema de interesse na história da mate¬ 
mática é a de encontrar a tautócrona" — a curva descrita por 


*A palavra “iautócrana” vem das palavras gregas tauw „ que significa igual, e çhroiios, que significa tempo. 
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CAPÍTULO 


Sistemas de Equações Lineares 
de Primeira Ordem 


Existem muitos problemas físicos que envolvem diversos elemen¬ 
tos associados de determinada maneira. Por exemplo, circuitos 
elétricos têm essa característica, assim como problemas em me¬ 
cânica e em outros campos. Nesses e em casos semelhantes, o 
problema matemático correspondente consiste em um sistema de 
duas ou mais equações diferenciais, que sempre podem ser escri¬ 
tas como equações de primeira ordem. Vamos estudar, neste ca¬ 
pítulo, sistemas de equações lineares de primeira ordem, utilizan¬ 
do a álgebra linear elementar para unificar a apresentação. 


A dedução das Eqs. (1) está esquematizada no Problema 17. 
F^t) ,F 2 (í) 


*1 

i 


i \ 

r j 


vWWWW 4 - ff |a~|*vWWW^ 


x 2 


7,1 Introdução 

Sistemas de equações diferenciais ordinárias simultâneas apare¬ 
cem naturalmente em problemas envolvendo diversas variáveis 
dependentes, cada uma das quais sendo uma função da mesma úni¬ 
ca variável independente. Vamos denotar a variável independen¬ 
te por t e as variáveis dependentes, que são funções de í, porx^ x 2 , 
jc 3 ,.... A diferenciação em relação a t será denotada por um após¬ 
trofo. 1 

Por exemplo, considere o sistema massa-mola na Fig. 7, l.!. 
As duas massas se movem em uma superfície sem atrito sob a 
influência de forças externas F { (t) e F 2 (t) e são, também, 
restringidas em seu movimento pelas três molas com constantes 
Á], k 2 e k 2 , respectivamente. Usando argumentos semelhantes aos 
da Seção 3,8, encontramos as seguintes coordenadas e .v. para 
as duas massas: 

d 2 x , 

“Ml + 

- -(k. + k 7 )x. + k 7 x 7 + F, (f), 
d 2 x ( 1 ) 
>n 2 -^f = ~k 3 x 2 - k 2 (x 2 -x f )+ F 2 (t) 

= k 2 Jtj — (fc 2 + k 2 }x 2 + F 2 U). 

: Por exemplo, r, \ que se lê "jc, linha' 1 . (TV. T ] 


FIG. 7.1.1 Um sistema com duas massas e três molas. 


Vamos considerar, agora, o circuito LRC em paralelo ilustra¬ 
do na Fig. 7.1.2. Seja V a diferença de tensão no capacitor e 1 a 
corrente passando pelo indutor. Então, de acordo com a Seção 
3,8 e com o Problema 19 desta seção, podemos mostrar que a 
diferença de tensão e a corrente são descritas pelo sistema de 
equações 

dl _V 

Ht T f 

( 2 ) 

dV _ I V 

~dt “ ~C ~ RC’ 

onde fé a indutância, C a capacitância e R a resistência. 

Como último exemplo, mencionamos o problema predador- 
presa. um dos problemas fundamentais em ecologia matemáti¬ 
ca, que será discutido em maiores detalhes na Seção 9,5. Vamos 
denotar por H(t) e P(f) as populações, no instante t , de duas es¬ 
pécies, uma das quais ( P ) caça a outra (7/), Por exemplo, P(t) e 
H(i) podem ser o número de raposas e de coelhos, respectiva- 
mente, em uma floresta, ou o número de peixes grandes e de 
pequenos íque são comidos pelos grandes) em um rio. Sem a 
presa, o número de predadores diminui e, sem o predador, o 
número de presas aumenta. Por volta de 1925, Lotka e Volterra 
propuseram um modelo matemático mostrando como um equi- 
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gamente. a, é a taxa de mortalidade da população P. Os ter¬ 
mos cometido HP nas duas equações modelam a interação 
entre as duas espécies. Supõe-se que o número de encontros 
entre predador e presa é proporcional ao produto das popula¬ 
ções, Como tal encontro tende a ser bom para o predador e 
ruim para a presa, o sinal do termo comendo HP é negativo 
na primeira equação e positivo na segunda. Os coeficientes 
F1G. 7.1.2 Um circuito LRC em paralelo. e b 2 são os coeficientes da interação entre predador e pre¬ 

sa. 

Uma outra razão porque sistemas de equações de primeira or- 
Ifbrio ecológico pode ser mantido na presença das duas espéci- s g 0 importantes é que equações de ordem maior sempre põ¬ 
es. O modelo consiste no sistema de equações diferenciais dem ser transformadas em tais sistemas. Isso, normalmente, é ne- 

dHjdt = a j H — b ] HP, cessãrio se se planeja uma abordagem numérica, já que quase to- 

(3) dos os códigos para se gerar soluções numéricas aproximadas de 
dP/ dt — —a 2 P + b 2 HP i equações diferenciais são escritos para sistemas de equações de 

conhecido como as equações predador-presa. Nas Eqs. (3), o primeira ordem. O exemplo a seguir ilustra quão fácil é fazer a 
coeficiente a-, é a taxa de natalidade da população H: analo- transformação. 



Exemplo 1 


O movimento de um determinado sistema massa-mola (veja o Exemplo 
3 da Seção 3.8) é descrito peia atuação diferencia] de segunda ordem 

u a + (U25u' + u = 0. (4) 

Escreva essa equação como um sistema de equações de primeira ordem. 

Sejam x 1 = u e x 2 = u 1 . Então, x { * = x 2 , Além disso, como u tf 
— x 2 \ substituindo u , u e u" na Eq. (4), obtemos 


x f 2 + 0,125jc 2 H- jci ™ 0, 

Logo. x T e x 2 satisfazem o seguinte sistema de duas equações 
diferenciais de primeira ordem: 


Xt = —x, — 0,125x-,. 


A equação geral de movimento de um sistema massa-mola. 


mu + yu + ku — F(t ). (6) 

pode ser transformada em um sistema de primeira ordem do mes¬ 
mo modo. Definindo x t = u e x : = u\ e procedendo como no 
Exemplo 1, obtemos rapidamente o sistema 

— AV>, 

( 7 ) 

x 2 - —(k/m)x A - (y/m)x 2 + F{i)(m* 

Para transformar uma equação arbitrária de ordem n 

y^ } = F(t, y, y' _v t ^ 1) ) (8) 

em um sistema de equações de primeira ordem, estendemos 
o método do Exemplo 1 definindo as variáveis x H x z . .... x N 
por 


x, = y, 





Segue imediatamente que 



( 10 ) 


e. da Eq, (8), 

x’ n = F(t,x r x 2 ..*„). (11) 

As Eqs, (10) e (11) são casos especiais do sistema mais ge¬ 
ral 


*1 = F ] (t.x r x 2 ,...,xJ, 

4 = F,(f.x,,x,. x ). 

( 12 ) 

4 = F ,M- x r x i .V»>- 

De maneira análoga, o sistema (1) pode ser reduzido a um siste¬ 
ma de quatro equações de primeira ordem da forma (12). e os 
sistemas (2) e (3) jã estão nessa forma. De fato, sistemas da for¬ 
ma (12) incluem quase todos os casos de interesse, de modo que 
a maior parte da teoria mais avançada de equações diferenciais é 
dedicada a tais sistemas. 

Dizemos que 0 sistema (12) tem uma solução no interv alo /: 
a < t < se existe um conjunto de n funções 

*i=0|(O. x 2 =4> 2 (t) . x n - (13) 

diferenciáveis em todos os pontos do interv alo / que satisfazem 
o sistema de equações (12) em todos os pontos desse intervalo. 
Além do sistema de equações diferenciais, podem ser dadas, tam¬ 
bém. condições iniciais da forma 

*1%), — .ír» -^(Íq) = ' * ■ • M = ‘Lí 1 (14) 

onde f 0 é um valor especificado de t em / e xf ..... xJÍ são núme¬ 
ros dados. As equações diferenciais (12) e as condições iniciais 
(14) juntas formam um problema de valor iniciai. 

Uma solução (13) pode ser vista como um conjunto de equa¬ 
ções paramétricas em um espaço de dimensão n. Para um valor 
de t dado. as Eqs. (13) fornecem valores para as coordenadas x ]t 
.... x n de um ponto no espaço, A medida que r muda. as coorde¬ 
nadas. em gerai, também mudam. A coleção de pontos corres- 
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pondentes para a < t < /3 forma uma curva no espaço. É. mui¬ 
tas vezes, útil pensar na curva como sendo a trajetória ou cami¬ 
nho percorrido por uma partícula movendo-se de acordo com o 
sistema de equações diferenciais (12). Às condições iniciais {14) 
determinam o ponto inicial da partícula em movimento. 

As condições a seguir sobre F ]f /s, F fr facilmente verifi¬ 
cadas em problemas específicos, são suficientes para garantir que 
o problema de valor inicial (12). (14) tenha uma única solução. 
O Teorema 7.1.1 é análogo ao Teorema 2.4.2. sobre a existência 
e a unicidade para uma única equação de primeira ordem. 

Teorema 7.1.1 

Suponha que cada uma das funções F „ .... F, t e suas deriva¬ 
das parciais, dF i /dx l òFJèx^ .... òFJòx dFJdx }r são 

contínuas em uma região R do espaço íx t .. .x a definida por a 
< t < /3. oq < x } < /3 t , .... a n < x n < e suponha que o 
ponto (í 0 , x, n , xj,*?) está em R- Então, existe um inter¬ 
valo \t — í D | < h no qual hã uma única solução _r 3 — ò^t )...., 
x n = do sistema de equações diferenciais (12) que tam¬ 
bém satisfaz as condições iniciais (14), 

A demonstração desse teorema pode ser construída generali- 
zando-se o argumento dado na Seção 2.8, mas não faremos isso 
aqui. No entanto, note que não se diz nada nas hipóteses do 
teorema sobre as derivadas parciais de F t , F n em relação à 
variável i ndependente r. Além disso, na conclusão, o comprimen¬ 
to 2 h do intervalo no qual a solução existe não esta especificado 
exatamente e, em alguns casos, pode ser muito curto. Finalmen¬ 
te. o mesmo resultado pode ser provado sob hipóteses mais fra¬ 
cas, mas muito mais complicadas, de modo que o teorema, como 
enunciado, não é o mais geral conhecido e a$ condições dadas 
são suficientes, mas não necessárias, para a conclusão ser váli¬ 
da. 

Se cada uma das funções F u .... F rr nas Eqs. (12) é uma fun¬ 
ção linear das variáveis dependentes xq, ..., então o sistema 
de equações é dito linear: caso contrário, é não-linear. Assim, 
o sistema mais geral de n equações lineares tem a forma 

A = Puto-*) + -- + Pi„( 0 -» c „+ 5 |W. 

A = p 2l cr )jc, + —h p 2 n (t)x n + g 2 u), 

1 * o } 

A = p„ 1(0*1 + • • • + p„„(tK + 

Se todas as funções gjfr),. g n (t) forem identicamente nulas no 
intervalo /, então o sistema (15) é dito homogêneo; caso contrá¬ 
rio, ele é não-homogêneo. Observe que os sistemas (1) e (2) são, 
ambos, lineares, enquanto o sistema (3) é não-linear, O sistema 
(1) é nâo-homogêneo, a menos que F^t) = F 2 (t) — 0, enquanto 
o sistema (2) é homogêneo. Para o sistema linear (15), o teorema 
de existência e unicidade é mais simples e também tem uma 
conclusão mais forte. É análogo aos Teoremas 2.4.1 e 3.2.1. 

Teorema 7.1.2 

Se as funções Pu^Pn* gir ...» g n são contínuas em um 

intervalo aberto /: a < t < então existe uma única solução 
x L = 0,(r), x n = é n (t) do sistema (15) que também satis¬ 
faz as condições iniciais (14), onde t Q é qualquer ponto em / e 


Af,sao números arbitrários. Além disso, a solução 
existe em todo o intervalo /. 

Note que, em contraste com a situação para um sistema não- 
linear, a existência e unicidade de solução para um sistema line¬ 
ar, está garantida em todo o intervalo no qual as hipóteses são 
satisfeitas. Âlém disso, para um sistema linear, os valores inici¬ 
ais xf\ t = t 0 são inteiramente arbitrários, enquanto, 

no caso não-linear, o ponto inicial tem que estar contido na re¬ 
gião R definida no Teorema 7,1 T. 

O restante deste capítuio é dedicado a sistemas lineares de 
equações de primeira ordem (sistemas não-lineares estão inclu¬ 
ídos nas discussões dos Caps. 8 e 9). Nossa apresentação utiliza 
notação matricial e supõe que o leitor tenha alguma familiarida¬ 
de com as propriedades de matrizes. Os fatos básicos sobre ma¬ 
trizes estão resumidos nas Seções 7.2 e 7.3, e material mais avan¬ 
çado será revisto quando necessário em seções posteriores. 

Problemas 

Nos problemas de 1 a 4, transforme a equação dada em um sistema 
de equações de primeira ordem, 

1. u"4-0,5u' + 2u =0 

2. u f 4- 0,5é/ + 2u — 3 sen t 

3. fV-hrn'+(r-0,25)ií =0 

4. u 4 ' -u= 0 

Em cada um dos Problemas 5 e 6. transforme o problema de valor 
inicial dado em um problema de valor inicial para duas equações de 
primeira ordem. 

5. ú H + 1125 h + 4u = 2 cos 3/. uíü) = L íftO) = -2 

5. LÍ + p{t)u + qit)u = g(i), iüffi) — ÜQ< #(0) = 8# 

7. Sistemas de equações de primeira ordem podem ser transfor¬ 
mados, algumas vezes, em uma única equação de ordem mai¬ 
or, Considere o sistema 

*1 = -2.v, +x 2 , x 2 = x ] - 2av 

(a) Resolva a primeira equação para x, e substitua na segunda 
equação, obtendo, assim, uma equação de segunda ordem para 
x v Resolv a essa equação para x L e determine x 2 . 

(b) Encontre a solução do sistema dado que também satisfaz as 
condições iniciais x,í0) - 2. .x,(Q) — 3, 

(c) Esboce a curva, para r ^ 0. dada em forma paramétrica pe¬ 
las expressões para x, e x 2 encontradas em (b). 

Nos problemas de 8 a 12. proceda como no Problema 7 para transfor¬ 
mar o sistema dado em uma única equação de ordem maior. Depois 
encontre x, e x : que satisfazem, também, as condições iniciais dadas. 
Final mente, esboce o gráfico da solução no plano x t x : para r ^ 0, 

8. x\ = 3x } — 2x 2 , jcj(O) =3 

Xj — 2x } — 2x v x : (0) = \ 

9. xj = l,25x 1 + 0,75 x 2 , x t (0) ^2 

as — 0,75xj + 1,25 x 2 , a 2 (0) = 1 

10. xj = X| — 2 x 2 . x e (0) — “1 

x; = 3x 1 - 4x r x 2 (0) = 2 

11. xj = 2 x 2 . x 3 (0) = 3 
x' 2 = -2x v x 2 (0) “ 4 
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12. Jtj = —0.5.V, + lx 2 . x, (0) = -2 

x 2 = — 2.V, — 0,5x,. A’,(0) = 2 

13. Transforme as Eqs. (2) para o circuito em paralelo em uma única 
equação de segunda ordem, 

14. Mostre que, se a n , a l2 , a 2l e a v _ sâo constantes, com a l2 e a : , 
sem serem nulos ao mesmo tempo, e se as funções g i e g 2 são 
diferenciáveis, então o problema de valor inicial 

x\ ~ o, ,x, + a,,*, + g, tf), X, (0) = x" 

xí = fl 2 |X[ + a 22 x 2 + g 2 (t), x 2 (0) = 4 

pode ser transformado em um problema de valor inicial para 
uma única equação de segunda ordem. Pode-se usar o mesmo 
procedimento se a vl ,a 22 forem funções de f? 

15. Considere o sistema linear homogêneo 

v = P\i( f )x + p x2 (0y* 

v' = p 2 \(Ox 4- p 22 (t)y. 

Mostre que. se x — a,tf), V = y L {f) ei = x^í), y - y,(/) são duas 
soluções do sistema dado, então x= ry^t n + cyr^f), v — <r L v L (f) 
+ cy\ ,(f ) também é solução quaisquer que sejam as constantes 
c l e c y Esse é o principio da superposição. 

16■* Sejam x = .v, ( t ), y — y : (í) e x — x : (f), y — y 2 ( t ) duas soluções do 
sistema linear não-homogêneo 

x = P u tf)x + P l2 (t)y + g,tf), 

>*' = P 3 ,(f)x + p 21 (t) y + g,tf). 

Mostre que x = x L (f) — x 2 {t J. y — y^f) — y0) é uma solução do 
sistema homogêneo correspondente, 

17. As Eqs. { 1} podem ser deduzidas desenhando-se um diagrama 
mostrando as forças agindo sobre cada massa. À Fíg. 7.1,3c 
mostra a situação quando os deslocamentos x, e x : das duas 
massas são ambos positivos f para a direita) ex-, > x,. Nesse caso, 
as molas 1 e 2 estão alongadas e a mola 3 está comprimida, 
gerando as forças ilustradas na Fig. 7*1 3b. Use a lei de Newton 
(F = má) para deduzir as Eqs, (1). 




k 2 
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m, 

v^AA/VVVW 

m 2 
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x 2 
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& 2^ x 2 ~ 


k 2 (x2 ~ Xj) 


(b) 


F 2 (t) 

k 3 x z 


FIG* 7*1*3 (a) Os deslocamentos x l e _y, são ambos positivos, {b) O 
diagrama de forças para o sistema massa-mola. 


18. Transforme o sistema (1) em um sistema de equações de pri¬ 
meira ordem fazendo y } = x 3 . y, = x\, y 3 = xle y 4 = ih 

Circuitos Elétricos* Â teoria de circuitos elétricos, do tipo ilustra¬ 
do na Fig. 7.1.2. consistindo em indutores, resistências e capacitores. 
baseia-se nas leis de Kirchhoff: (1) o fluxo total de corrente atraves¬ 
sando cada nò (ou junção) é zero e (2) a diferença de tensão total em 
cada laço fechado é zero. Além das leis de Kirchhoff. temos, tam¬ 
bém. a relação entre a corrente l em ampères passando em cada ele¬ 


mento do circuito e a diferença de potencial V naquele elemento, a 
saber. 



RI. 

L 


L 


dl_ 

dt 


V , 


R = resistência em oh ms; 

C — capacitâncía em farads": 

L = índutância em henrys. 


As leis de Kirchhoff e a relação entre corrente e diferença de tensão 
em cada demento do circuito fornecem um sistema de equações al¬ 
gébricas e diferenciais das quais pode-se determinar a diferença de 
tensão e a corrente em todo o circuito. Os problemas de 19 a 21 ilus¬ 
tram o procedimento que acabamos de descrever. 

19. Considere o circuito ilustrado na Fig. 7,1.2. Sejam / lf /- e I 3 as 
correntes atravessando, respectivamente* o capacitor. a resis¬ 
tência e o indutor. Analogamente, sejam V { , V 1 e as diferen¬ 
ças de tensão correspondentes. As setas denotam as direções, 
escolhidas arbitrariamente, nas quais as comentes e diferenças 
de tensão serão consideradas positivas. 

(a) Aplicando a segunda lei de Kirchhoff no laço superior do 
circuito, mostre que 

V, - V 1 -0. (i) 

De maneira atiãloga. mostre que 

V 2 - V, = 0, (ti) 

íbí Aplicando a primeira lei de Kirchhoff em qualquer dos nós 
do circuito, mostre que 

/i+/ 2 + A=0. (iii) 

íc) Use a relação entre a corrente e a diferença de tensão em 
cada elemento do circuito para obter as equações 

CV; = I r V 2 = RI v LI 3 = V r ,. (iv) 

(d) Elimine V 2í Vy / L e I, das equações de (i) a (iv) para obter 

cv; = -i 3 - u 3 = v v (v) 

Observe que. se omitirmos os índices nas Eqs. (v), então tere¬ 
mos o sistema (2) desta seção. 

2Cl Considere o circuito ilustrado na Fig. 7.1.4. Use o método es¬ 
boçado no Problema 19 para mostrar que a corrente / através 
do indutor e a diferença de tensão V através do capacitor satis¬ 
fazem o sistema de equações diferenciais 


dl 


= -/ - 


V, 



V. 


R = 1 ohm 

— - 


R = 2 oh ms *7 


L - 1 henry 


\r 


C = t. farad 

FIG* 7.1.4 O circuito do Problema 20. 


21. Considere o circuito ilustrado na Fig. 7*1*5. Use o método es¬ 
boçado no Problema 19 para mostrar que a corren te / através 


^Capacitores. de fato, têm capacitSociás medidas, tipicamente, em microfamds. Usamos farad 
como unidade de medida por conveniência numérica, 
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do indutor e a diferença de tensão V através do capacitor satis¬ 
fazem o sistema de equações diferenciais 


L 


dl 

dt 


-Rl - V, 





FIG* 7*1*5 O circuito do Problema 21. 


22. Considere os dois tanques interligados ilustrados na Fig, 7*1,62 O 
tanque 1 contém, inicialmente. 30 gal (= 1361) de água e 25 oz (= 
709 g) de sal. e o tanque 1 contém, ínicialmente* 20 gal í = 91 1) de 
água e 15 oz (= 425 g) de sal. Entra no tanque 1 uma mistura de 
água contendo I oz/gai ( = 6 g/l) a uma taxa de 1*5 gal/min (= 31 1/ 
min). A mistura flui do tanque I para o tanque 2 a uma taxa de 3 gal/ 
min {= 62 l/min). Entra, também, no tanque 2. vinda de fora. uma 
mistura de água contendo 3 oz/gal 19 g/l> a uma taxa de 1 gal/ 
min í= 4.5 i/min). A mistura escorre do tanque 2 a uma taxa de 4 
gai/min (= 181/min) e parte dela volta para o tanque I a uma taxa 
de 1.5 gal/min (=311/min)* enquanto o restante deixa o sistema, 
(a) Sejam Q/r) e Q,(J) as quantidades de sal nos tanques 1 e 2* 
respectivamente, no instame t Escreva as equações diferenciais 
e as condições iniciais que modelam o processo de llu.xo. Obser¬ 
ve que o sistema de equações diferenciais é não-homogéneo, 

Eb) Encontre os valores de Q , e para os quais o sistema está 

em equilíbrio* isto é. não varia com o tempo. Sejam Qf e Q§ 
os valores de equilíbrio. Você pode prever qual tanque atingira 
seu estado de equilíbrio mais rapidamente? 
tcJ Sejam v,Cf) = G fc <'f) — Q[ e,r 3 En = Q : (f) — Qf* Determine 
um problema de valor inicial para a. e v : . Observe que o siste¬ 
ma de equações para jq e x 2 é homogêneo. 


23. Considere dois tanques interligados de maneira análoga aos àâ 
Fíg. 7.1.6. O tanque 1 contém* inicialmente, 60 gaí (= 273 1| 
de água e g, u oz 11 oz = 28 g) de sal f e o tanque 2 contém* iiu- 
dalmente. 100 gal ( = 455 í) de água e <2: oz de sal. Está en¬ 
trando no tanque 1, a uma Laxa de 3 gal/min (=141/min)* uma 
mistura de água contendo ç 1 oz/gal (1 oz/gal = 6 g/l). A mistu¬ 
ra no tanque 1 sai a uma taxa de 4 gal/min (=18 l/mi n), e me¬ 
tade entra no tanque 2 enquanto o restante deixa o sistema. O 
tanque 2 também recebe uma mistura de água com q 2 oz/gal de 
sal. que entra a uma taxa de 1 gal/min (=4*5 l/min). A mistura 
no tanque 2 sai do tanque a uma taxa de 3 gal/min, dos qua:* 
uma parte volta para o tanque 1 a uma taxa de 1 gal/min. en¬ 
quanto o restante deixa o sistema, 

(a) Desenhe um diagrama que ilustre o processo de fluxo des¬ 
crito anteriormente. Sejam g,{f) e £? : (/) as quantidades de sal 
nos tanques 1 e 2. respectivamente, no instante t. Escreva as- 
equações diferenciais e as condições iniciais para Q t e Q 2 que 
modelam o processo de fluxo. 

(b) Encontre os valores de equilíbrio Qf e Qf em função das 
concentrações e q 2 , 

{ c) É possível (ajustando q i e q 2 ) obter Qf - 60 e Qf — 50 
como um estado de equilíbrio? 

(d) Descreva os estados de equilíbrio possíveis para esse siste¬ 
ma para diversos valores de q % e q y 


7.2 Revisão de Matrizes 

Por razoes tanto teóricas quanto computacionais* é melhor ter em 
mente alguns dos resultados sobre a teoria de matrizes 4 para um 
problema de valor inicial para um sistema de equações diferen¬ 
ciais lineares. Para facilitar* esta e a próxima seção são dedicadas 
a um pequeno resumo dos fatos sobre matrizes que usa remo 
depois. Maiores detalhes podem ser encontrados em qualquer 
livro elementar de álgebra linear* Supomos* no entanto, que vocè 
conhece determinantes e sabe calculá-los. 


1,5 gal/min 


1 gal/min 


1 oz/gal 


Y 3 oz/gal 



FIG. 7,1.6 Dois tanques interligados [Problema 22% 


hJsamos as abreviações gal para gatão* oz para onças e min para minutos: 1 oz. ^ 28,3495 g e 1 gd m 4,546 3. (A, T i 

4 As propriedades de matrizes foram exploradas pela primeira vexem um artigo de 1858 escrito pelo atgebnsta inglês Arthur Cayley i 1821-1895), embora a palavra "matriz." tenha sido in tra¬ 
duzida por seu amigo James Sylvester d 814-1897) em 1850, Cayley fez parte de seu trabalho matemático mms importante enquanto advogava, dç 1849 até \ 863; tomou-se, depois, profess-t 
de matemática em Cambridge* uma posição que manteve até o fim de sua vida. Depois do trabalho pioneiro de Cayley* o desenvolvimento da teoria de matrizes foi rápido, com contribuiçco 
importantes de Charles Hermite. Georg Frubemus e Camille Jordan. entre outros. 
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Vamos denotar matrizes por letras maiusculas em negrito. A, 
B. C, usando, de vez em quando, letras gregas maiusculas 
como "9 ,.... Uma matriz A consiste em um arranjo retangu¬ 
lar de números ou elementos, amimados em m linhas e n colu¬ 
nas, isto é 


3. Soma, A soma de duas matrizes mX/jAeBé definida 
como a matriz obtida somando-se os elementos corresponden¬ 
tes: 

A + B = (<fy) + (*,,) - (fl,, +1’^). (2) 


“u \ 

a-».. 


Dizemos que A é uma matriz m X n. Embora mais adiante neste 
capítulo façamos, muitas vezes, a hipótese de que os elementos 
de determinadas matrizes são números reais, nesta seção vamos 
supor que os elementos possam ser números complexos. O ele¬ 
mento que está na í-ésima linha ey-ésima coluna será denotado 
por a !r onde o primeiro índice identifica a linha, e o segundo, a 
coluna. Algumas vezes utiliza-se a notação (a tj ) para denotar a 
matriz cujo elemento genérico é a u . 

Associada a cada matriz Á existe a matriz A 7 conhecida como 
transposta de A, que é obLida de A permutando- se as linhas e 
colunas de A. Assim, se A = então A 7 = (%), Além disso, 
denotaremos o complexo conjugado de a u por ã it e a matriz 
obtida de_A trocando-se^todos os elementos pelos seus conjuga¬ 
dos por A. A matriz A é a conjugada de A. Será necessário, 
também, considerar a transposta da conjugada. A 7 . Essa matriz 
é chamada de adjunta de A e denotada por A*. 

Por exemplo, considere 




Com essa definição, segue que a soma de matrizes é comutativa 
e associativa, de modo que 

4 + B = B + Â, A + (B + C) = (A + B) + C (3) 

4. Multiplicação por um Número, O produto de uma ma¬ 
triz A por um número complexo a é definido da seguinte manei¬ 
ra: 


«A — of(a^) - (ctüjj). (4) 

As propriedades distributivas 

a (A 4- B) = ct A + crB. (a -f- /3)A — qíA 4- (5) 

são satisfeitas por esse tipo de multiplicação. Em particular, a 
matriz negativa de À, denotada por - A, é definida por 

-A =■ (-l)À. (6) 

5. Subtração. A diferença A — B de duas matrizes m X n é 
definida por 

A — B = A 4- (—R). (7) 

Logo, 

A — B = {a u ) - (fry) -- - b t j), (8) 

que é semelhante à Eq, (2). 

6, Multiplicação, O produto AB de duas matrizes está de¬ 
finido sempre que o número de colunas da primeira for igual 
ao número de linhas da segunda. Se A e B são matrizes m X 
n e n X r. respectivamente, então o produto C = AB é uma 
matriz m Xr.O elemento na /-ésima linha e y-ésima coluna 
de C é encontrado multiplicando-se cada elemento da í-ésima 
linha de À pelo elemento correspondente da y-ésima coluna 
de B e. depois, somando-se os produtos resultantes. Em sím¬ 
bolos. 


Estamos particularmente interessados em dois tipos espe¬ 
ciais de matrizes: matrizes quadradas, que tem o mesmo nú¬ 
mero de linhas e colunas — isto é. m — n: e vetores (ou veto¬ 
res colunas), que podem ser considerados como matrizes n X 
1, ou matrizes tendo apenas uma coluna. Dizemos que uma ma¬ 
triz quadrada com n linhas e n colunas é de ordem n. Denotare¬ 
mos vetores (colunas) por letras minúsculas em negrito, x. y, 
£, T).A transposta x 7 de uma coluna n X 1 é um vetor li¬ 

nha — isto é. a matriz consistindo em apenas uma linha cujos 
elementos são iguais aos elementos nas posições corresponden¬ 
tes de x. 

Propriedades de Matrizes , 

1. Igualdade. Duas matrizes m X n 4 e B são ditas iguais se 
todos os elementos correspondentes sào iguais — isto é, se a — 
h S} quaisquer que sejam i e j. 

2. Matriz Nula. O símbolo 0 será usado para denotar a ma¬ 
triz (ou vetor) com todos os elementos iguais a 0. 


c u = (9) 

jt=.l 

Pode-se mostrar, através de um cálculo direto, que a multiplica¬ 
ção de matrizes é associativa, 

(AB)C = A(BC) (10) 

e distributiva. 

ACB + C) = ÀB + AC, (11) 

No entanto, em geral, a multiplicação de matrizes não é 
comutativa. Para que ambos os produtos AB e BA existam 
e sejam de mesmo tamanho, é necessário que as matrizes A 
e B sejam quadradas de mesma ordem. Mesmo nesse caso, 
os produtos são. normalniente. diferentes, de modo que, em 
geral 


AB # BA. 


( 12 ) 
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Exemplo 1 


Para ilustrar a multiplicação de matrizes e o fato de que a multi¬ 
plicação não é comutativa, considere as matrizes 



Da definição de multiplicação dada pela Eq. (9) ? temos 


Analogamente, vemos que 



É claro que AB ^ BA* 


( 2-2 + 2 
AB = I 0 + 2-2 
\4+l +2 


1+2- 1 -l + 0+ l\ 
0 - 2+1 0 + 0-1 
2—1 — 1 -2 + 0 + 1 / 



7. Multiplicação de Vetores, Existem diversas maneiras de 
se formar um produto de dois vetores x e v. cada um com n com¬ 
ponentes. Uma delas é uma extensão natural por n dimensões do 
produto interno da física e do cálculo; vamos denotar esse pro¬ 
duto por x T y e escrever 

« r J-Éw (13> 

f^l 

O resultado da Eq. í 13) é um número (complexo)* e segue dire- 
lameme da Eq. (13) que 

x T j = y T x. x r (y + zj — \ T y + x r z, (14) 


A quantidade não-negativa (x, x) l/2 f denotada* muitas vezes, 
por ||x||. é chamada de comprimento ou tamanho de x. Se {x, 
y) = 0, os dois vetores x e y são ditos ortogonais. Por exem¬ 
plo, os vetores unitários i* j e k* da geometria vetorial tridi¬ 
mensional, formam um conjunto ortogonal* Por outro lado, se 
alguns dos elementos de x não são reais, então o produto 
matricial 

x T x=Y'jcf (19) 

í=] 

pode não ser um número real* 

Por exemplo, sejam 


(orx) r y = a(x' y) = x r (oty). 

Existe um outro produto vetorial definido para dois vetores quais¬ 
quer com o mesmo número de componentes. Esse produto, denota¬ 
do por (x, y), é chamado de produto interno 5 e é definido por 

n 

(x,y) = X]jr f y i , (15) 

1= I 

O produto interno também é um número (complexo) e ? compa¬ 
rando as Eqs* (13) e (15), vemos que 

(x, y) = x r y. (16) 

Então, se todos os elementos forem reais* os dois produtos (13) 
e (15) são idênticos. Segue da Eq. (15) que 

(x* y) = (y, x), (x, y + z) = (x, y) + (x, z), 

(17) 

(ax t y) — orix. y), (x T ay) = a(x T y). 

Note que, mesmo que o vetor x tenha elementos com parte 
imaginária não-nula, o produto interno de x consigo mesmo é um 
número real não-negativo: 

n n 

= = Z>.-i 2 - í |8) 

y = í i=l 


'Eer português, esse produto também é chamado, muitas vezes* de produio escaJar. No en¬ 
tanto. para ti3o confundir com o produto definido pela Eq, t13|, reservaremos a nomencla¬ 
tura "escalar” para o produto definido por (13}, (N-T.) 



Então, 

x r y = (0(2 - 0 + (-2)0) + (1 +1)(3) =4 + 3i, 
(x, y) - (0(2 + 0 + (—2)(—f) + (1 + 0(3) = 2 + 70 
x T x = 0) 2 + (—2) 2 + (1 + O 2 = 3 + 2i, 

(X, X) = (o (-0 + (—2) (—2) + (1+ 0(1 - 0 = 7. 


8. Matriz Identidade, A identidade multiplicativa ou, sim¬ 
plesmente, a matriz identidade I, é dada por 


/I o ... 0\ 
0 1 0 

0) 0 ... 1/ 


( 20 ) 


Da definição de multiplicação matricial, temos 

AI = IA = A (21) 

para qualquer matriz (quadrada) A. Portanto, a comutativi- 
dade é válida para matrizes quadradas se uma delas é a identi¬ 
dade* 

9. Inversa. A matriz quadrada A é dita nao-singular ou 
invertível se existe unia outra matriz B tal que AR = I e BÁ 
— I* onde 1 é a identidade* Se existe tal matriz B, pode-se 
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mostrar que existe apenas uma, Ela é chamada de inversa 
multiplicativa ou, simplesmente, inversa de A e denotada por 
B = A“h Então, 


AA _I = A~'A = I. (22) 

Matrizes que não têm inversas são ditas singulares ou não 
mvertíveis. 

Existem várias maneiras de se calcular A _I a partir de A, su¬ 
pondo que exista. Uma envolve o uso de determinantes. A cada 
elemento a tJ de uma matriz dada, associa-se o menor que é o 
determinante da matriz obtida excluindo-se a i-ésima linha e a j- 
ésima coluna da matriz original — isto é, a linha e a coluna que 
contêm o elemento a l} . Além disso, associa-se a cada elemento 
a-j o co-fator C u definido pela equação 

C iJ = (-\) i+J M iJ . (23) 

Se B — A" [ , pode-se mostrar que o elemento h é dado por 


b 


U 



det A 


(24) 


Embora a Eq. (24) não seja um modo eficiente 6 de calcular A l t 


esta sugere uma condição que A precisa satisfazer para ter inver¬ 
sa. De fato* a condição é necessária e suficiente: A é não singular 
se, e somente se, det A ^ 0. Se det A = 0, então A é singular, 
Uma outra maneira, geralmcnte melhor, de calcular A -1 é 
através de operações elementares sobre as linhas, Existem três 
dessas operações: 

1. Permutar duas linhas, 

2. Multiplicar uma linha por um escalar diferente de zero. 

3. Somar qualquer múltiplo de uma linha a uma outra linha. 

A transformação de uma matriz por uma seqüência de operações 
elementares é chamada de redução por linhas ou método de 
eliminação de Gauss 7 . Qualquer matriz ínvertível A pode ser 
transformada na identidade I através de uma seqüência sistemá¬ 
tica dessas operações. É possível mostrar que, se a mesma se¬ 
qüência de operações for efetuada em I, então 1 é transformada 
em A -1 . É bastante eficiente fazer a seqüência de operações em 
ambas as matrizes ao mesmo tempo formando a matriz aumen¬ 
tada A |I. O exemplo a seguir ilustra o cálculo de uma matriz in¬ 
versa desse modo. 


Exemplo 2 

Encontre a inversa da matriz 



Começamos formando a matriz aumentada 

/1 —1 —1 1 I ü u\ 

A11 — 3 —1 2 | 0 1 Ü , 

\2 2 3 | 0 0 1 / 

A matriz A pode ser transformada em I pela seqüência de opera¬ 
ções a seguir e, ao mesmo tempo, I é tranformada em A" E . O resul¬ 
tado de cada passo aparece abaixo do enunciado. 

(a) Obtenha zeros na primeira coluna fora da diagonal soman¬ 
do (—3) vezes a primeira linha à segunda e somando (“2) 
vezes a primeira linha à terceira, 

1 -1 -l I 1 ü U\ 

0 2 5 | -3 1 0 

0 4 5 | -2 0 1 / 

(b) Obtenha 1 na posição diagonal na segunda coluna multipli- 


cando a segunda linha por 1/2. 



( l 

-1 

-i i i 

u 


0 

1 

2 ' 2 

2 

0 

lo 

4 

5 1 -2 

0 

J 


(c) Obtenha zeros na segunda coluna fora da diagonal soman¬ 
do a segunda linha à primeira e somando (-4) vezes a se¬ 
gunda linha à terceira. 

p o í I 4 j o\ 

|0 1 I I -t i o 

^0 0 -5 ( 4-2 1/ 

(d) Obtenha 1 na posição diagonal na terceira coluna multipli¬ 
cando a terceira linha por (-1/5). 

/I 0 i | 4 £ 0\ 

0 1 f I -§ i 0 

\0 0 1 | -t = -{) 

(e) Obtenha zeros na terceira coluna fora da diagonal somando 
(—3/2) vezes a terceira linha à primeira e somando (-5/2) 
vezes a terceira linha à segunda. 

Z 1 0 0 I 75 "á is\ 

I 0 l 0 | s “5 j 

Vo o 1 I -í l -1/ 

A última dessas matrizes é li A“um fato que pode ser ve¬ 
rificado diretamente através da multiplicação pela matriz ori¬ 
ginal A. 


Para valores grandes de n* o número de multiplicações necessárias para se caleuJar A" 1 pela 
Eq. (24) é proporcional a/i!, Com a utilização de métodos mais eficientes. como a redução 
por linhas descrita mais adiante, o número de multiplicações fica proporcional air 7 apenas. 
Mesmo para valores pequenos dc n teomo n = 4). determinantes não são ferramentas boas 
para o cálculo de inversas, e métodos de redução por linhas sâo preferíveis. 


7 Carl Friedrich Gauss (1777-185 5 ) passou a maior parte de sua vida em Güttingen e fez con¬ 
tribuições importantes em muitas áreas da matemática, incluindo teoria dos números, álge¬ 
bra. geometrias não-eudidianas e diferencial, e análise, assim como em campos mais apli¬ 
cados como geodesia. estatística e mecânica celeste, Ele é considerado, geral mente, como 
estando entre os seis melhores matemáticos de todos os tempos. 
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Esse exemplo tornou-se ligeiramente mais simples pelo fato 
de que a matriz original A tinha o primeiro elemento igual a 1 
(íí u = 1). Se não for esse o caso, então o primeiro passo é pro¬ 
duzir um 1 nessa posição multiplicando-se a primeira linha por 
1 fa t ,, se a n ¥= 0, Se a n — 0, então a primeira linha tem que ser 
trocada por outra, de modo a trazer um elemento diferente de 
zero para o primeiro elemento da primeira linha antes de pros- 


Matriz.es de Funções. Vamos precisar, algumas vezes, conside¬ 
rar vetores ou matrizes cujos elementos são funções de uma va-, 
riãvel real t. Escrevemos 


x(f) = 


, AU) = 


a n i(í) 


fl ™(0 


, (25) 


respectivamente, 

A matriz AU) e dita contínua em t = ou em um intervalo a 
< í < se todos os elementos de A são funções contínuas de r 
no ponto dado ou no intervalo dado. Analogamente, A(f) é dita 
diferenciável se todos os seus elementos são diferenciáveis e sua 
derivada dAJdr é definida por 


dt \dtj 

isto é, cada elemento de dAJdt é a derivada do elemento corres¬ 
pondente de À. Do mesmo modo, a integral de uma matriz de 
funções é definida por 


jf A(r) dt=^£ aij (t) dt 


Por exemplo, se 


A(t) = 


A'(Õ = 


A(f) dt — 


Muitas das propriedades do cálculo elementar podem ser facil¬ 
mente estendidas para matrizes de funções; em particular, 

— (CA) = C—onde Cé uma matriz constante; (28) 
dt dt 

d d A dB 

— (A + B) = ; (29) 

dt dt dt 

d dB dA 

-(AB) = A— + — B (30) 

dt dt dt 

H preciso tomar cuidado em cada termo das Eqs. (28) e (30) 
para evitar trocar a ordem de multiplicação. As definições ex¬ 
pressas pelas Eqs. (26) e (27) também se aplicam ao caso parti¬ 
cular de vetores. 


B = I - 


4 -2 


5 0 I, encontre 


(a) 2A + B 
(c) AB 


2. Se A = 


f \ +í -l+2i 
13 + 2i 2 — i 


e B = 


(a) A — 2 B 
(C) AB 


3. Se A = 


1 0 -3 e 

2 -1 1 / 


/ 1 2 3\ 

B= 3 -1 -1 I. encontre 

\-2 1 0 ) 

(a) A r 
(c) A r + B r 


4, Se A = 


3 - 2i 1 + i 
2 -i —2 + 3j 


(3 2 -1 

5. Se À= 2 -i ; 


B— -2 


2(A + B) = 2A + 2B, 


6. Se A = 


I —2 


2 -1 —2 
0 3/ V I 


íb) A-4B 
(d) BA 


(l —2//’ eUC 


encontre 


(b) 3A + B 
(d) BA 


(d) (A + B) 7 


(c) A* 


3 I, verifique que 

?.} 


c-fí 


2 I, verifique que 


(a) (AB)C = A(BC) 

(b) (A + B) + C = A + (B + C) 

(c) A(B-f-C) = AB +AC 

7. Prove cada uma das propriedades a seguir da álgebra de matrizes: 

(a) A + B = B + A 

(b) A + (B + C) = (A B) + C 

(c) ff(A + B) = aA + aB 

(d) (o + fi)A = a A + pA 

(e) A(BC) = (AB)C 

(f) A(B + C) = AB + AC 


Problemas 


I. Se A = 3 


8. Se x = I 3/ 

V -' 

(a) x 7 y 
(c) (x, y) 


— 1 + 1 


, encontre 


(b) y T y 
(d) (y.y) 
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A-2A / 2 \ 

9. Se x = J i e y= 3-í , mostre que 

\ 2 ) \i+2i) 

(a) \ T y = y T x (b) (x,y) = (y>x) 

Nos problemas de 10 a 19. calcule a inversa da matriz dada ou mos¬ 
tre que ela é singular. 


/I 2 3 

12. 2 4 5 

\3 5 6 


\ 1 -1 
13. 2-1 1 


14. -2 


I 8 

-2 -7 


16. 2 1 
\3 -2 


15. 0 2 1 

\0 0 2 


l7 - 


1 0 0 
0 -1 1 

-1 0 1 

0 1 -] 


-12 0 
2-4 2 

0 l 3 

2 0 -1 


e' 

2e~‘ 

«f\ 

2e’ 

e~' 


~e' 

3e~' 

2e 2 ') 

2e' 

e~‘ 

3e*> 

-é 

2e~' 

** 

3e‘ 

-<r' 



(a) A + 3B 
(c) dkjdt 


Nos problemas de 22 a 24, verifique que o vetor dado satisfaz a equa¬ 
ção diferencial dada. 


22 . X 


23. x = 






Nos Problemas 25 e 26, verifique que a matriz dada satisfaz a equa¬ 
ção diferencial dada, 

“• *'-(i -0 *<» - U-1 $) 


( i -1 4 \ e‘ e " e" 

3 2 -1 PP. ^(f) = — 4e r -e~ 2 ' 2e* 

2 1-1/ V -e' -e-* e 31 


7.3 Sistemas de Equações Lineares 
Algébricas; Independência Linear, 
Autovalores e Autovetores 

Vamos rever, nesta seção, alguns resultados de álgebra linear que 
são importantes para a solução de sistemas lineares de equações 
diferenciais. Alguns desses resultados são facilmente demons¬ 
tráveis, outros não; como estamos interessados apenas em resu¬ 
mir uma informação útil de forma compacta, não daremos indi¬ 
cação da demonstração em nenhum dos casos. Todos os resulta¬ 
dos nesta seção dependem de alguns fatos básicos sobre siste¬ 
mas lineares de equações algébricas. 

Sistemas Lineares de Equações Algébricas. Um conjunto de n 
equações algébricas lineares simultâneas em n variáveis, 

S U*1 + a \t X 2 ^ a \n X n ~ V 


20, Prove que, se existem duas matrizes BeC tais que AB - 1 e 
AC = I. então B = C. Isso mostra que a matriz A só pode ter 
uma inversa. 


21. Se A(í) = 


(b) AB 

(d) / A {t)dt 
Jq 


a n\ X \+ a m x Z + ---+ a n n X n = b n , 

pode ser escrito como 

Ax = b, (2) 

onde a matriz nX n Aeo vetor b são dados, e as componentes 
de x têm que ser determinadas. Se b = 0, o sistema é dito homo¬ 
gêneo; caso contrário, ele é não-homogêneo. 

Se a matriz de coeficientes A é ínvertível — isto é, se det A é 
diferente de zero —então o sistema (2) tem uma única solução. 
Como A é invertívd, A 1 existe e a solução pode ser encontrada 
multiplicando-se cada lado da Eq, (2) à esquerda por A 1 ; assim, 

x = A -1 b. (3) 

Em particular, o problema homogêneo Ax — 0, correspondente 
a b = 0 na Eq. (2), tem apenas a solução trivial x = 0. 

Por outro lado, se A for singular — isto é, se dei A é zero — 
então ou não existe solução da Eq. (2), ou existe, mas não é uni- 
ca. Como A é singular. A 1 não existe, de modo que a Eq, (3) 
não é mais válida. O sistema homogêneo 

Ax = 0 (4) 

tem (uma infinidade dej soluções não-nulas, além da solução 
trivial, A situação para o sistema não-homogêneo (2) é mais 
complicada. Esse sistema nao tem solução, a menos que o vetor 
b satisfaça uma determinada condição. Essa condição é que 

(b, y) = 0, (5) 

para todos os vetores y tais que A*y = 0. onde A* é a adjunta de 
À. Se a condição (5) for satisfeita, então o sistema (2) tem uma 
infinidade de soluções. Cada uma dessas soluções tem a forma 

x = x l0) 4- g, (6) 

onde x l( " é uma solução particular da Eq, (2) e £ é qualquer solu¬ 
ção do sistema homogêneo (4), Note a semelhança entre a Eq. 
(6) e a solução de uma equação diferencial linear não-homogê- 
nea. As demonstrações de algumas das afirmações precedentes 
estão esboçadas nos problemas de 25 a 29. 

Os resultados do parágrafo anterior são importantes para clas¬ 
sificar as soluções de sistemas lineares. No entanto, para resol¬ 
ver utn sistema particular, é melhor, em geral, usar redução por 
linhas para transformar o sistema em um muito mais simples, do 
qual a solução (ou as soluções), se existir(em), pode(m) ser 
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escrita(s) facilmente. Para fazer isso de maneira eficiente, pode¬ 
mos formar a matriz aumentada 


Alb = 


juntando o vetor b à matriz de coeficientes A como uma coluna 
adicional. A linha pontilhada fica no lugar dos sinais de igualda¬ 


de e particiona a matriz aumentada. Agora efetuamos as opera¬ 
ções elementares na matriz aumentada de modo a transformar A 
em uma matriz triangular — isto é, em uma matriz cujos elemen¬ 
tos abaixo da diagonal principal são todos nulos. Uma vez feito 
isso, é fácil ver se o sistema tem ou não solução e, se tiver, 
encontrá-las. Observe que as operações elementares sobre as li¬ 
nhas da matriz aumentada (7) são operações legítimas sobre as 
equações do sistema (1), O exemplo a seguir ilustra esse proces- 


Exemplo 1 

Resolva o sistema de equações 

x } — 2 x 2 + 3jt 3 = 7, 

—X| + X 2 - 2x 3 = -5, (8) 

2x 3 — x^ — x 3 — 4. 

A matriz aumentada para o sistema (8) é 

/ 1 -2 3 I 7\ 

-1 1-2 1-5 (9) 

\ 2 -I -1 | 4 / 

Vamos agora efetuar operações elementares sobre as linhas da 
matriz (9) com o objetivo de introduzir zeros na matriz em sua 
parte inferior à esquerda. Cada passo está descrito e o resultado 
é mostrado em seguida. 

(a) Some a primeira à segunda linha e some f—2) vezes a pri¬ 
meira linha à terceira. 


/1-2 3 | 

0-1 1 I 

\0 3 -7 I -] 

(b) Multiplique a segunda linha por — 1. 


1 -2 3 

0 1 -1 

0 3-7 


(c) Some (—3) vezes a segunda linha à terceira. 

( 1-2 3 | 7\ 

0 1-11-2 

0 0 -4 | -4/ 

(d) Divida a terceira linha por -4. 

( 1-2 3 | 7\ 

0 1-11-2 

001)1/ 

À matriz obtida desse modo corresponde ao sistema de equações 
X| — 2 x 2 -f 3* 3 = 7 t 

x 2 ~ x 3 — —2, (10) 

Ai = 1, 


que é equivalente ao sistema original (8). Note que os coeficien¬ 
tes nas Eqs. (10) formam uma matriz triangular. Da última das 
Eqs. (10), temos = 1: da segunda. x 3 = —2 + x 3 = — 1; e, da 
primeira, x, = 7 4- Zx 2 - 3% = 2. Obtemos, assim. 


que é a solução do sistema dado (8). Aliás, como a solução é 
única, concluímos que a matriz de coeficientes é invertível. 


Exemplo 2 

Discuta as soluções do sistema 


Xj — 2 jc 2 -1- 3x 2 — b v 
—x { + x 2 — 2x 3 = b v (11) 

2x \ - X 2 + 3*3 = b 3 

para diversos valores de b h b 2 e b y 

Observe que os coeficientes no sistema (11) são os mesmos 
do sistema (8) exceto pelo coeficiente de x 3 na terceira equação. 
A matriz aumentada do sistema (II) é 


1 -2 3 

-1 1 -2 

2 — 1 3 


Efetuando as operações (a), (b) e ( c) como no Exemplo 1, trans¬ 
formamos a matriz (12) em 


0 1 -1 I I 03) 

\0 0 0 I b^+^ + bJ 

A equação correspondente à terceira linha da matriz (13) é 

by + 3 b 2 4 - b 3 ~ 0 ; ( 14 ) 

logo. o sistema (11) não tem solução a menos que a condição (14) 
seja satisfeita por b lt b 2 e Zj 3 . E possível mostrar que essa condi¬ 
ção é exatamente a Eq. (5) para o sistema (11), 

Vamos supor que by = 2, b 2 = 1 e b 3 = — 5. caso em que a 
Eq. (14) é satisfeita. Então as duas primeiras linhas da matriz (13) 
correspondem às equações 
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-t, - 2 x 7 4- 3.v, = 2. 

(15) 

- x 3 = —3. 

Para resolver o sistema (15), escolhemos uma das incógnitas 
arbitrariamente e resolvemos para as outras duas. Fazendo a - = 
a, onde a é arbitrário, segue que 

x y = a — 3. 

Aj — 2(a — 3) — 3a + 2 = —a — 4. 


Escrevendo a solução em notação vetorial, temos 



É fácil verificar que a segunda parcela adirei ta do segundo sinal 
de igualdade na Eq. (16) é uma solução do sistema não-homo¬ 
gêneo (11) e que a primeira parcela é a solução mais geral pos¬ 
sível do sistema homogêneo correspondente a (11)* 


A redução por linhas é também ütil na resolução de sistemas Considere um conjunto de n vetores, cada uni deles com n 
homogêneos e de sistemas nos quais o número de equações é componentes. Seja x ti = x/' a /-ésima componente do vetor 
diferente do número de incógnitas, e seja X = (x^). Então* a Eq. (17) pode ser escrita na forma 

Independência Linear * Um conjunto de k vetores x"\ .... x ; é 
dito linearmente dependente se existe um conjunto de núme¬ 
ros (complexos) c k , nem todos nulos» tais que 

C i \ w + -- + C t x {k) = 0. (17) 

Em outras palavras, são linearmente dependentes se exisie — Xc = 0. (18) 

urna relação linear entre eles. Por outro lado, se o único conjunto c x , Se det X # 0, então a única solução da Eq. (18) é c - 0, mas. se 
..., c k para o qual a Eq. (17) é sadsfeita é c x = c 2 — .., = c k = 0, det X = 0, existem soluções não-nulas. Logo, o conjunto de vetores 
então X u .x ítj são ditos linearmente independentes. x 1 é linearmente dependente se, e somente se, det X ^ 0 


X l C [ "* X l C n 


+-"+x; 


*ll c l + ---+*l n c n 


l C l + ■ • ■ + X nn? n 


Exemplo 3 


Determine se os vetores 



são linearmente independentes ou linearmente dependentes. Se fo¬ 
rem linearmente dependentes, encontre uma relação linear entre eles. 

Para determinar se x 2, e x : " são linearmente dependen¬ 
tes* procuramos constantes c„e 2 e c 3 tais que 

c,x m + c 2 x í2) +c 3 x í3) = 0. (20) 

A Eq. (20J também pode ser escrita na forma 



e resolvida através de operações elementares sobre as linhas da 
matriz aumentada 

( \ 2 -4 | 0\ 

2 1 1 I 0 . (22) 

\-I 3 -II | 0/ 

Vamos proceder como nos Exemplos 1 e 2. 

(a) Some (— 2) vezes a primeira linha à segunda e some a pri¬ 
meira à terceira linha, 

(\ 2 -4 | 0\ 

0-3 9 | 0 

\Q 5 -15 | 0/ 


(b) Divida a segunda linha por —3; depois some (—5) vezes a 
segunda linha à terceira. 

(\ 2 “4 | 0\ 

0 1 —3 í 0 I 

Vo 0 0 10/ 

Obtemos* assim, o sistema equivalente 

c - + 2 Cy — 4c, — 0, 

(23) 

c 2 “ 3c 3 = 0. 

Da segunda das Eqs, (23). temos c 2 = 3 c 3 e, da primeira, ob Lemos 
C) = 4r, — 2c : = — 2cy Resolvemos, então, para Cj e c 2 em função 
de c 3 , com esse último arbitrário. Se escolhermos, por conveniên¬ 
cia. c 3 — — 1, leremos c { — 2 e c 2 — —3. Nesse caso a relação (20) 
fica 

2x (,) - 3 x í2) -x í3) = 0. 

e os vetores dados são, claramente* linearmente dependentes. 
De um modo alternativo* podemos calcular det (x^)» cujas 
colunas são as componentesjd 1 \jd 2t ex t3 \ respectivamente* En- 


detÍAj;) — 


2 -4 
1 1 

3 -11 


e um cálculo direto mostra que é igual a zero. Logo X a '* x a2 ' e x* 3í 
são linearmente dependentes. No entanto* se for necessário cal¬ 
cular os coeficientes c ]r c 2 e c 3 , ainda vamos precisar resolver a 
Eq, (20) para encontrá-los* 
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Muitas vezes, é útil pensar nas colunas (ou linhas) de uma 
matriz Á como vetores. Esses vetores colunas (ou linhas) são ii- 
neannente independentes se. e somente se, det A ^ 0, Além dis¬ 
so. se C — AB, pode-se mostrar que det C — (det A )(det B ). 
Portanto, se as colunas (ou linhas) de ambas, AeB, são linear¬ 
mente independentes, então as colunas (ou linhas) de C também 
o são. 

Vamos agora estender os conceitos de dependência e indepen¬ 
dência linear a um conjunto de vetores de funções x £lí (0*..., xf k \t) 
definidas em um intervalo a < f < /?. Os vetores x' 1 ^*),..., x 1iJ (r) 
são ditos linearmente dependentes em ar < t < se existir um 
conjunto de constantes c ]5 .... c k , não todas nulas, tais que c,x M, (í) 
+ ... + CfX^Xt) = 0 para todo rno intervalo. Caso contrário, 
x íl) (0t ■ x lh (t) são ditos linearmente independentes. Note que, 
se x tn (f), .... x a '(0 são linearmente dependentes em um interva¬ 
lo. então eles são linearmente dependentes em todos os pontos 

do intervalo. No entanto, se x ll '(í).x c *'(f) forem linearmente 

independentes em um intervalo, eles podem ou não ser linear¬ 
mente independentes em cada ponto: eles podem, de fato, ser 
linearmente dependentes em cada ponto, mas com um conjunto 
diferente de constantes em pontos diferentes. Veja o Problema 
14 para um exemplo. 

Autovalores e Autovetores* Á equação 

Ax - y {24} 

pode ser vista como uma transformação linear que leva (ou trans¬ 
forma) um vetor dado x em um novo vetor y. Vetores que são 


transformados em múltiplos de si mesmo são importantes er 
muitas aplicações. 5 Para encontrar tais vetores, fazemos y = àjl 
onde À é um fator escalar de proporcionalidade, e procuramo? 
soluções das equações 

Ax = Ax, (25» 

ou 

(A - kl)x = 0. (26* 

A última equação tem soluções não-nulas se, e somente se, À for 
escolhido de modo que 

det (A — AI) = 0. (2" 

Os valores de À que satisfazem a Eq. (27) são chamados de 
autovalores da matriz A, e as soluções não-nulas corresponden¬ 
tes das Eqs. (25) ou (26), obtidas usando-se um tal valor de A, 
são chamadas de autovetores correspondentes, ou associado* 
àquele autovalor. 

Se A é uma matriz 2 X 2. então a Eq. (26) fica 



e a Eq. (27) toma-se 

(íin - A)(#22 — A) — ü\ 2íi2] = 0. (29} 

O exemplo a seguir ilustra como encontrar autovalores e 
autovetores. 


Exemplo 4 

Encontre os autovalores e autovetores da matriz 

-C :S) 


3-1 

4 


Os autovalores são as raízes da equação 


det(A — XI) = 


3 — Â 
4 


-1 

2 - A. 


r (D 


(30) 


-(!)' 




(34 1 


Os autovalores À e os autovetores x satisfazem a equação (A 

- ÀI)x = 0, ou 


Em geral, não usaremos a constante arbitrária c ao encontrar 
autovetores; assim, em vez da Eq. í34), escrevemos 


-T- 06 )=(!!)■ <31) 




-( 0 - 


(35 1 


= Jl 2 — a - 2 = 0. (32) 


Logo, os autovalores são X l — 2 e X, = — 1. 

Para enconuar os autovetores, voltamos à Eq, (31) e substituí¬ 
mos À em cada um dos autovalores encontrados. Para À = 2, temos 

C -)fâ-(9 - 

Logo, cada linha dessa equação vetorial leva à condição x } - a 2 
— 0, logo x ] e x 2 são iguais, mas seus valores não estão determi¬ 
nados. Se x, — c, então = c também e o auto vetor x {h é 


e lembramos que qualquer múltiplo não-nulo desse vetor tam¬ 
bém é um auto vetor. Dizemos que x' 1 ' é o autovetor correspon¬ 
dente ao autovalor À ( =2. 

Fazendo, agora, À = — I na Eq. (31), obtemos 

Ç » 

Mais uma vez obtemos uma única condição sobre a 3 e x 2 , a sa¬ 
ber, 4v| — i : — 0. Logo, o autovetor correspondente ao autovalor 
A, = -1 é " 


M) 


-©■ 


(37. 


ou qualquer múltiplo não-nulo desse vetor. 


“For exemplo, esse problema é encontrado ao se procurar os eixos principais de tensão em um corpo elástico e ao se procurar os modos de vibração livre em um sistema conservativo cot» 
um número finito de graus de liberdade. 
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Como ilustrado no Exemplo 4, os autovetores são determina¬ 
dos a menos de uma constante multiplicativa não-nula; se essa 
constante é especificada de algum modo. então os autovetores 
são dítos normalizados. No Exemplo 4, escolhemos as constan¬ 
tes iguais a 1, mas poderíamos ter usado qualquer número dife¬ 
rente de zero. Algumas vezes é conveniente normalizar um 
autovetor de modo que (x, x) = 1. 

A Eq. (27) é uma equação polinomial de grau n em A, de 

modo que existem n autovalores A t .À,,, alguns dos quais 

podem ser repetidos. Se um determinado autovalor aparece m 
vezes como raiz da Eq. (27), ele é dito de multiplicidade algé¬ 
brica m. Cada autovalor tem pelo menos um autovetor associ¬ 
ado e um autovalor de multiplicidade algébrica m pode ter q 
autovetores linearmente independentes. O número q é chama¬ 


Exemplo 5 


Encontre os autovalores e autovetores da matriz 


0 1 1 \ 

A = 1 0 1 . (39) 

V 1 0/ 

Os autovalores A e os autovetores x satisfazem a equação (À 
- AI)x = 0. ou 



Os autovalores são as raízes da equação 

—k 1 i 

det(A — ÀI) — I -k 1 =-í 3 + 3à + 2^0. (41) 
1 1 -k 

As raizes da Eq. (41) são A, = 2. À 2 = — 1 e À 3 — — L Assim. 2 
é um autovalor simples e - l é um autovalor de multiplicidade 
algébrica 2. ou um autovalor duplo. 

Para encontrar o autovetor x ' 1 2 associado ao autovalor A,, subs¬ 
tituímos A = 2 na Eq. (40); isso nos leva ao sistema 



Podemos redu 2 Í-lo ao sistema equivalente 



(42) 


(43) 


do de multiplicidade geométrica do autovalor e é possível 
mostrar que 

l <q < m* (38) 

Além disso, exemplos demonstram que q pode ser qualquer intei¬ 
ro nesse intervalo. Se cada autovalor de A é simples (tem 
mutiplicídade algébrica igual a um), cada autovalor também tem 
multiplicidade um. Então é possível mostrar que os n autovetores 
de A, um para cada autovalor, são linearmente independentes. Por 
outro lado. se A tem um ou mais autovalores repcLidos, então pode 
ter menos do que n autovetores linearmente independentes, jã que, 
para um autovalor de multiplicidade m. podemos ter q < m. Como 
veremos na Seção 7.8, esse fato leva a complicações mais tarde 
na resolução de sistemas de equações diferenciais. 


através de operações elementares sobre as linhas. Resolvendo 
esse sistema, obtemos o autovetor 



Para À = — 1, a Eq. (40) se reduz imediatamente à única equa¬ 
ção 

x i 4- jc 2 4- -r 3 — 0. (45) 

Assim, valores para duas das quantidades jc„ x 2 e xr 3 podem ser 
escolhidos arbitrariamente e o terceiro valor fica determinado 
pela Eq. (45). Por exemplo, se.v, = I e x 2 = 0, então x 3 = —I 
e 


x ' 21 = | oj (46) 

é um autovetor. Qualquer múltiplo não-nulo de x t2> também é um 
autovetor, mas um segundo autovetor independente pode ser 
encontrado para uma outra escolha de x\ ex 2 — por exemplo, x t 
= 0 e An — 1. Nov amente x l = e 



é um autovetor linearmente independente de x != . Portanto, neste 
exemplo, existem dois autovetores linearmente independentes 
associados ao autovalor duplo. 


Uma classe importante de matrizes é formada pelas matrizes 
auto-adjuntas ou hermitianas. isto é. matrizes tais que Â* = A, ou 
seja, tais que ã fi = a ir A classe das matrizes auto-adjuntas inclui, 
como subclasse, as matrizes simétricas reais — isto é. matrizes com 
todos os elementos reais tais que A r ~ A. Os autovalores e 
autovetores de matrizes auto-adjuntas têm as seguintes proprieda¬ 
des úteis: 

1. Todos os autovalores são reais. 

2. Se mpre e x iste um conjuu to completo de / í au to\ etores 1 ínearmente 


independentes, independentemente das multiplicidades algébri¬ 
cas dos autovalores. 

3, Se x 1 ' e são autovetores correspondentes a autovalores dis¬ 
tintos, então (X 1 x : ) = 0. Logo. se todos os autovalores são 
distintos, os autovetores associados formam um conjunto 
ortogonal de vetores. 

4. E possível escolher m autovetores ortogonais entre si associados 
a um autovalor de multiplicidade algébrica m. Portanto, é sem¬ 
pre possível escolher o conjunto completo dos n autovetores com 
autovetores ortogonais e lineannente independentes. 
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O Exemplo anterior envolve uma matriz simétrica real e ilus¬ 
tra as propriedades U 2 e 3, mas a escolha que fizemos para x ,: 
e não ilustra a propriedade 4. No entanto, sempre é possível 
escolher x 12 ' e x l3> de modo que (x x t3) ) — 0. Por exemplo, po¬ 
deríamos ter escolhido 



no Exemplo 5 como auto vetores associados ao autovalor À = — 1. 
Esses auto vetores são ortogonais entre si e são, também, ortogo¬ 
nais ao autovetor tf 11 associado ao autovalor A = 2. As demons¬ 
trações das propriedades 1 e 3 citadas anteriormente estão 
esquematizadas nos Problemas 32 e 33. 

Problemas 

Nos problemas de 1 a 5* resolva o conjunto de equações dado ou 
mostre que não tem solução. 

L v, — = 0 2. Jq -K2 jo,— jq — 1 

3jq 4" — 1 3.V| d - — ^ 

—x ] + x 2 + 2x, =2 i - a 2 2jc 3 — ^ 

3. x { + 2x 2 jc 3 = 2 4. x x -\- lx 2 - x 2 = 0 

2jCj + x 2 + x^ = 1 2jf| + x' 2 + x 3 =0 

jCj - + 2x 2 — — 1 jt 1 — Jf, 4- 2x 3 = 0 

5. x T - .r 3 =0 

3 jt | -j- + x 3 =0 

—jCj + x 2 + 2x 3 — 0 

Nos problemas de 6 a 10, determine se os elementos do conjunto de 
vetores dados são linearmente independentes. Se forem iiiiearmeme 
dependentes, encontre uma relação linear entre os vetores. Os veto¬ 
res estão escritos na fornia de linhas para economizar espaço, mas po¬ 
dem ser considerados como sendo vetores colunas, isto é, pode-se 
usar as transpostas dos vetores dados, em vez dos próprios vetores. 


6. 

x m = (l, 1.0). x f2 ’ = (0.1. 1), x í3) = 

(1.0.1) 

7. 

x (l) = (2, 1, 0). x í2) = (0, 1,0), x 13 ’ = 

(-1.2.0) 

8. 

x fl) = (1, 2. 2, 3). x' 2 ' = (—1,0,3, l),i 

: í3> =(-2.-1,1,0). 


x (4) = (-3, 0, -1.3) 


9. 

x ll) =(l,2, -1,0). x‘ 2 ’ = (2,3,1,-1), 

x <3 > = (-1.0. 2,2), 


x (4) = (3,-1, 1,3) 


10. 

x (n = (1, 2,-2), x t2) = (3,1,0), x (3l = ( 

2.— 1. 1),x <41 =(4, 3.-2) 

11. 

Suponha que cada um dos vetores x' 

. ,.x 1mf tem 77 compo- 


nentes, onde n < m. Mostre que x' . 

.... x'^ 1 são linearmente 


dependentes. 

Nos Problemas 12 e 13. determine se os elementos do conjunto de 
vetores dado são linearmente independentes para — ^ < t < °c, Se 
forem linearmente dependentes, encontre uma relação linear entre 
os vetores. Como nos problemas de ó a 10. os vetores estão escritos 
como linhas para economizar espaço. 

12. x (1) (r) = {e~\ 2e~'), x ,2) (r) = e~‘l 

x m (t) = (3e“',0) 

13. x (1, (r) = {2senr, senr), x {2> (f) = (senf.2 senf) 

14. Sejam 


Mostre que x 11 '(r) e x l -'(r) são linearmente dependentes em cada 
ponto do intervalo 0 ^ r ^ L Apesar disso, mostre que x tlí (f) e 
x ■'{/) são linearmente independentes emO^íí 1. 


Nos problemas de 15 a 24. encontre todos os autovalores e 
autovetores da matriz dada. 



/ 11/9 -2/9 8/9\ /3 2 4\ 

23. - 2/9 2/9 10/9 24, 2 0 2 

\ 8/9 10/9 5/9/ \ 4 2 V 

Os problemas de 25 a 29 tratam da resolução de Ax - b quando det A — 0. 

25. Suponha que. para uma matriz dada A. existe um vetor não-nulo 
x tal que Áx = 0. Mostre que existe, também, um vetor não- 
nulo y ta] que A*y — 0, 

26. Mostre que. quaisquer que sejam os vetores xe y r (Ax, y) = (x. 
A*y), 

27. Suponha que det A — 0 e que Ax = b tem solução. Mostre que 
(b. y) — 0> onde y é qualquer solução de A*y = 0. Verifique 
que essa afirmação é válida para o conjunto de equações no 
Exemplo 2. Sugestão: Use o resultado do Problema 26. 

28. Suponha que det A = 0 e que x = x 101 é uma solução de Àx — 
b. Mostre que, se 4 é uma solução de A£ = 0 e a é qualquer 
constante, então x = x mj + af também é solução de Àx = b. 

29. Suponha que det A = 0 e que y é uma solução de A*y = 0. 
Mostre que, se íb. y) : = 0 para qualquer desses y. então Àx = b 
tem solução. Note que isso é a recíproca do Problema 27; a 
forma da solução é dada pelo Problema 28. 

30. Prove que A = G é um autovalor de A se. e somente se. A é singular. 

31. Prove que. se A é auto-adjunta, então (Àx, y) = (x, Ay), onde 
x e y são vetores arbitrários, 

32. Vamos mostrar, neste problema, que os autovalores de uma 
matriz auto-adjunta são reais. Seja x um auiovetor associado 
ao autovalor A. 

(a) Mostre que (Ax, x) — fx. Ax). Sugestão: Veja o Problema 31. 

(b) Mostre que À(x. x) — À{x,x). Sugestão: Lembre-se de que 
Ax = Ax. 

(c) Mostre que A = A; isto é. o autovalor A é real. 

33. Mostre que, se A, e A : são autovalores de uma matriz A auto- 
adjunta e se À 5 ^ À : , então os autoverores correspondentes x 11 ' 
e x '- 1 são ortogonais. Sugestão: Use os resultados dos Proble¬ 
mas 31 e 32 para mostrar que í À, — À : ){X ] \ 10) — 0, 

7.4 Teoria Básica de Sistemas 
de Equações Lineares de 
Primeira Ordem 

A teoria gerai para sistemas de n equações lineares de primeira ordem 
.v; - P u (t)x l +■•- +p ln (t)x„ +í,(0, 


*“■«=(£)■ ,o,(,) =0) 


X u ~ PnlW x i 3-+ P lm ( + g„ V) 


(D 


5 í 5 í€»ios de Equações Lineares de Primeira Ordem 20/ 


é bastante semelhante à teoria para uma única equação linear de 
ordem n> A discussão nesta seção, portanto, segue as mesmas 
linhas gerais que a feita nas Seções 3.2,3.3 e 4.1. Para discutir o 
sistema (1) de maneira mais eficiente, usaremos notação 
matricial. Istoé, vamos considerar jq = ^(f), ■--* x h = como 
componentes de um vetor x — ô(r); analogamente, g\(t) t ..., g„(t) 
são componentes de um vetor g(r) e p n (f),..., p m (t) são elemen¬ 
tos de uma matriz n X n P(0- A Eq. (1) fica, então, na forma 

x' = P(/)x + g(r). (2) 

A utilização de vetores e matrizes não só economiza muito es¬ 
paço e facilita os cálculos como também enfatiza a semelhança 
entre sistemas de equações e uma única equação (escalar). 

Dizemos que um vetor x ~ ò(0 é unia solução da Eq. (2) se 
suas componentes satisfazem o sistema de Eqs. (1), Nesta seção, 
vamos supor que P e g são contínuas em algum intervalo a < t 
< /3, isto é, cada uma das funções escalares p n ,.,. T p nn , g tT ..., g fI 
é contínua nesse intervalo. De acordo com o Teorema 7.12, isto 
é suficiente para garantir a existência de soluções da Eq. (2) no 
intervalo a < t < jB. 

E conveniente considerar primeiro a equação homogênea 

x' = P(t)x (3) 

obtida da Eq. (2) fazendo-se g(f) = 0. Uma vez resolvida a equa¬ 
ção homogênea, existem diversos métodos para se resolver a 
equação não-homogênea (2): isso será feito na Seção 7.9. Usa¬ 
remos a notação 



(*u(n\ 



II 

x 2\ (0 

11 

X 2k (t) 

; 

I 

\x n ,(nJ 

f | 

Kx nk (rJ 


para denotar soluções específicas do sistema (3). Note que .r ry (0 
— x\ j) (t ) denota a í- és ima componente da j-ésima solução x í;i (f). 
Os fatos principais sobre a estrutura das soluções do sistema (3) 
estão enunciados nos teoremas de 7.4.1 a 7.4.4. Eles são bastan¬ 
te semelhantes aos teoremas correspondentes nas Seções 3.2,3.3 
e 4.1: algumas das demonstrações ficam como exercício para 
você. 

Teorema 7.4.1 

Se as funções vetoriais x í ,h e x° são soluções do sistema (3), 
então a combinação linear c ( x l lJ + c 2 x a) também é solução 
quaisquer que sejam as constantes c, e c 2 - 


Esse é o princípio da superposição: para prová-lo, basta deri¬ 
var tqx 115 + c 3 3? 2í e usar o fato de que X’ : e x ,: ' satisfazem a Eq. 
í 3). Aplicando repetidamente o Teorema 7.4,1. chegamos à con¬ 
clusão de que, se x' ] \ .... x [k) são soluções da Eq, (3). então 

x = c,x (1) (í) H-hc t x a, (í) (5) 

também é solução quaisquer que sejam as constantes r,,..., c,. 
Como exemplo, pode-se verificar que 



satisfaz a equação 



De acordo com o Teorema 7.4.1. 



— + c 2 \ {2) (í) (8) 

também satisfaz a Eq. (7). 

Como indicamos anteriormente, aplicando repetidamente o Te¬ 
orema 7.4,1, segue que toda combinação linear finita de soluções 
da Eq. (3) também c solução. A questão, agora, é saber se todas as 
soluções da Eq. (3) podem ser encontradas dessa maneira. Por ana¬ 
logia com casos anteriores, é razoável esperar que, para um sistema 
da forma (3) de ordem n. seja suficiente formar combinações linea¬ 
res de n soluções escolhidas apropriadamente. Sejam, então, x* 1 ',.... 
x m n soluções do sistema (3) de ordem n e considere a matriz X(f) 
cujas colunas são os vetores X 1 \t\ .... x 1 "'(/): 


X(f) = 


( *n(0 ••• *I„(0 \ 


V *,!<*> / 


(9) 


Lembre-se. da Seção 7,3, de que as colunas de X(r) são linearmente 
independentes para um valor dado de / se, e somente se, det X =£ 
0 para esse valor de t. Esse determinante é chamado de wronskiano 
das n soluções x ( 1 .... x 1 "' e denotado por W[x a \ ..., isto é, 

W[x 0) .x (M) ](í) = detX(0. (10) 

Então, as soluções x íl1 ,..., x lrrl são linearmente independentes em 
um ponto se, e somente se, W[x} }) .x^J não é zero nesse ponto. 


Teorema 7.4.2 

Se as funções vetoriais x .x lm são soluções linearmente 

independentes do sistema (3) em cada ponto do intervalo a 
< t < então cada solução x = <f>(/) do sistema (3) pode ser 
expressa como uma combinação linear de X 1 ' .x°*\ 

«MO = + ■ ■ • + c n x (n) (j), (II) 

de exatamente um modo. 


Antes de provar o Teorema 7.4,2. note que. de acordo com o 
Teorema 7.4.1. todas as expressões da forma (11) são soluções do 
sistema (3), enquanto, pelo Teorema 7.4.2, todas as soluções da 
Eq. (3) podem ser escritas na forma (11). Se pensarmos nas cons¬ 
tantes c { . c tl como arbitrárias, então a Eq. (11) inclui todas as 

soluções do sistema (3) e é costume chamá-la de solução geral. 
Qualquer conjunto de soluções x il \ ..., x tm da Eq, (3) que seja li¬ 
nearmente independente em cada ponto do intervalo a<t < j 3 é 
dito um conjunto fundamental de soluções para esse intervalo. 

Para provar o Teorema 7.4.2. vamos mostrar que. dada qual¬ 
quer solução da Eq. (3), <}>{f) — + ... + c„x <n ' para valo¬ 

res apropriados de c ]7 ...,q, Seja t = r 0 algum ponto do interva¬ 
lo a < t < $ e seja ^ = cf>ír 0 >. Queremos determinar se existe 
alguma solução da forma x — c,x í,] H- + c^x 1 "' que também 
satisfaça a condição inicial x(f 0 ) = Em outras palavras, quere¬ 
mos saber se existem valores c v ...*c n para os quais 
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c I x ll, (í ü ) + --+c„x'" > fí 0 ) = |. (12) 

ou, em fornia escalar, 

c í a ii ( r o) ^ ‘ c n x \tS r o^ = 


(13) 

C l X M C n X nn^\}) ~ * 

A condição necessária e suficiente para que as Eqs. (13) pos¬ 
suam uma única solução cq. c fí é exatamente que o determi¬ 

nante da matriz dos coeficientes, que é o wronskiano W[x ÍÊI , 
x 1 "'] no ponto f 0 , seja diferente de zero. A hipótese de que x 11 \ ..., 
x' ,1} são linearmente independentes em todo o intervalo a < t < 
/3 garante que JV[x llJ , ,.,,x'' r ‘'] não se anula em t = f 0 e. portanto, 
existe uma (única) solução da Eq, (3) da forma x = c t x' 1 ' + 

4- c tt x' !í] que também satisfaz a condição inicial (12). Pela 
unicidade no Teorema 7.1.2, essa solução é idêntica a logo 
òíf) = c,x l]> + ... 4 c„x i: ' Jl . como queríamos provar. 


Teorema 7.4.3 

Se 3Ó 11 .x^ 1 são soluções da Eq. (3) no intervalo a < t < /3. 

então VEjx 1 ^, ..., x 1 " 1 ] ou é identicamente nulo ou nunca se 
anula nesse intervalo. 


A importância do Teorema 7.43 reside no fato de este nos 

livrar da necessidade de examinar W[x l!l .x l,r ] em todos os 

pontos do intervalo de interesse e nos permitir determinar se x 
.... x 1 " 1 formam um conjunto fundamentai de soluções simples¬ 
mente calculando seu wronskiano em qualquer ponto conveni¬ 
ente do interval o. 

A demonstração do Teorema 7.4.3 é feita estabelecendo-se T 
primeiro, que o wronskiano de x n \ x' H ' satisfaz a equação 
diferencial (veja o Problema 2) 

dW 

— • (p„ + &&1 - \-P»„)W. (14) 

Logo, IV é uma função exponencial, e a conclusão do teorema 
segue imediatamente. A expressão para W obtida resolvendo-se 
a Eq. (14) é conhecida como a fórmula de Abel; observe a seme¬ 
lhança com a Eq. (8) da Seção 3.3. 

De maneira alternativa, o Teorema 7.4.3 também pode ser 
demonstrado provando-se que. se n soluções x n) , . x {fú da Eq. 
(3) são linearmente dependentes em um ponto t = t úy então elas 
são linearmente dependentes em todos os pontos em a < t < /3 
(veja o Problema 8). Em conseqiiência, se x 11 ..., x {ni são linear¬ 
mente independentes em um ponto, têm que ser linearmente 
dependentes em todos os pontos do intervalo. 

O próximo teorema diz que o sistema (3) tem pelo menos um 
conjunto fundamental de soluções. 


Teorema 7.4.4 

Sejam 

/!\ 

0 
0 


e (1 > = 


W 



1 yr 1 

1 


r i 

0 


, e< 2 > = 

0 

pbõ _ 

i - ■ - f c 

: 

í 


i /I i 


0 

1 1 1 



além disso, suponha que x {] \ ..., x-" 1 são soluções do sistema 
(3) que satisfazem as condições iniciais 

x 0 ) (t„) = e‘"_ X ln, (í 0 ) = e ía) , (15) 

respectivamente, onde t u é um ponto qualquer no intervalo a 
< ! < /3. Então, x 11 ’, x tm formam um conjunto fundamen¬ 
tal de soluções para o sistema (3). 


Para provar esse teorema, note que a existência e a unicidade 
das soluções x 111 .x U11 mencionadas no Teorema 7.4,4 é ga¬ 

rantida pelo Teorema 7. J .2. Não é difícil ver que o wronskiano 
dessas soluções é igual a 1 quando t = f 0 : portanto, x cl3 t . x {n> e 
um conjunto fundamental de soluções, 

Uma vez encontrado um conjunto fundamental de soluções, 
pode-se gerar outros conjuntos formando-se combinações linea¬ 
res (independentes) do primeiro conjunto, Para fins teóricos, o 
conjunto dado pelo Teorema 7,4,4 é, em geral, o mais simples 
possível. 

Resumindo, qualquer conjunto de n soluções linearmente in¬ 
dependentes do sistema (3) constitui ura conjunto fundamentai 
de soluções. Sob as condições dadas nesta seção, tais conjuntos 
fundamentais sempre existem e toda solução do sistema (3) pode 
ser representada como uma combinação linear de qualquer con¬ 
junto fundamental de soluções. 


Problemas 

1. Prove a afirmação feita logo após o Teorema 7.4.1 para um valor 
arbitrário do inteiro k. 

2, Neste problema, vamos esquematizar a demonstração do Teore¬ 
ma 7,4,3 no caso n = 2, Sejam x l! er 1 soluções da Eq, (3) para 
a < t < fi e seja W o wronskiano de x 1 " e x-\ 

(a) Mostre que 


dx P 

'4 a 


4” 

4* 

, dl 

jn 

dt 

(2) 

4- 

dx™ 

dx™ 

X 2 

X 2 


dt 

dt 


(b) Usando a Eq. (3), mostre que 

dW 

= (Pu + P-&W. 

(c) Encontre WTr) resolvendo a equação diferencial obtida no item 
(b). Use essa expressão para obter a conclusão enunciada no 
Teorema 7.4.3. 

(d) Prove O Teorema 7,4.3 para um valor arbitrário de n genera¬ 
lizando o procedimento usado nos itens (a), (h) e (c), 

3. Mostre que o wronskiano de dois conjuntos fundamentais de 
soluções do sistema (3) pode diferir, no máximo, por uma cons¬ 
tante multiplicativa. 

Sugestão: Use a Eq, (14). 

4, Se X\ = v e -v : = j\ então a equação de segunda ordem 

y" + p(t)y‘ + qU)y = 0 (i) 

corresponde ao sistema 

a-; = x 2 , 

Xj = - p(t)x 2 . (ii) 

Mostre que. se x : e x~ formam um conjunto fundamental de 
soluções para as Eqs, (ii) e se v 11 e forniam um conjunto fun¬ 
damental de soluções para a Eq. fi). então W[y", y : '] = cW[x ([ \ 
xonde c é uma constante não-nula. 
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Sugestão : y" '(r) e y' :i (7) têm que ser combinações lineares de jt 31 (0 
ex l3 {r). 

Mostre que a solução geral de \ f — P(f)x + g(0 é a soma de 
qualquer solução particular x' n dessa equação com a solução geral 
x ' da equação homogénea correspondente. 

= (L) 


6, Considere os vetores jc 4 1 Xr) = I | I e X 2 *(t) 


(a) Calcule o wronskíano de x 1 ' e x' : . 

(b) Em que intervalos x 1 e x : ' são linearmente independentes? 

(c) Que conclusão se pode tirar sobre os coeficientes no sistema 

homogêneo de equações diferenciais satisfeito por x 0 ' 1 e x -'? 
íd) Encontre esse sistema de equações e verifique as conclusões 
do «em (c). <V\ 

7, Considere os vetores x' 1 '(r> = {h J e x l2 >(0 = J e responda 
às mesmas perguntas do Problema 6. 


Os dois problemas a seguir indicam uma outra demonstração para o 
Teorema 7.4,2. 

8. Sejam x th .x lmi soluções de x f = P{/)x no intervalo a < t < 

p. Suponha que P é contínua e seja f 0 um ponto arbitrário do in¬ 
tervalo dado. Mostre que x cii ,. ,,, x tJT " são linearmente dependen¬ 
tes para a < t < fi se (e somente se) x4 f (í n }.X 1 ™^) são linear- 

mente dependentes. Em outras palavras, x' 1 '.sao li¬ 

nearmente dependentes no interv alo (a, p) se forem linearmente 
dependentes em qualquer ponto do intervalo. 

Sugestão: Existem constantes c 1? .... e m tais que tyx^írj + ... + 
c^ m {Q = 0. Sejaz(f) = c,x ín (í) +■ ... + cjFV) e use o teorema 
de unicidade para mostrar que z(í) = 0 para todo t em ct < i < p. 

9. Sejam x' n t .... x 1 "' soluções linearmente independentes de x' = 
Pí Ox. onde P é contínua em a < t < p. 

(a) Mostre que qualquer solução x - zíf) pode ser escrita na for¬ 
ma 

z (/} = <r | x ,lt (í)+ - + c„x ( "'(f) 

para constantes apropriadas c,, c fí . 

Sugestão: Use o resultado do Problema 11 da Seção 73 e o Pro¬ 
blema S desta seção. 

(b) Mostre que a expressão para a solução z(f) no item (a) é úni¬ 
ca, isto é. se z(f) = Jt E x' [ íf) + + kjF*XfU então k t = c,. k n 

= ^n* 

Sugestão: Mostre que {k l — C|)x' ] U) + ... 4- (k n - rjx’ ni (í) — 0 
pai a todo t cm a < t < p e use a independência linear de x ..... 

x^. 


7.5 Sistemas Lineares Homogêneos 
com Coeficientes Constantes 


Vamos concentrar a maior parte da nossa atenção em sistemas 
de equações lineares homogêneas com coeficientes constantes— 
isto é, sistemas da forma 


x' — Ax, (I) 

onde A é uma matriz constante n X n. A menos que se diga o 
contrário, suporemos que todos os elementos de A são números 
reais (e não complexos). 


Se n = Lo sistema se reduz a uma única equação de primei¬ 
ra ordem 


dx 

dt 


= ax. 


( 2 ) 


cuja solução é x - ce*. Observamos, na Seção 2.5, que .v — 0 é 
a única solução de equilíbrio se a =£ 0. Outras soluções tendem 
a x = 0 se a < 0 e, nesse caso T dizemos que x = 0 é uma solução 
de equilíbrio assintoticamente estável. Por outro lado, se a > 0, 
então x = 0 é instável, já que as outras soluções se distanciam 
dessa. Para sistemas de ordem maior a situação é análoga, de certa 
forma, mas mais complicada. Soluções de equilíbrio são encon¬ 
tradas resolvendo-se Ax - 0. Vamos supor que det A ^ 0, de 
modo que a única solução de equilíbrio é x = 0, Uma pergunta 
importante é se outras soluções se aproximam ou se afastam dessa 
quando t aumenta: em outras palavras, x - 0 é assintoticamente 
estável ou instável? Existem outras possibilidades? 

O caso n = 2 é particularmente importante e permite visuali¬ 
zação no plano jqjr 2 , o plano de fase. Calculando Ax em um gran¬ 
de número de pontos e fazendo o gráfico dos vetores resultan¬ 
tes. obtemos um campo de direções de vetores tangentes a solu¬ 
ções do sistema de equações diferenciais. Pode-se obter, em ge¬ 
ral, uma compreensão qualitativa do comportamento de soluções 
através de um campo de direções. Incluindo-se no gráfico algu¬ 
mas curvas soluções, ou trajetórias, pode-se obter informação 
mais precisa. Um gráfico que ilustra uma amostra representati¬ 
va de trajetórias para um sistema dado é chamado retrato de fase. 
Veremos adiante, nesta seção, exemplos de campos de direções 
e retratos de fase, 

Para construir a solução geral do sistema í 1), procedemos por 
analogia com o tratamento de equações lineares de segunda or¬ 
dem da Seção 3,1. Procuramos, então, soluções da Eq. (1) da 
forma 


x = %e rí t (3) 

onde o expoente r e o vetor constante £ devem ser detenni na¬ 
dos. Substituindo x dado pela Eq. (3) no sistema (1). obtemos 

r&" = AÇe rl . 

Cancelando o fator escalar não-nulo obtemos = rí;, ou 

(À-rDS = 0 t (4) 

onde I é a matriz identidade n X n. Assim, paia resolver o siste¬ 
ma de equações diferenciais (1). precisamos resolver o sistema 
de equações algébricas (4), Esse último problema é precisamen¬ 
te o que determina os autovalores e auto vetores da matriz de 
coeficientes A. Poitanto, o vetor x dado pela Eq. (3) é uma solu¬ 
ção da Eq. (1), desde que r seja um autovalor e £ seja um autovetor 
associado da matriz de coeficientes A. 

Os dois exemplos a seguir ilustram o procedimento para se 
encontrar a solução no caso de matrizes de coeficientes 2 X 2. 
Vamos mostrar, também, como construir os retratos de fase cor¬ 
respondentes. Mais adiante, nesta seção, vamos discutir detalha¬ 
damente o sistema geral n X n. 


Exemplo 1 

Considere o sistema 



Faça um gráfico do campo de direções e determine o comporta¬ 
mento qualitativo das soluções. Depois encontre a solução geral 
(5) e desenhe diversas trajetórias. 
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A Fig. 7.5.1 mostra um campo de direções para esse sistema. Des¬ 
sa figuia é fácil ver que uma solução típica se afasta da vizinhança da 
origem e acaba tendo retas tangentes com coeficientes angulares de 
aproximadamente 2 no primeiro ou no terceiro quadrantes. 
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FIG. 7,5.1 Campo de direções para o sistema (5). 


Para encontrar explicitamente soluções, vamos supor que x — ^t 
substituir na Eq. (5). Somos levados ao sistema de equações algébricas 



A Eq. (6) tem uma solução não-trivial se, e somente se, o deter¬ 
minante da matriz de coeficientes é zero. Logo, os valores per¬ 
mitidos para r são encontrados pela equação 


= r 2 - 2r - 3 = 0. (7) 

A Eq. (7) tem raízes r l = 3 e r : = — 1; esses são os autovalores 
da matriz de coeficientes na Eq. (5). Se r — 3, o sistema (6) se 
reduz a uma única equação 


+| 2 = 0 , ( 8 ) 

Logo, £ 2 = 2£ s e o autovetor correspondente a r { pode ser esco¬ 
lhido como 





(9) 


Analogamente, correspondendo a r 2 — — 1, encontramos que A 
— de modo que o autovetor é 


% m = 



( 10 ) 


As soluções correspondentes da equação diferencial são 

x tl)( 0 = (2) * * (2) w = (_ 2)^- 

O wronskiano dessas soluções é 


lV[x tn ,x a, ](f) = 


2«? J 


e 

-2e~‘ 


= -4e 2 


( 11 ) 


( 12 ) 


que nunca se anula. Portanto, as soluções x‘ r ‘ e x'-' formam um 
conjunto fundamenta] de soluções e a solução geral do sisteim 
(5)é 


X — CjX 111 ^) + C 2 X t2) (f) 



onde c, e c ; são constantes arbitrárias. 

Para visualizar a solução (13). ajuda considerarmos seu grá¬ 
fico no plano ,r,.T : para diversos valores das constantes c, e c : 
Começamos com x - c,x"'(f) ou. em forma escalar, 

x ] — c \f'> x 2 = 2c i e i '. 

Eliminando t nessas duas equações, vemos que essa solução 
pertence à reta x 2 = 2jq; veja a Fig, 7.5,2a, Essa é a reta que 
contém a origem e tem a direção do autovetor § l]! . Se olharmos 
a solução como a trajetória de uma partícula em movimento, 
então a partícula está no primeiro quadrante quando c } > 0 e no 
terceiro quando c, < 0. Em qualquer desses casos, a partícula se 
afasta da origem quando t aumenta. Considere agora x = c 2 x ' : . 
ou 

X t = C 2 e~\ x 2 = -2 C 2 e~'. 

Essa solução pertence à reta.r, ~ — Ix^ cuja direção é determina¬ 
da pelo autovetor £ : . A solução está no quarto quadrante quando 
c z > 0 e no segundo quando c 2 < 0, como ilustrado na Fig. 7,5.2a. 
Em ambos os casos, a partícula se aproxima da origem quando ; 
aumenta. A solução (13) é uma combinação de x 1 ] t {r) e x í2) (í). Para 
valores grandes de f, a parcela CjX 11 (f) é dominante e a parcela 
c : x 2l (í) toma-se desprezível Logo, todas as soluções para as quaf 
c, A 0 são assintóticas ã reta ,v 2 = 2v, quando r —* Analoga¬ 
mente, todas as soluções para as quais c 2 4- 0 são assintóticas ã 
reta.v 2 = ~2x [ quando r —> — A Fig, 7.5,2a mostra o gráfico de 
diversas soluções. O padrão de trajetórias nessa figura é típico de 
sistemas de segunda ordem x' = Àx para os quais os autovalores 
são reais e têm sinais opostos, A origem é chamada de ponto de 
sela nesse caso. Pontos de sela são sempre instáveis porque quase 
todas as trajetórias se afastam dele quando t aumenta. 

No parágrafo precedente descrevemos como desenhar manu¬ 
almente um esboço qualitativamente correto das trajetórias de um 
sistema como na Eq, (5). uma vez determinados os autovalores 
e autovetores, No entanto, para produzir um desenho deLalhado 
e preciso como na Fig. 7.5.2a e em outras figuras que aparecem 
mais adiante neste capítulo, um computadoré extremamente átil 
se não indispensável. 

Como uma alternativa à Fig. 7.5.2a. pode-se. também, fazer 
o gráfico de a ,, ou de x 2J como função de r: alguns gráficos típi¬ 
cos de jq como função de / aparecem na Fig. 7.S.2& e os de x 2 em 
função de t são semelhantes. Para determinadas condições inici¬ 
ais. c. = 0 na Eq. (13), de modo que ~ c 2 e~ í e —> 0 quando 
t —» A Fig. 7.5.2è mostra um desses gráficos, correspondente 
à trajetória que se aproxima da origem na Fig. 7.5.2a. Para a maior 
parte das condições iniciais, no entanto, c, 4 0 e x l = c,^ 3 ' + 
c z e~\ À presença da parcela contendo uma exponencial positiva 
faz com que jq cresça exponencialmente em módulo quando t 
aumenta. A Fig. 7.5.2Í? mostra diversos gráficos desse tipo, cor¬ 
respondendo a trajetórias que se afastam da origem na Fig. 7.5.2a. 
E importante compreender a relação entre as partes (a) e ( b ) da 
Fig, 7.5.2 e de outras figuras semelhantes que aparecem mais 
adiante, já que pode-se querer visualizar soluções no plano x^Xj 
ou como funções da variável independente t , 
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FIG. 7.5.2 (a) Trajetórias do sistema (5); a origem é um ponto de sela. (b) Gráficos dex, em função de \ para o sistema (5). 


Exemplo 2 


Considere o sistema 

x ' = U ^) x - " 4i 

Desenhe um campo de direções para esse sistema; depois encontre a 
solução geral e faça o grafico de diversas trajetórias no plano de fase. 

O campo de direções para o sistema (14) na Fig. 7.5.3 mostra clara¬ 
mente que todas as soluções se aproximam da origem. Para encontrar 
soluções, supomos que x = £c' 7 : obtemos, então, o sistema algébrico 



Os autovalores satisfazem 

(-3 - r>(—2 - r) - 2 = r 2 + 5r + 4 

— (r -f l)(r + 4) — 0, (16) 
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FIG. 7.5.3 Campo de direções para o sistema (14). 


de modo que r, = — 1 e r 2 = —4. Para r — — 1, a Eq. (15) 
fica 



Logo, É 2 ~ V2f, e o autovetor associado ao autovalor r x — -1 
pode ser escolhido como 

" s) 

Analogamente, correspondendo ao autovalor r 2 = —4, temos 
= \ 2£ 2 * de modo que o autovetor é 

= (19) 

Portanto, um conjunto fundamenta! de soluções para o sistema 

(14) é 

x"’(r) = (j-) e-', x (2 >(f) = e- 4 '. (20) 

e a solução geral é 

x = CjX tl, (í) + c,x (2) = e~' + e ~ 4< (21) 

A Fig. 1.5 Aa mostra gráficos da solução (21) para diversos valo¬ 
res de c x e c 2 . Absolução x h (r} se aproxima da origem ao longo 
da reta x 2 = \ 2x l e a solução x l2, (r) se aproxima da origem ao 
longo da reta a-, = —v2x : . As direções dessas retas são deter¬ 
minadas pelos autovetores Ç 11 e respectivamente. Temos, em 
geral, uma combinação dessas duas soluções fundamentais, 
Quando t —> x ,2l fr) é desprezível em comparação com x lh (0 
de modo que. a menos que c, =_0, a solução (21) se aproxima da 
origem tangente à reta -t 2 = \2x x . O padrão de trajetórias ilus¬ 
trado na Fíg. 7.5.4 a é típico de todos os sistemas de segunda 
ordenx x r = Ax para os quais os autovalores são reais, distintos 
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e de mesmo sinal. A origem é chamada de nó para mis sistemas. 
Se os autovalores fossem positivos, em vez de negativos» as tra¬ 
jetórias seriam semelhantes» mas o sentido de percurso seria na 
direção oposta. Os nós são assintoticamerite estáveis se os 
autovalores forem negativos e instáveis se forem positivos. 

Embora a Fig. 7.5.4a tenha sido gerada por computador, um 
esboço qualitativamente correto das trajetórias pode ser feito 


rapidamente à mão, com base no conhecimento dos autovalores 
e auto vetores. 

A Fig. 7.5.4/; mostra gráficos típicos de .v, em função de t. Note 
que cada um dos gráficos se aproxima assim oticamente do eixo 
dos t quando t aumenta, correspondendo a uma trajetória que se 
aproxima da origem na Fig. 7,5,4a. O comportamento de x 2 como 
função de / é análogo. 



FIG, 7.5*4 ia) Trajetórias do sistema (14): a origem é um nó. ib) Gráficos de x x em função de t para o sistema (14). 


Os dois exemplos precedentes ilustram os dois casos princi¬ 
pais para um sistema 2X2 com autovalores reais distintos: os 
autovalores têm sinais opostos (Exemplo 1) oti o mesmo sinal 
(Exemplo 2). Outra possibilidade é zero ser um autovalor, mas, 
nesse caso, det A = 0. o que contradiz a hipótese feita no início 
desta seção. 

Voltando ao sistema geral (1), procedemos como nos dois 
exemplos. Para encontrar soluções da equação diferencial (I), 
precisamos encontrar os autovalores e auto vetores de A a partir 
do sistema algébrico (4). Os autovalores . r n (que não pre¬ 

cisam ser distintos) são raízes da equação polinomial de grau n 

det (A — ri) = 0. (22) 

À natureza dos autovalores e dos auto ve rores associados deter¬ 
mina a natureza da solução geral do sistema (1}. Se supusermos 
que A é uma matriz real, existem três possibilidades para os 
autovalores de A: 

1- Todos os autovalores são reais e distintos entre si, 

2* Alguns autovalores ocorrem em pares conjugados, 

3, Alguns autovalores são repetidos. 

Se os autovalores forem reais e distintos, como nos dois exem¬ 
plos precedentes, então existe um auto vetor real £associado a 

cada autovalor r t e os n auto vetores 1 '.| lrr são Imearmente 

independentes. As soluções correspondentes do sistema diferen¬ 
cial (1) são 

x lh (r) = í ( Vi r .x ín) (0 =% M e r »'. (23) 

Pai a mostrar que essas soluções formam um conjunto fundamen¬ 


tai. calculamos seu wronskiano: 


iv[x (1) .X^KO = 




— £ ír ! + "'+V f 


íi 

til) 

s lí 


$ fw 


£ "V',' 

> lí 


í\) 


(n) 


Çj 

t úd 
n 


(24) 

Em primeiro lugar, note que a função exponencial nunca se anu¬ 
la. Segundo, como os autovetores f lh , ..., § mi são linearmente 
independentes, o determinante no último termo da Eq. (24) é 
diferente de zero. Em consequência, o wronskiano W[xF\ 
x ín) ](t) nunca se anula; portanto. x ni .x líri formam uin conjun¬ 

to fundamental de soluções. Logo, a solução geral da Eq. (1) é 

x = (25) 

Se A for real e simétrica (um caso particular de matrizes auto- 
adjuntas), lembre-se da Seção 7,3 que todos os autovalores r lt 
r n têm que ser reais. Além disso, mesmo que alguns 
autovalores sejam repelidos, sempre existe um conjunto completo 
de n autovetores £ ljl , .... g írtl que são lineanuente independentes 
(de fato, ortogonais). Portanto, as soluções correspondentes do 
sistema diferencial (1) dadas pela Eq. (23) formam um conjunto 
fundamental de soluções e a solução geral é dada. novamente, 
pela Eq. (25). Os exemplos a seguir ilustram esse caso. 
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Exemplo 3 

Encontre a solução geral de 

,/0 1 A 

x = li 0 1 x. (26) 

V 1 °/ 


Note que a matriz de coeficientes é real e simétrica* Os 
autovalores e autovetores dessa matriz foram encontrados no 
Exemplo 5 da Seção 7.3: 



Portanto* um conjunto fundamental de soluções da Eq. (26) é 


x ín (r) = ^lj e 2 ', x (2J (/) = I oj e*, 

l 0 

x (3, (f) - I 1 


e a solução geral é 



Esse exemplo ilustra o faio de que, embora um autovalor {r — 
— 1) tenha multiplicidade algébrica 2, pode ser possível encon¬ 
trar dois autovetores línearmente independentes Ç : 'e è} 3) e, en¬ 
tão, construir a solução geral (30). 

O comportamento da solução (30) depende* de modo criti¬ 
co, das condições iniciais, Para valores grandes de f, a primeira 
parcela na Eq. (30) é a dominante; logo, se c 3 ¥= 0. todas as 
componentes de x tornam-se ilimitadas quando t —> Por 
outro lado, para determinadas condições iniciais, pode ser 
zero. Nesse caso. a solução só tem termos exponenciais com 
potências negativas ex^O quando t —* Os pontos inici¬ 
ais que fazem com que c v seja nulo são exatamente aqueles 
que pertencem ao plano determinado pelos autovetores £ ::> e 
| l " correspondendo aos dois autovalores negativos. Assim, 
soluções que começam nesse plano se aproximam da origem 
quando t enquanto as outras soluções se tornam ilimita¬ 
das. 



Se alguns dos autovalores ocorrem em pares complexos con¬ 
jugados, então ainda existem n soluções linearmente Independen¬ 
tes da forma (23), desde que todos os autovalores sejam distin¬ 
tos, É claro que soluções vindas de autovalores complexos to¬ 
mam valores complexos. No entanto, como na Seção 3.4, é pos¬ 
sível obter um conjunto completo de soluções reais. Isso será 
discutido na Seção 7.6. 

Dificuldades mais sérias podem ocorrer se um autovalor for 
repetido. Nessa eventualidade, o número de autovetores linear- 
mente independentes pode ser menor do que a multiplicidade 
algébrica do autovalor. Se for esse o caso, o número de soluções 
línearmente independentes da forma £e n será menor do que n. 
Para construir um conjunto fundamental de soluções é necessá¬ 
rio, então, procurar soluções adicionais de outra forma. A situa¬ 
ção é um tanto análoga ao caso de uma equação linear de ordem 
n com coeficientes constantes; uma raiz repetida da equação di¬ 
ferencial fornecia soluções da forma e f \ ie r \ fe rt etc. O caso de 
autovalores repetidos será tratado na Seção 7.8. 

Finalmente, se A for complexa, então os autovalores comple¬ 
xos não precisam aparecer em pares conjugados e os autovetores 
são, em geral, complexos, mesmo que o autovalor associado seja 
real. As soluções da equação diferencial (1) ainda são da forma 
(23), desde que os autovalores sejam distintos, mas, em geral, 
todas as soluções são complexas. 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 6, encontre a solução gerai do sistema de equa¬ 
ções dado e descreva o comportamento das soluções quando r —> 


Além disso, desenhe um campo de direções e faça o gráfico dc algu¬ 
mas trajetórias do sistema. 


^■'-G 4 ) 
* 4 - i '=0 0 


/■ '• :|)* 

* ‘ x (< -0‘ 

* **-(j !)• 

Nos Problemas 7 e 8. encontre a solução geral do sistema de equa¬ 
ções dado. Além disso, desenhe um campo dc direções e algumas 
das trajetórias. Em cada um desses problemas, a matriz de coe ri ci¬ 
entes tem um autovalor milo. Como resultado, o padrão das trajetó¬ 
rias é diferente dos padrões nos exemplos do texto. 

* B7 - i '=(s :0 x * *■ *'=(-! -2) x 

Nos problemas de 9 a 14, encontre a solução geral do sistema de 
equações dado. 


9 . ;), **-(4 4Í0 ! 


11, X = 


13. x = 
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Nos problemas de 15 a IS, resolva o problema de valor inicial dado. 
Descreva o comportamento da solução quando : —> 


15. x' 




29. Considere a equação 

ay" + lr/ + cy = 0, (í) 

onde m btc são constantes com a 0. Foi mostrado, no Cap. 
3. que a solução geral depende das raizes da equação caracte¬ 
rística 


16x ' = (-5 i) x ’ X(0)= G) 

17. 2 ÍU 

V-I 1 V 




01 30. 


ar : 4- br -j- c — 0. (ii) 

f a) Transforme a Eq. (i) em um sistema de equações dc primei¬ 
ra ordem fazendo x [ = v T x 2 =y*. Encontre o sistema de equa¬ 
ções x' = Ax satisfeito por x — 

(b) Encontre a equação que determina os autovalores da matriz 
de coeficientes A no item (a). Note que essa equação é, sim¬ 
plesmente, a equação característica (ii) da Eq. (i), 

O sistema de dois tanques do Problema 2 ] na Seção 7.1 nos leva 
ao problema de valor inicial 



19. O sistema íx' — Ax é análogo à equação de Euler de segunda 
ordem (Seção 5.5). Suponha que x = onde i; é um vetor 
constante, e mostre que g e r têm qne satisfazer ( A — rl)| = 0 
para se obter soluções não-triviais da equação diferencial dada. 

Referindo-se ao Problema 19, resolva o sistema de equações dado 
em cada um dos problemas de 20 a 23. 

20. rx' = 0 :j)x 21. «'=(= 

22. IX' = (J X 23. ,x' = | Zl) * 

Nos problemas de 24 a 27. são dados os autovalores e autovetores 
da matriz A. Considere o sistema correspondente x' — Ax. 

(a) Esboce um retrato de fase do sistema, 
f b) Esboce a trajetória que passa pelo pomo inicial (2, 3). 

(c) Para a trajetória no item (b). esboce os gráficos de x e de x 2 
em função de t no mesmo conjunto de eixos. 

24. n = -I. = r,— 2, ê B ’-(í) 

25. r, = l. = (“ 2 ) : '<*=-4. í"' = (j) 

26. r,.-l, í" 1 = (-'): rj-í. {“ = (0 

27. r, = !, 6‘" = (') 1 >3 = 2, l“ = (_‘) 

28. Considere um sistema 2x2x' = Ax, Se supusermos que r, # 

/a solução geral é x = c l $^ i ) e nS 4- desde que ' e Ü 

sejam linearmeme independentes. Neste problema, vamos es¬ 
tabelecer a independência linear de £ lh e £ (1> supondo que são 
linearmente dependentes e, depois, mostrando que isso nos leva 
a uma contradição. 

(a) Note que |' ! satisfaz a equação matricial (A — r L I)^' 11 = 0: 
analogamente. (A — r^I)^ 2 ' = 0. 

(b) Mostre que (A — r 2 I)| l — — r,)| 1lj . 

(c) Suponha que £' 11 e | = l são linearmeme dependentes. Então, o, ij 11 ) 

+ c= 0 e pelo menos um entre c L e c 2 ê diferente de zero; su¬ 
ponha que c, ^ 0, Mostre que ( A — r : I)(c,| b + c 2 |' 2l ) = 0 c que 
■ A - v i ii i £ - r-£ ■ i - c~ r : >£ . Logo. c ~ 0. uma con¬ 

tradição. Portanto, | : c Ç : ' são linearmente independentes. 

(d) Modifique o argumento no item (c) se supusermos que c 2 # 
0. 

(e) Faça um argumento semelhante para o caso em que a or¬ 
dem n é igual a 3: note que o procedimento pode ser estendido 
para um valor arbitrário de n. 


Hl 44 

onde x, e x 2 são os desvios dos níveis de sal g, e 0 2 dos seus 
respectivos pontos dc equilíbrio. 

(aj Encontre a solução do problema de valor inicial dado. 

(b) Faça os gráficos de x l e x 2 em função de t no mesmo con¬ 
junto tíe eixos. 

(c) Encontre o instante T tal que jr,(f) ^ 0.5 e x 2 {t) ^ 0,5 para 
todo t ^ T. 

31. Considere o sistema 



{a} Resolva o sistema para a = 0,5. Quais são os autovalores 
da matriz de coeficientes? Classifique o ponto de equilíbrio na 
origem em relação ao tipo. 

íb) Resolva o sistema para a = 2. Quais são os autovalores da 
matriz de coeficientes? Classifique o ponto de equilíbrio na 
origem em relação ao tipo, 

(c) As soluções encontradas em (a) c (b) exibem dois tipos de 
comportamento bem diferentes. Encontre os autovalores da 
matriz dc coeficientes cm função de cx c determine c valor de a 
entre 0,5 e 2 onde ocorre a transição de um tipo de comporta¬ 
mento para outro. 

Circuitos Elétricos. Os Problemas 32 e 33 tratam do circuito elétri¬ 
co descrito pelo sistema dc equações diferenciais dado no Problema 
20 da Seção 7 J: 



32, (a) Encontre a solução geral da Eq, (ij se = 1 ohm i R 1 = 3/5 
ohm, L = 2 henrys e C = 2/3 farad, 

(b) Mostre que /(/) —> 0 e V(r) —> ü quando t —» independen¬ 

te dos valores iniciais /(0) e 1/(0). 

33. Considere o sistema precedente de equações diferenciais (i). 
(a) Encontre condições que RR 2 , Ce L têm que satisfazer para 
que os autovalores da matriz dc coeficientes sejam reais e dis¬ 
tintos. 

ib) Se as condições encontradas no item (a) são satisfeitas, 
mostre que ambos os autovalores são negativos. Depois, mos¬ 
tre que l(t) —»Q e V(i) 0 quando / independente mente 

das condições iniciais. 

(c) Se as condições encontradas no item (a) não forem satisfei¬ 
tas, então os autovalores são complexos ou repetidos. Você 
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acredita que /(f) —> 0 e VO) — > O quando r —> oc Lambém nesse 
caso? 

Sugestão: Uma abordagem possível para o item (c) é transfor¬ 
mar o sistema (i) em uma única equação de segunda ordem. 
Vamos, também, discutir autovalores complexos e repetidos nas 
Seções 7,6 e 7,8. 


7.6 Autovalores Complexos 

Nesta seção, vamos considerar, novamente, um sistema de n 
equações lineares homogêneas com coeficientes constantes 

x’ = Ax, (1) 

onde a matriz de coeficientes é reaU Se procurarmos soluções da 
forma x = %e r \ então, como na Seção 7.5, segue que r tem que 
ser um autovalor e £ um auto vetor associado da matriz dc coefi¬ 
cientes A. Lembre-se que os autovalores r u ..., r k de A são as 
raízes da equação 

detfÀ — ri) = 0, (2) 

e que os autovetores associados satisfazem 

(A-rI)| = 0, (3) 

Se A ê real, então os coeficientes na equação polinomial (2) 
para r são reais e os autovalores complexos têm que aparecer em 
pares conjugados. Por exemplo, se r E — À + qu, onde Àeg são 
reais, é um autovalor de A, então r 2 — À — í/ll também o é, Além 
disso, os autovetores associados | íl) e £ l3í também são comple¬ 
xos conjugados, Para ver isso, suponha que r, e satisfazem 

(A-í-jDÇ" 1 =0. (4) 

Calculando a equação complexa conjugada dessa e observando 
que A e I são reais, obtemos 

(A-r,I)I ín =0, (5) 

onde r } e são os complexos conjugados de r, e de £ 1 res¬ 
pectivamente. Em outras palavras, r 2 = r x é um autovalor e 


é um autovetor associado. As soluções correspon¬ 
dentes 

x cn {/) = £ 11 Vt r (6) 

da equação diferencial (1) são, então, complexas conjugadas uma 
da outra. Portanto, como na Seção 3.4, podemos encontrar duas 
soluções reais da Eq. (1) correspondentes aos autovalores r [ e /x 
a saber, as partes reais e imaginárias de x dj (f) e dc dadas 
pela Eq. (6), 

Vamos escrever | 1l) = a + rb, onde a e b são reais: então, 

x (11 (f) = (a + ib)e (k+i/l)! 

= (a + ib)e A, (cos|í/ + i sen/xr). (7) 
Separando em suas partes reais e imaginarias, obtemos 

x <IJ (í) — tf (aços in — b sen/iY) 

+ íV^asen/i/ + bcos/if). (8) 

Se escrevermos x m (f) = u (t) + ;'v(r), então os vetores 

u{/) — tf Àf (acos \xt - b senuf), 

(9) 

\(t) — tf /r (asen fit + bcos fir) 

são soluções reais da Eq. (1). É possível mostrar que o e v são 
soluções linearmente independentes (veja o Problema 27), 

Por exemplo, suponha que r* = A + ijxe que r 3 , r n são 
reais e distintas. Sejam ij U) = a + /b, = a — /b, | l3j , 

í ínl os autovetores associados. Emão, a solução geral da Eq. 
(t)é 

x = c,u(f) + c 2 v(0 + H-t ~c n £ iH] e r » t , (10) 

onde u(í) e v(f) são dados pela Eq. (9), Enfatizamos que essa 
análise se aplica apenas se a matriz de coeficientes A na Eq, (1) 
é real. pois só nesse caso os autovalores e autovetores comple¬ 
xos têm que aparecer em pares complexos conjugados. 

Os exemplos a seguir ilustram o caso n = 2, tanto para sim¬ 
plificar os cálculos, quanto para permitir uma visualização fácil 
da solução no plano de fase. 


Exemplo 1 


Encontre um conjunto fundamental de soluções reais do sistema 


x — 


~l -i 


a 


( 11 ) 


e mostre-o graficamente. 

A Fig. 7.6.1 mostra um campo de direções para o sistema (11). 
Esse gráfico sugere que as trajetórias no plano de fase são espi¬ 
rais aproximando-se na origem no sentido horário, 

Para encontrar um conjunto fundamental de soluções, supo¬ 
mos que 


x = & rl 

e obtemos o conjunto de equações lineares algébricas 


( 12 ) 


( 13 ) 
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FIG* 7*6,1 Um campo dc direções para o sistema (11). 
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para os autovalores e auto vetores de A. A equação característica é 


—* - r 


-1 


Í 


- k ~ r 


— r + r + I - 0: 


(14) 


portanto* os autovalores sãor E = —1/2 + ier : = —1/2 — L Um 
calculo direto a partir da Eq. (13) mostra que os auto vetores as¬ 
sociados são 


x (ll (r) — 




Para obter uni conjunto de soluções reais, precisamos encon¬ 
trar as partes real e imaginária de x llJ ou de x c \ De fato. 


x (li (0 = ([.)«“' 


Portanto* 


"'/ 2 (cosr + í sen/) = ( e _ 
\~ e 


( e t/ 2 sen A 

1 cos t) 

COS A 

- sen 1 / 

, v(Y) = e~^ 2 


é um conjunto de soluções reais, Para verificar que u(D e v(f) são 
linearmente independentes, vamos calcular o wronskiano; 


e f2 co$/ e J '“sen/ 

— e^ t/2 sen/ cos/ 


^(U, v)(/) = 

= c _f (cos 2 t + sen 2 t) = e~ l . 


Como o wronskiano nunca se anula, segue que u(/) e \(t) for¬ 
mam um conjunto fundamental de soluções (reais) do sistema 
( 11 ). 

Os gráficos das soluções u(r) e v(r) aparecem na Fig. 7.ó*2a 
Como 


( 4 )- Í(O)= 0 


” (<)• { 01 =(-í)- <l5) 

Logo. um conjunto fundamental de soluções para o sistema (1 I) é 


e <— 1/2-1V >( I6) 


(17) 


uíO) = | * | . v(0) 

w 

os gráficos de u(/) e de v(f) contêm os pontos (I, 0) e (0, I)* 
respectivamente. Outras soluções do sistema (11) são combi¬ 
nações lineares de u(/) ev(f).ea Fig. 7.6,2o mostra* também, 
algumas dessas soluções. Cada trajetória se aproxima da origem 
ao longo de uma espiral quando / —> formando uma infinida¬ 
de de caminhos em tomo da origem; isso é devido ao fato de as 
soluções (18) serem produtos de uma exponencial decrescente 
com uma função seno ou co-seno. Alguns gráficos típicos de 
x\ em função de / estão ilustrados na Fig. 7.6.2fr; cada uma re¬ 
presenta uma oscilação decrescente no tempo* 

Â Fig. 1.62a é típica de sistemas de segunda ordem x' = Ax 
cujos autovalores são complexos com parte real negativa. A origem 
é chamada de ponto espiral e é assintoticamente estável, já que todas 
as trajetórias se aproximam dela quando / cresce, Para um sistema 
cujos autovalores têm parte real positiva, as trajetórias são análo¬ 
gas às da Fig, 7.62a , exceto que a direção do movimento é con¬ 
trária. se afastando da origem, e as trajetórias são ilimitadas. Nes¬ 
se caso, a origem é instável. Se a parte real dos autovalores é nula* 
então as trajetórias nem se aproximam da origem nem se tornam 
ilimitadas, mas. em vez disso, percorrem* repetidamente* uma 
curva fechada em tomo da origem. Exemplos desse comporta¬ 
mento podem ser vistos nas Figs. 1.63b e 1.6Ãb adiante. Nesse 
caso* a origem é chamada de centro e é também dita estável* ma> 
não assintoticamente estável* Nos três casos* o sentido do movi¬ 
mento pode ser horário, como neste exemplo* ou trigonométrico, 
dependendo dos elementos na matriz de coeficientes A* 
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Para sistemas de segunda ordem com coeficientes reais, comple¬ 
tamos nossa descrição dos três casos principais que podem ocorrer 

1. Autovalores têm sinais opostos: x = dc um ponto de sela. 

2. Autovalores têm o mesmo sinal, mas são distintos: x = 0 é 
um nó. 

3. Autovalores são complexos com parte real não-nula: x - 0 é 
um ponto espiral. 


Exemplo 2 

O sistema 



contém um parâmetro a. Descreva como as soluções dependem 
qualitativamente de a; em particular, encontre os valores críti¬ 
cos de a nos quais o comportamento qualitativo das trajetórias 
no plano de fase mudam drasticamente. 

O comportamento das trajetórias é controlado pelos autova¬ 
lores da matriz de coeficientes, A equação característica é 

r - ar + 4 = 0, (20) 

de modo que os autovalores são 

r = a ±y» ; -i 6 
2 

Da Eq. (21), segue que os autovalores são complexos conjuga¬ 
dos para -4 < a < 4 e reais nos outros casos. Assim, dois valo¬ 
res críticos são a — -4 e a = 4, onde os autovalores mudam de 


As outras possibilidades são menos importantes e ocorrem 
como transição entre dois dos casos que acabamos de listar. Por 
exemplo, um autovalor nulo ocorre durante a transição entre 
um ponto de sela e um nó. Autovalores puramente imaginários 
ocorrem durante a transição entre pontos espirais assintotíca- 
menie estáveis e instáveis. Fínalmenie, autovalores reais e 
iguais aparecem durante a transição entre nós e pontos espirais. 


reaís para complexos ou vice-versa. Para a < -4, ambos os au¬ 
tovalores são negativos, de modo que todas as trajetórias se apro¬ 
ximam da origem, que é um nó as sinteticamente estável. Para a 
> 4. ambos os autovalores são positivos, de modo que a origem 
é, novamente, um nó, só que, dessa vez, instável: todas as traje¬ 
tórias (exceto x = 0) tomam-se ilimitadas. No intervalo inter¬ 
mediário -4 < a < 4, os autovalores são complexos e as traje¬ 
tórias são espirais. No entanto, para -4 < a < 0, a parte real 
dos autovalores é negativa, as espirais estão orientadas para den¬ 
tro e a origem é assintoticamente estável, enquanto, para 0 < a 
< 4, a parte real dos autovalores é positiva e a origem é instável. 
Assim, a — 0 também é um valor crítico, onde o sentido do 
movimento espiral muda de dentro para fora. Para esse valor de 
a, a origem é um centro e as trajetórias são curvas fechadas em 
tomo da origem, correspondendo a soluções periódicas no tem¬ 
po. Os outros valores críticos, a — ±4, geram autovalores reais 
e iguais. Nesse caso a origem é, novamente, um nó, mas o retra¬ 
to de fase é um pouco diferente dos da Seção 7,5. Vamos anali¬ 
sar esse caso na Seção 7.8. 


Um Sistema Mola-Massa Múltiplo . Considere o sistema de duas 
massas e três molas ilustrado na Fig. 7.1.1, cu jas equações dc 
movimentos são dadas pelas Eqs. (1) da Seção 7.1. Se supuser¬ 
mos que não hã forças externas, então Fj{/) — 0, F 2 (t) — 0 e as 
equações resultantes são 


d 2 x i 

mi — r — —(A ] + kzUi + Ky2 
dt 1 


m 2 


d 2 x 2 

dt 2 


k2-\\ — ikj -f k$)x 2- 


( 22 ) 


Essas equações podem ser resolvidas como um sistema de duas 
equações de segunda ordem (veja o Problema 29), mas, consis¬ 


tente com nossa abordagem neste capítulo, vamos transformá- 
los em um sistema de quatro equações de primeira ordem. Se¬ 
jam. V] = x h y 2 = x 2 ,y 3 = x\ e v 4 = x\. Então 

y'i-yi< y f 2=y * (23) 

e. das Eqs. (22), 

“ -í&i + k 2 )yi + k 2 yi> 

m 2 y\ - k 2 y\ - ( k 2 + h)y 2 . (24) 

O exemplo a seguir trata de um caso particular desse sistema com 
duas massas e três molas. 


Exemplo 3 


Suponha que m, — 2, nu — 9/4, = 1, k 2 = 3 e k ? = 15/4 nas 

Eqs. (23) e (24), de modo que essas equações ficam 

y\ =>% vi - V4, 

yá = -2vi +1>:. {25} 

j 4 = íLv: - 3y : . 


Analise os movimentos possíveis descritos pelas Eqs, (25) e 
desenhe gráficos mostrando comportamentos típicos, 

Podemos escrever o sistema (25) em forma material como 


/ 0 0 1 0\ 

0 0 0 1 

—2 3/2 0 0 

\4/3 -3 0 0/ 


y = A y 


(26) 
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Mantenha em mente que y\ ey 2 são as posições das duas massas 
em relação às duas posições de equilíbrio e que v 3 e >' 4 são suas 
velocidades. Supomos, como de hábito, que y = onde r tem 
que ser um autovalor da matriz Â e £ um autovetor associado. É 
possível* embora um tamo enfadonho, encontrar os autovalores 
e autovetores de A manual mente* mas é mais fácil usar um pro¬ 
grama de computador apropriado. O polinómio característico de 
Aé 


r 4 H- 5r -I- 4 = ( r 4 1 )(r 4 4) 


de modo que os autovalores são r, = i, r 2 ~ ~L — 2i, e r 4 = 
-21. Os autovetores associados são 




/3\ 

2 

3í 

\2 ij 


$< 2, = 


3\ 

2 

—3í 

V-2 0 



3\ 


3\ 

£ Í3) _ 

-4 

6 i 

j; l-U __ 

-4 

—6/ 


{-%') 


Si) 


As soluções complexas g ( V r e £ i2) e '"são complexas conjuga¬ 
das, de modo que é possível encontrar duas soluções reais en¬ 
contrando as partes real e imaginária de qualquer uma delas. 
Por exemplo, temos 




f*\ 

2 

3/ 

V2 ij 


(cosí 4- i senr) 


( 3 cos A 


1 3 sen í> 

2 cos t 

4 i 

2sení 

-3 sen t 

3 cos t 

\-2scn t) 


{2 cos t/ 


= u' n (0 4 /v {1? (f) 


U)/ 


(29) 


De maneira análoga, temos 


| °>e 2iI - 


(27) 


3\ 

i 



-4 




6j 

(cos 2f 4 i sen 2í) 

\-Si) 

1 



f 3 cos 2r\ 


/ 3 sen 2A 

-4 cos 2f 

4/ 

-4sen2r 

-6 sen 2f 

6 cos 2f 

\ 8 sen 2í / 


\-8cos 2 1) 


= 4 jV Z) (f). (30) 


Deixamos a seu cargo verificar que u lh * v U) , u ( -' e v 1 ^ são linear- 
mente independentes e formam, portanto, um conjunto funda¬ 
mental de solução. Logo a solução geral da Eq. (26) é 


(28) 



/ 3 cos f> 


/ 3sen r\ 


2 cos t 


2 sen t 

y = c i 

-3senr 

4 Ct 

3 cos r 


^-2 sen t) 


\2 cos t) 


4 C 3 


/ 3 cos 2í\ 
-4 cos 2r 
—6 sen 2í 
\ 8sen2f/ 


4 o 


/ 3 sen 2í\ 
-4 sen 2í 
6 cos li 
\-8cos 2t) 


(31) 


onde t h c 3 e c 4 são constantes arbitrárias. 

O espaço de fase para esse sistema tem dimensão quatro e cada 

solução, obtida por um conjunto particular de valores para c lt . 

c 4 na Eq, (31), corresponde a uma trajetória nesse espaço, Como 
cada solução dada pela Eq, (31) é periódica com período 2 tt, cada 
trajetória é uma curva fechada, Não importa onde a trajetória 
começa em t = 0, ela sempre volta a esse ponto em / = 2 tt, t = 
4tt e assim por diante* percorrendo, repetidamente, a mesma 
curva em cada intervalo de comprimento 2 rr. Não vamos rentar 
mostrar nenhuma dessas trajetórias de dimensão quatro aqui. Em 
vez disso, mostramos, nas figuras abaixo, projeções de determi¬ 
nadas trajetórias no plano y } y 3 ou no plano }yy 4 mostrando* as¬ 
sim, o movimento de cada massa separadamente. 

As duas primeiras parcelas à direita do sinal de igualdade na 
Eq. (31) descrevem um movimento com frequência 1 e período 
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Itt. Note que y 2 = (2/3) \\ nessas parcelas e que y 4 = (2/3) y 3 . 
Isso significa que as duas massas se movem para a frente e para 
trás juntas, indo sempre na mesma direção, mas com a segunda 
massa percorrendo apenas dois terços da distância percorrida peia 
primeira. Se considerarmos a solução u ll, f e fizermos os gráfi¬ 
cos de yj e de y : em função de / no mesmo conjunto de eixos, 
obteremos os gráficos de co-senos com amplitude 3 e 2, res¬ 
pectivamente, ilustrados na Fig, 1.63a. Á trajetória da primeira 
massa no plano Y L y 3 está contida no circulo de raio 3 ilustrado 
na Fig. 7.63b. percorrido no sentido horário começando no ponto 
(3,0) e completando o circuito no instante 2 ir> Essa figura mos- 
tra, também, a trajetória da segunda massa no plano jy 4f que está 
comida no círculo de raio 2, também percorrido no sentido ho¬ 
rário, começando em (2, 0) e completando, também, o circuito 
no instante 2 rr. A origem é um centro nos planos respectivos VjVi 
e y^. Gráficos análogos (com um deslocamento apropriado no 
tempo são obtidos de Y 1 ' ou de uma combinação linear da u íh e 
de Y u . 

As parcelas restantes à direita do sinal de igualdade na Eq. (31) 
descrevem movimentos com frequência 2 e período t t. Note que 
nesse caso y 2 = —(4/3) y, ey 4 — —(4/3)y 3 . Isso significa que as 


duas massas estão sempre se movendo em direções opostas e que 
a distância percorrida pela segunda massa é quatro terços da dis¬ 
tancia percorrida pela primeira, Se olharmos apenas para u' 2 * (t) 
e fizermos os gráficos de y, e v 2 em função de t no mesmo con¬ 
junto de eixos, obteremos a Fig. 7.6 4 a. Existe uma diferença de 
fase de ?re a amplitude de y 2 é quatro terços da de y lt confirman¬ 
do as afirmações anteriores sobre os movimentos das massas, À 
Fig. 1.6Ab mostra uma superposição das trajetórias das duas 
massas em seus planos de fase respectivos. Ambos os gráficos 
são elipses, a interior correspondendo à primeira massa e a exte¬ 
rior, à segunda, A trajetória na elipse interna começa em (3,0) e 
na elipse externa começa em (4, 0). Ambas são percorridas no 
sentido horário e completam o circuito em um tempo m A ori¬ 
gem é um centro nos planos respectivos y$ 3 e yvvv Mais uma 
vez, gráficos semelhantes podem ser obtidos de v l2:i ou de uma 
combinação linear de u 2> e Y 2 '\ 

Os tipos de movimento descritos nos dois parágrafos prece¬ 
dentes são chamados de modos fundamentais de vibração para 
o sistema de duas massas. Cada um deles resulta de condições 
inicais bastante especiais. Por exemplo, para obter o modo fun¬ 
damental de frequência 1, ambas as constantes c 3 e c 4 na Eq. (31) 




FIG, 7*6,4 ia) Gráficos de y } e de y 2 em função de t para a solução u -■(>), ib) Superposição de projeções das trajetórias nos planos y,y, e }\y 4 para 
a solução u' :t (/). 



t IG. 7.6.5 Uma solução do sistema Í22) satisfazendo a condição inicial y(0) = {—1.4, 1, 1). (a) Gráficos de y t cm função de r, (b) A projeção da 
riietória no plano 
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têm que ser nulas. Isso só ocorre para condições iniciais nas quais 
3y 2 (0) = 2y,(0) e 3v 4 (0) = 2\\{0). Analogamente, o modo fun¬ 
damental de frequência 2 só é obtido quando ambas as constan¬ 
tes c ] e c 2 na Eq. (31) são nulas—isto é, quando as condições 
iniciais forem 3vn(0) — —4^(0) e 3v 4 (0) — — 4 y 3 (0). 

Para condições iniciais mais gerais, a solução é urna combi¬ 
nação dos dois modos fundamentais, A Fig. 7.6.5a mostra um 


gráfico de v, em função t para um caso típico e a projeção da tra¬ 
jetória correspondente no plano y L y 3 está ilustrada na Fig. 1.65b. 
Observe que essa última pode ser mal interpretada porque mos¬ 
tra a projeção da trajetória se intersectando. Não pode haver in¬ 
terseção na trajetória em quatro dimensões,pois isso violaria c 
teorema de unicidade geral; não pode haver duas soluções dife¬ 
rentes começando do mesmo ponto iniciai. 


Problemas 


Nos problemas de 1 a 8 S expresse a solução geral do sistema de 
equações dado como combinação de funções reais. Nos proble¬ 
mas de 1 a 6, desenhe, também, um campo de direções, esboce 
algumas trajetórias e descreva o comportamento das soluções quan¬ 
do ; —* 


*■•<-6 =?)* 
« »• *’-(? I:)* 

* 5 - *'-(í : j) x 



7. 




8 . x' 



0 

-1 



Nos Problemas 9 e 10, encontre a solução do problema de valor ini¬ 
cial dado. Descreva o comportamento das soluções quando t —> 


9. ,'=(] K0)-(|) 

io - *'=(-i .?)*• *®-U) 

Nos Problemas 1 \ e 12: 

(a) Encontre os autovalores do sistema dado. 

(b) Escolha um ponto inicial (diferente da origem) e desenhe a 
trajetória correspondente no plano x } x 2 . 

(c) Para a sua trajetória encontrada cm íb), desenhe os gráficos 
de e x 2 em função de t. 

(d) Para a sua trajetória encontrada em (b), desenhe o grafico 
correspondente no espaço tridimensional íx L jr 2 , 



Nos problemas de 13 a 20, a matriz de coeficientes contém um parâ¬ 
metro a. Em cada um desses problemas: 

(a) Determine os autovalores em função de a. 

(b) Encontre o valor ou valores críticos de a onde a natureza 
qualitativa do retrato de fase para o sistema muda, 

(c) Desenhe retratos de fase para um valor de a ligeiramente 
menor, e para outro valor ligeiramente maior, de cada valor 
crítico, 

13 - *'-(-1 i )‘ ^ 14x '=(? ~ l )' 

15 ' x '=C 2 :i) x !) x 


éi 17. «'=(_) _")* *■ l8, x '=(-6 -“) x 

« >«■4)* * ”■ »'=(g 4)* 


Nos Problemas 21 e 22, resolva o sistema de equações dado pele 
método do Problema 19 da Seção 7,5. Suponha que r > 0. 


21 . 




22 , 



Nos Problemas 23 e 24: 

(a) Encontre os autovalores do sistema dado, 

(b) Escolha um ponto inicial (diferente da origem) e desenhe 
as trajetórias correspondentes no plano x t x 2 . Desenhe, também, 
as trajetórias nos planos e xpq. 

(c) Para o ponto inicial do item (b), desenhe a trajetória corres¬ 
pondente no espaço 


23. x' 



V 0 0 



X 


fi 24. x' 




X 


25, Considere o circuito elétrico ilustrado na Fig, 7.6.5. Suponha 
que R l = = 4 ohms. C = 1/2 farad e L = 8 henrys. 

(a) Mostre que esse circuito é descrito pelo sistema de equa¬ 
ções diferenciais 


KvHI :i)(0- 

onde 1 é a corrente passando no indutor e V é a queda de volta¬ 
gem através do capacitar. 

Sugestão: Veja o Problema 18 da Seção 7.1. 

(b) Encontre a solução geral das Eqs. (i) como combinação de 
funções reais. 

(c) Encontre I(t) e Vit) se /(0) = 2 amperes e V(0) = 3 volts. 

(d) Determine os valores-li mi te de í(t) e V(t) quando t —> 
Esses valores-limite dependem das condições iniciais? 



FIG. 7.6.6 O circuito do Problema 25. 
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26. O circuito elétrico ilustrado na Fig. 7*6*7 é descrito pelo siste¬ 
ma de equações diferenciais 



onde / é a corrente passando no indutor e V é a queda de volta¬ 
gem através do capacitor* Essas equações diferenciais foram 
deduzidas no Problema 19 da Seção 7.L 
(a) Mostre que os autovalores da matriz de coeficientes são reais 
e distintos se L > 4R 1 C e que são complexos conjugados se L 
< 4fl : C 

i b) Suponha que R — 1 ohm. C = 1/2 farad e L = I henr\. 
Encontre a solução geral do sistema (i) nesse caso. 

(c) Encontre í(f) e V(í ) se 7(0) = 2 ampères e V(0) = I volf. 

(d) Para o circuito no item (b), determine os vai ores-limite de 
I(í) e Vir) quando r —* Esses valores-limite dependem das 
condições iniciais? 


íb) Encontre os autovalores da matriz para o sistema no item 

(a). 

(c) Esboce diversas trajetórias do sistema. Escolha uma de suas 
trajetórias e esboce os gráficos correspondentes de v, e de x 2 
em fimção de L Esboce os dois gráficos no mesmo conjunto de 
eixos* 

(d) Qual a relação entre os autovalores da matriz de coeficien¬ 
tes e a freqüêneia natural do sistema massa-mola? 

29. Considere o sistema com duas massas e três molas do Exem¬ 
plo 3 no texto. Em vez de transformar o problema em um siste¬ 
ma de quatro equações de primeira ordem, vamos indicar aqui 
como proceder diretamente das Eqs. (22)* 

(a) Mostre que as Eqs. (22) podem ser escritas na forma 



(b) Suponha que x = § e mostre que 
ÍÀ-rI)| = 0. 


C 



VW-+ 


L 

- 

FIG* 7*6*7 O circuito do Problema 26. 


30 . 


27. Vamos indicar* neste problema, como mostrar que uri) c vri). 
dados pela Eq. (9) são linearmente independentes. Sejam r. — 

À -t- 41 e f = A “ ifi um par de autovalores conjugados_da 
matriz de coeficientes A da Eq. (1): sejam £■' 11 = a + /b c Ç 1 
— a — íb os autovetores correspondentes. Lembre-se que foi 
dito na Seção 7*3 que* se r { # ij* então | tlj e i- 4jl são linear¬ 
mente independentes. 

(a) Vamos mostrar, primeiro, que a e b são linearmeme inde¬ 
pendentes. Considereaequação c,a + c : b — 0. Expresse a e b 
em função de £ !] 1 e de g lh , e depois mostre que (Cj — icjg ' 11 + 

(q 4- ic 2 )f £,) = 0* 

(b) Mostre que c, — ic 2 = 0 e c A + ic 2 - 0* e que. portanto, c, = 

0 e c 2 — 0, Em conseqüêneia, a e b são linearmente indepen¬ 
dentes. 

(c) Para mostrar que u(/> e v( f) são linearmente independentes. 31 
considere a equação c r uri 0 ) + c 2 v(t 0 ) = 0 * onde r tl é um ponto w 
arbitrário. Reescreva essa equação em termos de a e b e depois 
prossiga como no item (b) para mostrar que q = 0 eq — 0 . 

Logo. uri) e v{/) são linearmente independentes no pomo arbi¬ 
trário / 0 . Portanto, são linearmente independentes em qualquer 
ponto e em qualquer intervalo. 

2ÍL Uma massa m em uma mola com constante k satisfaz a equa¬ 
ção diferencial (veja a Seção 3.8) 

rntt" + ku — 0. 

onde ii(í) é o deslocamento da massa no instante t a partir de 
sua posição de equilíbrio. 

(a) Sejam x, = u e .\\ = u*\ mostre que o sistema resultante 
é 



Note que r (em vez de r) ê um autovalor de A associado ao 
autovalor g. 

(c) Encontre os autovalores e autovetores de A. 

(d) Escrev a expressões para x x e x 2 * Deve haver quatro cons¬ 
tantes arbitrárias nessas expressões* 

(e) Diferenciando os resultados do item (d) T escreva expressões 
para x\ e xf Seus resultados dos itens (d) e (e) devem estar de 
acordo com a Eq. (31) no texto. 

Considere o sistema com duas massas e três molas cujas equa¬ 
ções de movimento são as Eqs, (22) no texto. Sejam m [ = 1, 
ài - 4/3* fc, = L k z = 3* e k } = 4/3* 

(a) Como no texto, transforme o sistema em quatro equações 
de primeira ordem da forma y r = Ay* Determine a matriz de 
coeficientes A. 

(bí Encontre os autovalores e autovetores de A* 

(c) Escreva a solução geral do sistema. 

(d) Descreva os modos fundamentais de vibração. Para cada 
modo fundamental, desenhe os gráficos de y T e dey : em função 
de r. Desenhe, também, as trajetórias correspondentes nos pla¬ 
nos y L v 3 e }%>v 

(e) Considere a condição inicial y(0) = (2* I* 0* 0) r . Calcule as 
constantes na solução geral no item (c). Qual o período do 
movimento nesse caso? Desenhe gráficos de y, e dc y 2 em fun¬ 
ção de /. Desenhe, também, as trajetórias correspondentes nos 
planos y,y 3 e \\y 4 . Certifique-se de que você compreende como 
as trajetórias são percorridas durante um período completo. 

(f) Considere outras condições iniciais de sua escolha e dese¬ 
nhe gráficos semelhantes aos pedidos no item (e). 

Considere o sistema com duas massas e três molas cujas equa¬ 
ções de movimento são as Eqs. (22) no texto, sejam ntj — nu 
= Et, =*, = *,= 1. 

(a) Como no texto, transforme o sistema em quatro equações 
de primeira ordem da forma y' = Ay. Determine a matriz de 
coeficientes A. 

(b) Encontre os autovalores e autovetores de A, 

(c) Escreva a solução geral do sistema, 

(d) Descreva os modos fundamentais de vibração. Para cada 
modo fundamental* desenhe os gráficos de y, e de y* em função 
de t. Desenhe. Lambém, as trajetórias correspondentes nos pla¬ 
nos y L v 3 e y-y 

(e) Considere a condições iniciai y(0) = (—1,3,0* 0) r . Calcule as 
constantes na solução geral no item (c). Desenhe os gráficos de y L 
e y, em função de r, Você acha que a solução é periódica? Dese¬ 
nhe* também* as trajetórias correspondentes nos planos y,_v_, e y,v\ r 

(f) Considere outras a condições iniciais de sua escolha c dese¬ 
nhe gráficos semelhantes aos pedidos no item (e). 
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7.7 Matrizes Fundamentais 

A estrutura de soluções de um sistema de equações diferenciais 
lineares pode ficar mais clara pela introdução da idéia de matriz 
fundamental. Suponha que x m (f),.formam um conjun¬ 
to fundamental de soluções para a equação 

x' = P(/)x (1) 

em algum intervalo a < t < j 3. Então, a matriz 


V(r) 


/*í n (0 

U^t') 


*r<o 




cujas colunas são os vetores x n) (0,,,., x (íí> (f), é dita uma matriz 
fundamental para o sistema (1). Note que uma matriz fundamen¬ 
tal é invenível, já que suas colunas são vetores linearmente in¬ 
dependentes. 


Exemplo 1 

Encontre uma matriz fundamental para o sistema 

*'=(! !)*■ 

No Exemplo 1 da Seção 7,5, vimos que 

*""={£)■ 


(3) 


são soluções linearmente independentes da Eq. (3). Assim, uma 
matriz fundamental para o sistema (3) é 


-£)■ 


(4) 


A solução de um problema de valor inicial pode ser escrita de 
maneira bem compacta em função de uma matriz fundamental. 
A solução geral da Eq, (1) é 

x = c,x (l, (fH-fc n x ín) (í) (5) 

ou, em termos de ^(f), 

X — *P(r)c, (6) 

onde c é um vetor constante com componentes arbitrárias c,. 

c n . Para um problema de valor inicial consistindo na equação di¬ 
ferencial (1) e na condição inicial 

x(f 0 ) = x°, (7) 

onde f Q é um ponto dado em a < t < /3 e x ü é um vetor inicial 
dado, basta escolher o vetor c na Eq. (6) que satisfaça a condi¬ 
ção inicial (7)* Portanto, c tem que satisfazer 

*<r 0 )c = x°. (8) 

Logo, como tptíg) ç invertível, 

C = ^'(í 0 )x ü (9) 

e 

x = ^(f)’P -1 (í 0 )x° (10) 

é a solução do problema de valor inicial (1), (7). Enfatizamos, 
no entanto, que. para resolver um problema de valor inicial dado, 
normalmente, resolvemos a Eq. (8) por redução de linhas e, de¬ 
pois, substituímos a solução c na Eq. (6), em vez de calcular 
V _1 (/ 0 ) e usara Eq, (10), 

Lembre-se de que cada coluna da matriz fundamental é uma 
solução da Eq. f 1). Segue que W satisfaz a equação diferencial 
matricial 

»' = P(f)¥. (11) 

Essa relação é confirmada imediatamente comparando-se os dois 

lados da Eq. (11) coluna a coluna. 


Algumas vezes é conveniente usar a matriz fundamental es¬ 
pecial, denotada por <!>(», cujas colunas são os vetores x il} {t)* 
dados no Teorema 7,4.4. Além da equação diferencial (i), 
esses vetores satisfazem as condições iniciais 

x w (/ 0 ) = e íj) , (12) 

onde e i;i é o vetor unitário, definido no Teorema 7,4.4, com um 
na j-é si ma posição e zeros em todas as outras componentes. 
Assim, <E Ht) tem a propriedade 


*('o) 


1 0 

0 1 

Voo 



1 J 


(13' 


Vamos sempre reservar o símbolo <1* para denotar a matriz 
fundamental que satisfaz a condição inicial (13) e usar ^ 
quando se desejar uma matriz fundamental arbitrária. Em 
termos de a solução do problema de valor inicial (1). 
(7) parece até mais simples: como <l>‘ l (t Q ) = I. segue da Eq. 
(10) que 

X = <J>(r)x n . (14) 

Embora a matriz fundamenta] Ht) seja. muitas vezes, mais 
complicada do que *P(/), ela será particularmente útil se o mes¬ 
mo sistema de equações diferenciais for resolvido repetida¬ 
mente sujeito a condições iniciais diferentes. ísso correspon¬ 
de a um sistema físico dado que pode começar em muitos 
estados iniciais diferentes. Se a matriz fundamental <1>(f) ti¬ 
ver sido determinada, então a solução para cada con junto de 
condições iniciais pode ser encontrada, simplesmente, atra¬ 
vés da multiplicação de matrizes, como indicado na Eq. (14 1 
A matriz í>(f) representa, assim, uma transformação das con¬ 
dições iniciais x° na solução x(f) em um instante arbitrário t. 
Comparando as Eqs, (10) e (14), é claro que <£(0 = 
Tf), 
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Exempio 2 


Para o sistema (3), 


‘ = (4 !)*■ 


no Exempio 1, encontre a matriz fundamental tal que <J>(0) = I. 

As colunas de O são as soluções da Eq, (3) que satisfazem as 
condições iniciais 


M) 


(o, =© 


(0) = 


Como a solução geral da Eq. (3) é 

„3f 


»-( 2 ) 


+ 


-©■ 

Uh 


(15) 


podemos encontrar a solução que satisfaz o primeiro con¬ 
junto de condições iniciais escolhendo c, = c 2 ~ 1/2: analo¬ 
gamente, obtemos a solução que satisfaz o segundo conjun¬ 
to de condições iniciais escolhendo c l = 1/4 eq= —1/4. 
Logo, 


*(0 = 


(* 


^e 3 ' + 


e 3 ' ~ e~' 


h' - K 

h' + ke" 


:) 


(16) 


Note que os elementos de 4*(r) são mais complicados dos que o 
da matriz fundamental tpff) dada pela Eq. (4); no entanto, agora 
é fácil determinar a solução correspondente a qualquer conjunto 
de condições iniciais. 


A Matriz exp(A/). Lembre-se que a solução do problema de va¬ 
lor inicial escalar 

x* = ax, x(0)=-r Qt (17) 

onde a é constante, é 

jt = * 0 exp(a/), (18) 

Considere, agora, o problema de valor inicial correspondente para 
um sistema n X n, a saber. 


x — Ax, x(0) = x°. 


(19) 


onde A é uma matriz constante. Aplicando os resultados desta 
seção ao problema (19), podemos escrever sua solução como 

X = 4»(;)x°, (20) 

onde <I>(0) = I. À comparação entre os Problemas (17) e (19) e 
suas soluções sugere que a matriz <E>(r) pode ter uni caráter ex¬ 
ponencial. Vamos explorar essa possibilidade. 

A função exponencial escalar exp(a/} pode ser representada 
pela série de potências 


exp(af) — 1 + X 


00 a n t n 


n=l 


n\ 


( 21 ) 


que converge para todo i. Vamos, agora, substituir 0 escalar a pela 
matriz n X n constante A e considerar a série correspondente 


aV 

2 ! 


A V 


■■ ( 22 ) 


5° A n t n 

I + V : -— I + A/ + 

' m! 

n—\ 

Cada termo na série (22) é uma matriz n X n, E possível mostrar 
que cada elemento dessa soma de matrizes converge para todo r 
quando n -4 Logo, a série (22) define uma nova matriz como 
^ua soma, que denotamos por exp(Ar), isto é. 


exp(Aí) = l-t 


AV 


z. _#■ 

3 




(23) 


análoga à expansão (21) da função escalar expíof). 
Derivando a série (23) termo a termo, obtemos 


d AV -1 

— [exp(Ar)] = 2- 

dt F D! 


= A 


n.= ! 


I+ E 


n—\ 


A V 


n\ 


— A exp(Af), 


(24) 


Assim, exp(Aí) satisfaz a equação diferencial 


— exp(Ar) = Aexp(Ar). 


(25) 


Além disso, quando / - 0, exp(Aí) satisfaz a condição inicial 


exp(Ar) 


= 1 




(26) 


A matriz fundamental <X> satisfaz o mesmo problema de valor 
inicial que exp{A/) f a saber. 


& = A4*, 0(0) = 1 (27) 

Então, pela unicidade no Teorema 7,12 (estendido para equações 
diferenciais matriciais), concluímos que exp (Aí) e a matriz fun¬ 
damental (t) são iguais. Logo podemos escrever a solução do 
problema de valor inicial (19) na forma 

x = exp(A;)x°, (28) 

que é análoga à solução (18) do problema de valor inicial (17). 

Para justificar, defini ti vamen te, a utilização de exp( A/) para a 
somada séries (22), deveriamos demonstrar que essa função matricial 
tem as propriedades que associamos à função exponencial usual. Um 
modo de fazer isso está esquematizado no Problema 15. 


Matrizes Diagonaliz/iveis. A razão básica de por que um sistema 
linear (de equações algébricas ou diferenciais) apresenta alguma 
dificuldade é que as equações estão, em geral, acopladas. Em ou¬ 
tras palavras, algumas das equações, ou todas elas, envolvem mais 
de uma das incógnitas (tipicamente, todas elas). Portanto, as equa¬ 
ções em um sistema têm de ser resolvidas simultaneamente . Por outro 
lado. se cada equação dependesse de uma única variável, então cada 
equação poderia ser resolvida independente de todas as outras, o que 
é uma tarefa muito mais simples. Essa observação sugere que uma 
possível maneira de resolver um sistema de equações pode ser trans¬ 
formando-o em um sistema equivalente desacoplado, no qual cada 
equação contém uma única incógnita, isso corresponde a trans¬ 
formar a matriz de coeficientes A em uma matriz diagonal 
Autovetores servem para se obter tal transformação. Suponha 
que a matriz n X n A tem um conjunto completo de n autoveto¬ 
res linearmente independentes. Lembre-se de que esse é certa¬ 
mente o caso quando os autovalores de A forem todos distintos 

ou quando A for auto-adjunta. Denotando por | íLl .| <nl esses 

autovetores e por ..., k H os autovalores associados, formamos 
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a matriz T cujas colunas são os autovetores. isto é, 


Aí" 


T = 


-(«A 


(29) 


\% / 

Como as colunas de T são vetores linearmente independentes, 
det T T* 0; logo, T é invertivel e T _1 existe. Um cálculo direto 
mostra que as colunas da matriz AT são, simplesmente, os veto¬ 
res A| Í|J ,Como A^ k) — segue que 


AT = 


onde 


A,fí" 



KlnV 


A. o 

... 0 \ 

II 

0 a 2 

... o 

1 

-- O 

*♦ O 

- 0 


= TD, 


(30) 


(31) 


é uma matriz diagonal onde os elementos diagonais são os au¬ 
tovalores de A. Da Eq. (30), segue que 

T"'AT = D. (32 > 

Assim, se os autovalores e autovetores de A são conhecidos, A 
pode ser transformada em uma matriz diagonal pela Eq. (32), Esse 
processo é conhecido como uma semelhança, e a Eq. (32) e 
descrita, em palavras, dízendo-se que A é semelhante à matriz 
diagonal D. Uma outra maneira é dizer que A é diagonalizável 
Observe que uma semelhança não muda os autovalores de A e 
transforma seus autovetores nos vetores coordenados e 1 ".e 

Se A for auto-adjunta, a determinação de T _1 ê muito sim¬ 
ples. Sabemos que os autovetores .... de A são ortogo¬ 
nais dois a dois, logo podemos escolhê-los de modo que estejam 
normalizados por £ UÍ ) - 1 paia cada i, Então, é fácil verifi¬ 
car que T _l = T*; em outras palavras, a inversa de T é igual ã 
sua adjunta (sua transposta conjugada). 

Finalmente, observamos que, se A tiver menos do que n au¬ 
tovetores linearmente independentes, então não existe matriz T 
tal que T _1 AT = D. Nesse caso, A não é semelhante a nenhuma 
matriz diagonal e não é diagonal izãvel. 


Exemplo 3 


Considere a matriz 


*-(::) 


Encontre uma matriz T que define uma semelhança e mostre que 
A é diagonalizável. 

No Exemplo 1 da Seção 7.5, vimos que os autovalores e au¬ 
tovetores de A são 


= 3. 6 "’ = (j); r, = -1, *»-(_£) 


Logo, a matriz cie semelhança T e sua inversa T' 1 são dadas por 


(33) 


= G -D ; T ' , = (í 


Portanto, você pode verificar que 
T-'AT= Q 


') = D. 


(34) 


(35) 


(36i 


Vamos, agora, voltar para o sistema 


ou, usando a Eq. (32), 


x — Ax, (37) 

onde A é uma matriz constante. Nas Seções 7,5 e 7,6, descreve¬ 
mos como resolver tal sistema partindo da hipótese de que x — 
§e n . Vamos fornecer, agora, um outro ponto de vista baseado na 
diagonalização da matriz de coeficientes A. 

De acordo com os resultados que acabamos de enunciar, é 
possível diagonalizar A sempre que A tiver um conjunto com¬ 
pleto de n autovetores lineamiente independentes. Sejam 1 ,,., 

os autovetores de Â associados aos autovalores . r fí e 

forme a matriz de semelhança T cujas colunas são |' h .£ lrr \ 

Então, definindo uma nova variável dependente y pela relação 


x = Ty, 


temos, da Eq, (37), 

Ty = ATy. 

Multiplicando por T _1 . obtemos 


y' = (T-'AT)y, 


(38) 

(39) 


y' = Dy. (41) 

Lembre-se que D é a matriz diagonal cujos elementos diagonais 

são os autovalores r.. r„ de A. Uma matriz fundamental para 

o sistema (41) é a matriz diagonal (veja o Problema 16) 


Q(0 = exp(Dí) - 


/é-V 0 
0 


Vo o 


0 \ 

0 


. (42* 


V/ 


Uma matriz fundamental para o sistema (37) é fonnada, en¬ 
tão. de Q através da transformação 


isto é, 


A 


*co = 


W = TQ: 


í>V,i 
I e 


ri w 





(43* 


(44) 


(40) 
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A Eq. (44) confirma o resultado obtido na Seção 7.5. Esse 
processo de diagonalização não tem nenhuma vantagem compu¬ 
tacional em relação ao método da Seção 7.5, jã que, em qualquer 
caso, é preciso calcular os autovalores e autovetores da matriz 
de coeficienres no sistema de equações diferenciais. Apesar dis¬ 


so, vale a pena observar que o problema de desacoplar um siste¬ 
ma de equações diferenciais e o problema de diagonalizar uma 
matriz são. do ponto de vista matemático, iguais. 


Exemplo 4 


Considere, mais uma vez. o sis Lema de equações diferenciais 

x' = Ax t (45) 

onde A é dada pela Eq. (33), Usando a transformação x = Ty. 
onde T é dada pela Eq, (35), você pode reduzir o sistema (45) ao 
sistema diagonal 

y' - (o y = Dy. (46) 

Obtenha uma matriz fundamental para o sistema (46} e depois 
transforme-o para obter uma matriz fundamental para o sistema 
original (45). 

Multiplicando, repetidamente, D por si mesma, vemos que 


■Mo ?)■ " f :). 

Portanto, segue da Eq. (23) que exp( Dn é uma matriz diagonal 
com elementos diagonais r^ r e e~\ isto é. 


e 


Úí 




(48) 


Finalmente, obtemos a matriz fundamental desejada ^Pfr) mul¬ 
tiplicando T por exp(Dr): 


W\r) - 


-G -i)(1 _£)■ 


(49) 


Note que essa matriz fundamental é a encontrada no Exemplo 1. 


Problemas 


Nos problemas de 1 a 10. encontre uma matriz fundamental para o 
sistema de equações dado. Em cada caso. encontre, também, a ma¬ 
triz fundamental *Pít) que satisfaz 4>í0) = 1. 


1. x 

3, x' 
5. x r 
7, x 

9. x 



Neste problema vamos mostrar que tem, de fato, as proprie¬ 
dades algébricas principais associadas à função exponencial. 

(a) Mostre que «fMn^í .v) — + s). isto é. mostre que 

expíAf)exp(Àj) = exp[Á(r +■ ,?)]. 

Sugestão: Mostre que. se s é fixo e i variável, então ambas 
4>U)<í>(.r) e 4>(r + j) satisfazem o problema de valor inicial Z r 
= AZ. Z(0) - 

(b) Mostre que -0 = 1. isto é. exp(Àf)exp[Aí -0] = I. 

Depois, mostre que 4>( —r) = 3 (0. 

(c) Mostre que Ofr - s) = ! ( v). 

16. Mostre que. se À é uma matriz diagonal com elementos diago¬ 
nais a } . a jz , então exp(Af) é também uma matriz diagonal 

com elementos diagonais exp(íi ? /). .... expttf^}. 

17, Considere um oscílador satisfazendo o problema de valor inicia! 

ií +o ru =; 0, íí( 0) = u E> , i/(0) — ir 0 , (i) 

(a) Sejam.Vj — tt , x 2 — u* e escreva as Eqs, (i) na forma 

x = Av, x(0) ” x°. (ii) 

(b) Usando a série (23). mostre que 


1 1. Resolva o problema de valor inicial 

4>- ««>=U) 

usando a matriz fundamental 9>{ri encontrada no Problema 3. 

12. Resolva o problema de valor inicial 

x '=(“! ~í) x - x(0) = (í) 

usando a matriz fundamental 4>< t > encontrada no Problema 6, 

13. Mostre que <I>u) = ( ;,d- onde Oií) e *¥{ t) são como 

definidas nesta seção. 

14. A matriz fundamental <ft7) para o sistema (3) foi encontrada 

no Exemplo 2. Mostre que = <I >(t -+ s) multiplicando 

<!>(/) e <f Hsl 

15. Seja 0>cn a matriz fundamental satisfazendo <E>' = AO, 0(0) 
= I. No texto, denotamos essa matriz também por exptA/j. 


seníuf 

exp Ar = 1 cos a>r + A-{m) 

ü) 

(c) Encontre a solução do problema de valor inicial (ii). 

18. O mé t od o d e a prox ím açõe s suces s ivas l ve j a a S eç ão 2.8} tam¬ 
bém pode ser aplicado a sistemas de equações. Por exemplo, 
considere o problema de valor inicial 

x =Ax, x(0)=3£ fl , (i) 

onde Á é uma matriz constante e x u um vetor dado, 

ia) Suponha que existe uma solução x = 4>fO e mostre que ela 

tem que satisfazer a equação integral 

= x ü H- / AdMí) íI í. (ii) 

Jo 

(b) Comece com a aproximação inicial <fi m (n = x 1 . Substitua 
4>U) no lado direito da Eq. (ii) por essa expressão e obtenha 
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7.8 Autovalores Repetidos 


uma nova aproximação cf> 1 (r). Mosire que 

cj>' ri {f) = (1 + Af)x°. (iii) 

(c) Repita esse processo obtendo, assim, uma sequência de 

aproximações 4> í01 * cb' 1 _ ..Use um argumento 

indutivo para mostrar que 

= |l + Aí +A : ^ H-+ A' 1 J x°. (iv) 

(d) Faça n » e mostre que a solução do problema dc valor 
inicial (i) é 

<j>(0 =exp(Af}X°, (v) 


Concluiremos nossa discussão do sistema linear homogêneo com 
coeficientes constantes 

x = Ax (1) 

considerando o caso em que a matriz A tem autovalores repeti¬ 
dos, Lembre-se de que observamos, na Seção 7,3. que um 
autovalor repetido com multiplicidade algébrica k ^ 2 pode ter 
multiplicidade geométrica menor do que k. Em outras palavras, 
podem existir menos do que k auto vetores linearmente indepen¬ 
dentes associados a esse autovalor. O exemplo a seguir ilustra 
essa possibilidade. 


Exemplo 1 


Encontre os autovalores e auto vetores da matriz 


A 0 0 


( 2 ) 


Os autovalores r t os autovetores £ satisfazem a equação (A 
- rl)| = 0, ou 

<0 


(V 3^)0;)= 


(3) 


Os autovalores são as raízes da equação 
detíA — rll = 


1 -r -1 
1 3 — r 




4r+4 = 0. (4) 


Logo, os dois autovalores são t\ = 2 e r, = 2, isto é, o autovalor 
2 tem multiplicidade algébrica 2, 


Para determinar os autovetores associados, precisamos vol¬ 
tar para a Eq. (3) e usar o valor 2 para r. Isso nos dá 

(-! -:)©-©■ 

Obtemos, portanto, uma única condição + ê = 0 t o que de¬ 
termina em função de £„ ou vice-versa. Então* um autovetor 
associado ao autovalor r = 2 é 

£">=(_{), (6) 

ou qualquer múltiplo não-nulo desse vetor. Note que existe ape¬ 
nas um autovetor linearmente independente associado a esse 
autovalor duplo. 


Voltando para o sistema (1), suponha que r = p é uma raiz de 
multiplicidade k da equação 

dei(A - rí) — 0. (7) 

Então p é um autovalor de multiplicidade algébrica k da matriz 
A, Nesse caso, existem duas possibilidades: ou existem k veto¬ 
res linearmenie independentes associados ao autovalor p ou exis¬ 
tem menos do que k desses vetores. 

No primeiro caso, sejam Q l \os k autovetores linear¬ 
mente independentes associados ao autovalor p de multiplici¬ 
dade algébrica k. Então, x {l '(r) = 1 '^ pí .x^(r) = são k 

soluções linearmente independentes da Eq, (1). Assim, nesse 
caso, não faz diferença que o autovalor r=p seja repetido: ainda 


Exemplo 2 

Encontre um conjunto fundamental de soluções para 



e desenhe um retrato de fase para esse sistema. 

A Fig, 7.8.1 mostra um campo de direções para o sistema (8). Nessa 
figura, parece que todas as soluções não-nulas se afastam da origem. 


existe um conjunto fundamental de soluções da Eq, (I) da for¬ 
ma £e rI . Esse caso sempre ocorre se a matriz de coeficientes for 
auto-adjunta. 

No emanLo, se a matriz de coeficientes não for auto-adjunta, 
então podem existir menos do que k vetores linearmente inde¬ 
pendentes associados ao autovalor p de multiplicidade algébrica 
k e, se for esse o caso, haverá menos que k soluções da Eq. (1} da 
forma %e fI1 associadas a esse autovalor* Portanto, para construir a 
solução geral da Eq, (I), é preciso encontrar outras soluções de 
forma diferente. Por analogia com resultados anteriores para 
equações lineares de ordem n. é natural procurar outras soluções 
envolvendo produtos de funções polinomiais e exponenciais. Va¬ 
mos primeiro considerar um exemplo. 


Para resolver esse sistema, note que a matriz de coeficientes 
é igual à matriz no Exemplo 1, Sabemos, então, que r = 2 é um 
autovalor duplo que tem um único autovetor correspondente li¬ 
nearmente independente, que podemos escolher como — (1. 
— 1 )* Logo, uma solução do sistema (8) é 

x in (í) = (_j)e 2 '. (9) 
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FIG, 7,8.1 Um campo dc direções para o sistema (8). 


Igualando os coeficientes de te 21 e de e 2 ' de cada lado da Eq. (14), 
encontramos as condições 

(A — 2I)£ = 0 (15) 

e 

(A-2I)i| = í (16) 

para £ e tj, A Eq, (15) será satisfeita se i; for um autovetor de A 
associado ao autovalor r = 2, isto é, — (1, -1). Como det(A 
- 21) é nulo, poderíamos esperar que a Eq, (16) não tivesse so¬ 
lução. No entanto, isso não é necessariamente verdade, já que, 
para alguns vetores é possfvd resolver a Eq. (16). De fato, a 
matriz aumentada para a Eq. (16) é 



A segunda linha dessa matriz é proporcional â primeira, de modo 
que o sistema é solúvel. Temos 


mas não existe uma segunda solução da forma x — £je rT . 

Baseado no procedimento usado para equações lineares de 
segunda ordem na Seção 3.5, parece natural tentar encontrar uma 
segunda solução do sistema (8) da forma 

x = gf# t (10) 

onde ^ é um vetor constante a ser determinado. Substituindo x 
na Eq. (8), obtemos 

2£te 2 ' + £e 2 ' - A£te 2 ’ = 0. (11) 

Para que a Eq. (11) seja satisfeita para todo r, é necessário que 
ambos os coeficientes de re 2f e de e 2f sejam nulos. Igualando a 
zero o coeficiente de e 2 \ vemos que 

É-0, (12) 

Logo, não existe solução não-nula do sistema (8) da forma (10), 
Como a Eq. (11) contém termos em te 2 ' e ê\ parece que, além 
de a segunda solução tem de conter, também, uni termo da 
forma y\e ll \ em outras palavras, precisamos supor que 

x = $te 2 '+i\e 2 ', (13) 

onde ^ e T| são vetores constantes. Substituindo x na Eq. (8) por 
essa expressão, obtemos 

2 £te 2 ' + (Ê + 2r\)e 2t = A(gr e 2 ' + v\e 2 '). (14) 


-í?i -ij 2 = l> 

de modo que. se tj, - k, onde k é arbitrário, então 77 , = —Jt — 1* 
Se escrevermos 

”=(-!-*)=(-;) + ‘(-D' (i7 > 

então, substituindo £ e ij na Eq. (13), obtemos 

*=(_!)^+(_°)^'+‘(-0 e! ' < 18 > 

O último termo na Eq, (18) é, simplesmente, um múltiplo da 
primeira solução x íl} (f) e pode ser ignorado, mas os dois primei¬ 
ros termos constituem uma nova solução: 

x í2) (í)= (_[) íe 2< + (_0)^. (19) 

Um cálculo elementar mostra que tV[x !l! , x i:, ](f) = -e M e, por¬ 
tanto. x : 11 e x 1 ' 1 formam um conjunto fundamental de soluções para 
0 sistema (8). A solução geral é 

X = C|X {l> (í) + c,x' 2) (0 


= c \ 



+ c 2 




.( 20 ) 



í 


FIG. 7,8.2 (a) Trajetórias do sistema (8): a origem é uni nó impróprio, (b) Gráficos de x t em função de t para o sistema (8). 
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0 gráfico da solução (20) é um pouco mais difícil de analisar 
do que em alguns dos exemplos anteriores* B claro que x se tor¬ 
na ilimitada quando / —> ^ e que x —> 0 quando t —* B pos¬ 
sível mostrar que, quando r todas as soluções se aproxi¬ 

mam da origem tangentes à reta ,v 2 = —x t determinada peio au¬ 
to vetor. Analogamente, quando r—* ocçcada trajetória é assintótica 
a uma reta com coeficiente angular — L As trajetórias do sistema 
(8) aparecem na Fig, 7.8*2#, e alguns gráficos típicos de .v f em 


função de f aparecem na Hg. 7.8.26,0 padrão de trajetórias nessa 
figura é típico de sistemas de segunda ordem x' = Ax com 
autovalores iguais e apenas um auto vetor independente. A ori¬ 
gem é chamada de nó impróprio nesse caso* Se os autovalores 
forem negativos, então as trajetórias são semelhantes, mas ori¬ 
entadas cm sentido oposto* Um nó impróprio pode ser assintati¬ 
camente estável ou instável, dependendo de os autovalores se¬ 
rem negativos ou positivos. 


Uma diferença entre um sistema de duas equações de primeira 
ordem e uma única equação de segunda ordem é evidente no exem¬ 
plo precedente. Lembre-se dc que, para uma equação linear de 
segunda ordem cuja equação característica tem uma raiz repetida 
r ]7 não é necessário um termo da forma ce nl na segunda solução, 
já que isso é um múltiplo da primeira solução. Por outro lado* para 
um sistema com duas equações dc primeira ordem, o termo 
da Eq. (13) com — 2 não é um múltiplo da primeira solução . 

de modo que o temi o y\ev precisa ser mantido. 

O Exemplo 2 é típico do caso geral quando existe uni autov alor 
duplo e um único autovetor associado independente* Considere, 
novamente, o sistema (1) e suponha que r — p é uni autovalor 
duplo de A, mas que existe apenas um autovetor associado inde¬ 
pendente L Então uma solução [semelhante à Eq* (9)] é 

x n, (r) = %e pl , ( 21 ) 

onde % satisfaz 

(A-pOg = 0. (22) 

Procedendo como no Exemplo 2, vemos que uma segunda solu¬ 
ção [semelhante à Eq. (19)] é 

x' 2) (/) = &e pl +T\e pt , (23) 

onde £ satisfaz as Eqs. (22) e V| é determinado de 

(A-pl>n = É. (24) 

Embora det(A — pi) = 0, pode-se mostrar que é sempre possí¬ 
vel resolver a Eq* (24) para vp O vetor é chamado de autove¬ 
tor generalizado associado ao autovalor p. 


Matrizes Fundamentais. Como explicado na Seção 7.7, matri¬ 
zes fundamentais são formadas colocando-se soluçõe*s linearmente 
independentes em colunas. Assim* por exemplo, pode-*se formai' 
uma matriz fundamental para o sistema (8) usando-se as soluções 
v 1 '(0 e x' : 'í t) dadas nas Eqs. (9) e (19), respectivamente: 



A matriz que satisfaz 3>(0) = I também pode ser imediata¬ 
mente encontrada através da relação 4>íí) = ^(r) 1 ^ -1 ®. Para a 
Eq, (8), temos 


V(0) = (_j Jl). ^-'(0) = (_ ] _°).(26) 


e. portanto, 

4»(í) as. 4'(r)'l'“ 1 <0) ;= e 2 ' ( í 





A última matriz é. também, a matriz exponencial exp(A/)* 

Formas de Jordan, Como v i mos na Seção 7*7 , uma matriz A n 
x n $6 pode ser diagonalizada se tiver um conjunto completo de 
ii auto vetores linearmente independentes* Se existem menos 
autovetores (devido a autovalores repetidos), então À sempre 
pode ser transformada em uma matriz quase diagonal, denomi¬ 
nada de sua forma canônica de Jordan7 que tem os autovalores 
de A em sua diagonal, um em determinadas posições acima da 
diagonal principal e zeros em todos os outros lugares* 

Considere, novamente, a matriz A dada pela Eq* (2), Forme a 
matriz de semelhança T com o único autovetor | dado pela Eq. 
(6) em sua primeira coluna e com o autovetor generalizado i] dado 
pela Eq. (17) com k = 0 na segunda coluna. Então, T e sua in¬ 
versa são dados por 

T=(_] _J) . T-' = ^_[ _jj. (28) 

Como você pode verificar, segue que 

I AT- (jj = J (291 

A matriz J na Eq. (29) é a forma canônica de Jordan de A. Ela é 
típica de todas as formas de Jordan por ler um 1 acima da diago¬ 
nal principal na coluna correspondente ao autovetor que está fal¬ 
tando (e é substituído em T pelo autovetor generalizado)* 

Se começarmos de novo da Eq. (1 ), 

x = Ax, 

a transformação x = Ty, onde T é dado pela Eq. (28), produz o 
sistema 

y — Jy. (30 \ 

onde J é dado pela Eq. (29). Em forma escalar, o sistema 
(30) é 

y\ — 2y\ + v 2 . y* 2 = 2 y 2 . (31 í 

Essas equações podem ser resolvidas imediatamente em ordem 
inversa* Dessa forma, obtemos 

y 2 = c x e 2 \ y x = c } te 21 -f c 2 e 2 \ (32) 

Logo, as duas soluções independentes do sistema (30) são 

y (l) (0 = e 2 ', y (2) = ^ e 2 ' (33) 

*Camille Jordan 1 3 838-192Í), professor da École Polytedinique edo Ccllège de France* ftz 
contribuições importantes à analise, à topologia e, especialmente, à álgebra. A forma dc 
Jordan de uma matriz apareceu em seu livro influente. Tmité des substiturioiis etiieséqiiurior u 
algébriques, publicado em 1S70. 
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e a matriz fundamental correspondente é 



Como ^(0) = L podemos identificar, também, a matriz na Eq. 
(34) como expí }r)< O mesmo resultado pode ser encontrado cal¬ 
culando-se as potências de J e substituindo-as na série exponen¬ 
cial (veja os problemas de 19 a 21). Para obter uma matriz fun¬ 
damental para o sistema original formamos o produto 

W^Texp(J0=(_^ 2 , _J e * te 2,)> 05) 

que é igual à matriz fundamental dada na Eq. (25). 


Problemas 


15. Mostre que todas as soluções do sistema 



tendem a zero quando t —> = se, e somente se, a - d < 0 e ad 
- bc > O* Compare esse resultado com o do Problema 38 na 
Seção 3.5. 

16, Considere, novamente, o circuito elétrico no Problema 26 da 
Seção 7,6, Esse circuito é descrito pelo sistema de equações 
diferenciais 



(a) Mostre que os autovalores sào reais e iguais se L - 4tf-C. 

(b) Suponha que R - l ohm, C = I farad e L = 4 hcnrys, Su¬ 
ponha, também, que /(O) — 1 ampère e V(0) = 2 volts. Encon¬ 
tre Kr) e V(r)* 


Nos problemas de 1 a 6, encontre a solução geral do sistema dado. 
Em cada um dos problemas de 1 a 4. desenhe, também, um campo 
dc direções, esboce algumas trajetórias e descreva como as soluções 
se comportam quando / -4 

1 *'-(i :?)« * 2 - «'=(g 

éí 3 - x ' = (l! _|) x * 4 x ' - (1 j) x 

5 -‘' = (í-i-i)‘ “-èü) 1 


Nos problemas de 7 a 10, encontre a solução do problema dc valor 
inicial dado. Desenhe a trajetória da solução no plano x t Xi e dese¬ 
nhe. também, o gráfico de em função de r. 


4i 7 - 
él 8 . 

41 9 - 

él 10 


(4 j) x ' =(2) 


ti 

(4 

(-? 


8 ' 

-?)*■ 


*( 0 ) 


JtfO) 


■(-0 

=(-0 


x(0) = 


Nos Problemas 11 e 12, encontre a solução do problema de valor 
inicial dado. Desenhe a trajetória correspondente no espaço e 
desenhe, também, o gráfico de x } em função de f. 

/ l 0 0\ 

1L \= -4 I 0 x. x(0) = 


6 2 , 

I 


41 12. x' = 


i - = 


1 


ri 


-V 


x(0) 



Nos Problemas 13 e 14. resolva o sistema de equações dado pelo 
método do Problema 19 da Seção 7.5. Suponha que t > 0. 


13. rx 


■-(? -í) : 


14. rx 


■-G 


Autovalores de Multiplicidade 3. Se a matriz À tem um autovalor 

de multiplicidade 3. então podem existir um, dois ou três auto veto¬ 
res correspondentes linearmente independentes, À solução geral do 
sistema x' = Ax é diferente, dependendo do número de auto vetores 
independentes associados ao autovalor triplo, Como observado no 
texto, não ha dificuldade se existem três auto vetores, já que, nesse 
caso, existem três soluções independentes da forma x - Os dois 
problemas a seguir ilustram 0 procedimento para se encontrar a so¬ 
lução no caso de um autovalor triplo com um ou dois autoverores 
i n depen d en te s, re spec tí v amente, 

17, Considere o sistema 



(a) Mostre que r = 2 é um autovalor de multiplicidade algébri¬ 
ca 3 da matriz de coeficientes A e qtte existe apenas um auto- 
vetor associado independente, a saber. 



(b) Usando a informação do item (a), escreva uma solução x ' '(ri 
do sistema ri). Não existe outra solução da forma puramente 
exponencial x = %e rT . 

(c) Para encontrar uma segunda solução, suponha que \ - tye 2t 
+ r\e :< . Mostre que | e v\ satisfazem as equações 

(A — 2I)£ — 0. (A-2I}t| = t 

Como | já foi encontrado no item (a), resolva a segunda 
equação para T| Despreze o múltiplo de que aparece em 
T). já que nos leva, apenas, a um múltiplo da primeira solu¬ 
ção x 1 . Depois, escreva uma segunda solução x :Z, U) do sis¬ 
tema (í), 

(d) Para encontrar uma terceira solução, suponha que x — tffií 

2 )e~ ! + 4- ÇeA Mostre que r| e £ satisfazem as equações 

(A - 2I>£ = 0 í A - 2Ihi = t (A - 21)1 = ti 

As duas primeiras equações são as mesmas do item (c), logo, 
para resolver a equação para Ç. despreze, novamente, o múlti¬ 
plo de | ! que aparece. Depois, escreva uma terceira solução 
x l3, (f) do sistema (i). 

(e) Escreva uma matriz fundamental *!*(/) para o sistema (i), 

(f) Forme a matriz T com o autovetor Ç' 1 ' na primeira coluna e 
os autovetores generalizados rj e £ nas segunda e terceira colu¬ 
nas. Depois, encontre T" 1 e forme o produto J — T'AT. A 
matriz J é a forma canônica de Jordan de A. 
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18. Considere o sistema 


/ 5 -3 

X — Ax = 8 -5 

V-4 3 

(a) Mostre que r— 1 é um auto vetor triplo da matriz de coefi¬ 
cientes A e que existem dois auto vetores associados Une armente 
independentes, que podemos escolher como 

«'"-(j)' «“-(_!)■ (i " 

Encontre duas soluções linearmente independentes x ljj (/) e x c2f {/) 
da Eq. (í). 

(b) Para encontrar uma terceira solução* suponha que x = 

+ T|e f ; mostre que, então, | e t] têm de satisfazer 

(A - l)% = 0. (iü) 

(A — I)Y| S= i;. (iv) 

(c) Mostre que | 11 + c 2 ^ {1 K onde c, e c 2 são constantes 

arbitrárias, é a solução mais geral da Eq. (iii). Mostre que, para 
resolver a Eq, (iv), é necessário que c ] — c v 

(d) É conveniente escolher e t = c 2 —2. Para essa escolha, mos¬ 
tre que 



onde retiramos os múltiplos de £ lli e £ r2 ' que aparecem em r\. 
Use os resultados dados nas Eqs, (v) para encontrar uma ter¬ 
ceira solução linearmente Independente x 0) {/} da Eq, (i), 

(e) Escreva uma matriz fundamental ^(f) para o sistema (i). 

(f) Forme a matriz T com o auiovetor £' 1 * na primeira coluna e 
com o auto vetor | e o auto vetor generalizado rp dados pelas 
Eqs, (v), nas duas últimas colunas. Encontre T“ 1 e torme o pro¬ 
duto j = T 'AT. A matriz J é a forma canônica de Jordan de 
A. 



19. Seja J 


20 , 




onde À é um número real arbitrário. 


(a) Encontre J\ J 3 e J 4 . 

(b) Use um argumento por indução para mostrar que 

nk*‘" 


r 


À* 

0 


A” 


(c) Determine exp(J/). 

(d) Use exp(Jí) para resolver o problema de valor inicial x 1 
Jx, x(0) = x°. 

Seja 


(k 0 
0 X 

\o o 


;) 


onde A é um número real arbitrário. 

(a) Encontre J 1 , P e J 4 . 

(b) Use um argumento indutivo para mostrar que 


(k n 0 0 \ 

r = o v «r- 3 . 

\0 0 x n ) 

(c) Determine exp(Jf). 

(d) Observe que. se você escolher À - K então a matriz J nesse 
problema é igual à matriz J no Problema 18(0- Usando a ma¬ 
triz T do Problema 18(f), forme o produto Texp(Jr) com À = 
1. A matriz resultante é a mesma que a matriz fundamental ^(f) 
no Problema L8(e)? Se não for, explique a discrepância. 

21. Seja 


J = I o x i L 

\o o xj 

onde A é um número real arbitrário, 

(a) Encontre J-, P e J\ 

(b) Use um argumento indutivo para mostrar que 

A" nr -1 [n(n - 1 }/2JÀ"“ 2 

j" = o r n\ n - [ 

\ o o k" 

(c) Determine exp(Jf). 

(d) Observe que, se você escolher A = 2, então a mairiz J neste 
problema é igual à matriz J no Problema 17(f)- Usando a 
triz T do Problema 17(0. forme o produto Texp(Jf) com A = 
2. Observe que a matriz resultante é a mesma que a matriz fun¬ 
damental \P(í) no Problema I7(e). 



7.9 Sistemas Lineares Não-Homogêneos 

Nesta seçào, vamos considerar o sistema não-homogêneo 

x' = P(f)x + g(í), (1) 

onde a matriz n X n P(íj e o vetor n X I g (r) sao contínuos em a 
< t < /3. Pelo mesmo argumento usado na Seçào 3,6 (veja, tam¬ 
bém, o Problema 16 nesta seção), a solução geral da Eq. (I) pode 
ser expressa na forma 

x = c,x l)) -(í) +-h c„x ÍJI> (í) + v(f), (2) 

onde c L x' 1 ? (r) + ... + c ir x ífJI (r) é a solução geral do sisicma homo¬ 
gêneo x' - P(í)x e v(/)é uma solução particular do sistema não- 
homogêneo (1). Vamos descrever, rapidamente, diversos méto¬ 
dos para se encomrar v(/). 

Diagonalização, Começamos com um sistema da forma 

x = Ax + g(r), (3) 

onde A é uma matriz n x n constante diagonalizável. Diagona- 
lizando a matriz de coeficientes A como indicado na Seção 7.7, 
podemos transformar a Eq. (3) em um sistema de equações fa¬ 
cilmente solúvel. 

Seja T a matriz cujas colunas são os autovetores ... ? £ írr 
de A c defina uma variável dependente nova y por 

x = T>. (4) 

Então, substituindo x na Eq. (3) pela expressão acima, obtemos 

Ty' ^ ATy + g(/). 

Multiplicando por T~\ segue que 

y' = (T _] AT)y + T“'gu) = Dy + h(f), (5) 

onde h(f) = T" L g(f) e D é a matriz diagonal cujos elementos diago¬ 
nais são os autovalores r { ,..., r a de A, arrumados na mesma ordem 
que os autovetores correspondentes £ ê'" 1 que aparecem como 

colunas de T, A Eq. (5) é um sistema de n equações desacopladas 
para em conseqüência, as equações podem ser resol¬ 

vidas separadamente. Em forma escalar, a Eq. (5) fica 

y'j(t) = rjj (t) 4- hj (f}, j = 1,. *., n. (6) 

onde hft) é uma determinada combinação linear de g^t), .,,,g„(r). 
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AEq. (6) é uma equação linear de primeira ordem e pode ser 
resolvida pelos métodos da Seção 2.1. De fato, temos 


yj(r) 


='"7' 

Jtn 


h-(s) di + c-e J 


y = i.(7) 


onde os c } são constantes arbitrárias. Finalmente, a solução x da Eq. 
(3) é obtida da Eq, (4). Ao ser multiplicado pela matriz de semelhan¬ 
ça T\ o segundo termo do lado direito do sinal de igualdade na Eq. (7) 
fornece a solução geral da equação homogênea x' = Ax, enquanto o 
primeiro termo fornece uma solução particular da Eq. (3). 


Exemplo 1 


Encontre a solução geral do sistema 

*'=('í (8> 

Procedendo como na Seção 7,5 T vemos que os autovalores da 
matriz de coeficientes são r í = -3 e r 2 = — 1, e os auto vetores 
correspondentes são 



Logo, a solução geral da equação homogênea é 



Antes de escrever a matriz T de autovetores, lembre-se que va- 
mos precisar encontrar T _l . A matriz de coeficientes A é real e 
simétrica, logo podemos usar o resultado enunciado no final da 
Seção 7.3: T 1 é simplesmente a adjunta ou (como T é real) a trans¬ 
posta de T. desde que os autovetores de A estejam normalizados 
de modo que (|, |) = L Portanto, normalizando £ (lí e £ í: \ temos 



Fazendo x - Ty e substituindo na Eq. (8), obtemos o seguin¬ 
te sistema de equações para a variável dependente nova y: 


y' = Dy + T- , g(í)=( q _°) 

Logo, 

y\ + 3yj = 


J_ (2e~' -3 1\ 
y+ j 2 \ 2 e-'+3 í) 


+ y, = y/2i 


■ v 2 + >2 


e * vf 

e~’ + ~t. 
V2 


( 12 ) 


03) 


Cada uma das Eqs, (13) é uma equação linear de primeira ordem 
e, portanto, pode ser resolvida pelos métodos da Seção 2.1. Des¬ 
se modo, obtemos 





V2f*-' + ~{t 
V2 


1) + c 2 e r . 


Final mente, escrevemos a solução em função das variáveis ori¬ 
ginais: 



/ fcq/V 2)e ^ + [(c 2 /*/2) + *+f —j + íê ' \ 

2)e“ 3 ' + [(c 2 /V2) - {]e- ! +2 t-l + te- 1 ) 


onde k ] = cj^jl e k 2 - e 2 /V 2 , Os dois primeiros lermos à direi¬ 
ta do sinal de igualdade na Eq. (15) formam a solução geral do 
sistema homogêneo correspondente à Eq. (8), Os termos res¬ 
tantes formam uma solução particular do sistema nào-homo- 
gêneo. 


Se a matriz de coeficientes A na Eq. (3) não for diagonalizável 
(por causa de autovalores repetidos e falta de autovetores), pode, 
de qualquer jeito, ser reduzida à sua forma canônica de Jordan J 
através de uma matriz de semelhança apropriada T, envolvendo 
tanto autovetores quanto autovetores generalizados. Nesse caso, 
a equação diferencial para?,,.. y fl não é totalmente desacoplada, 
já que algumas linhas de J têm dois elementos não-nulos, um 
autovalor na posição diagonal e um 1 na posição adjacente à di¬ 
reita. No entanto, as equações para y,. y n ainda podem ser re¬ 

solvidas consecutivamente, começando com y, r . Então, a solução 
do sistema original (3) pode ser encontrada pela relação x = Ty. 

Coeficientes Indeterminados, Uma segunda maneira de se en¬ 
contrar uma solução particular do sistema não-homogêneo (1) é 
o método dos coeficientes indeterminados. Para usar esse méto¬ 


do, supomos que a solução tem determinada forma com alguns 
ou todos os coeficientes indeterminados e depois procuramos 
esses coeficientes de modo a satisfazer a equação diferencial. Do 
ponto de vista prático, esse método só é aplicável se a matriz de 
coeficientes P for constante e se as componentes de g forem funções 
polinomiais, exponenciais, senoidais ou produtos dessas funções. 
Nesse caso, a forma correta da solução pode ser prevista de manei¬ 
ra simples e sistemática. O procedimento para escolher a forma 
da solução é, essencialmente, o mesmo que o dado na Seção 3.6 
para equações lineares de segunda ordem. A principal diferença 
é ilustrada pelo caso de um termo não-homogêneo da forma ue A1 . 
onde A é uma raiz simples da equação característica. Nessa situ¬ 
ação, em vez de supor uma solução da forma a te At , é preciso usar 
afíA + be A \ onde a e b são determ inados substituindo-se a expres¬ 
são na equação diferencial. 
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Exemplo 2 

Use o método do$ coeficientes indeterminados para encontrar 
uma solução particular de 

_2^ x + j = Ax + g(r). ( 16 ) 

Esse é o mesmo sistema de equações que no Exemplo I. Para 
usar o método dos coeficientes a determinar* escrevemos gí t) na 
forma 



Vamos supor, então, que 

x — y(t) = a te~ ! + be“' + a 4- d. { 18) 

onde a. b. c e d são vetores a serem determinados. Note que r = 
í é um autovalor da matriz de coeficientes e. portanto, temos 
que incluir tanto quanto be* na solução proposta. Subsu¬ 
mindo a Eq. (18) na Eq, (16} e juntando os termos, obtemos as 
seguintes equações algébricas para a, b, c e d: 

Aa = —a, 

Ab = a - b - (q) . 


Variação dos Parâmetros. Vamos considerar* agora, problemas 
mais gerais onde a matriz de coeficientes não é constante ou não 
é diagonaiizável. Seja 

x' = P(r)x + gír) t (22) 

onde P(r) e g(r> são contínuas em a < t < /3. Suponha que já foi 
encontrada uma matriz fundamental 4f(f) paru o sistema homo¬ 
gêneo correspondente 

x' = P(r)x (23) 

Vamos usar o método de variação dos parâmetros para construir 
uma solução particular e, portanto, a solução geral, do sistema 
nao-homogêneo (22). 

Como a solução geral do sistema homogêneo (23) é 'Puje, é 
natural proceder como na Seção 3.7 e buscar uma solução do 
sistema nao-homogêneo (22) substituindo-se o vetor constante 
c por uma função vetorial uír). Assim, supomos que 

X = ¥(í)u(0, (24) 

onde u( t) c um vetor a ser encontrado. Diferenciando x dado pela 
Eq. (24) e impondo a Eq. (22), obtemos 

Vit )u(f) + >P(í)u'(í) = P(í)^(f.)u(r) + g(0- (25) 

Como 'T(r) é uma matriz fundamental. V(r) = PfrWtf); logo. 
a Eq. (25) se reduz a 

= g(f). (26) 

Lembre-se que t) é invertfvel em qualquer intervalo onde P é 

contínua. Então* existe e temos 

u'(í) = ^"'(r)g(í). (27) 

Logo. podemos selecionar como u(f) qualquer vetor na classe de 
vetores que satisfazem a Eq. (27): esses vetores estão deter¬ 



Ad = c. 


Da primeira das Eqs. (19)* vemos que a é um autovetor de A 
correspondendo ao autovalor r = — L Logo, a r = ( a. ah onde a 
é qualquer constante diferenLe de zero. Note que a segunda da> 
Eqs. (19) só pode ser resolvida se a — 1 e. nesse caso, temos 

(2m 

para qualquer constante k. A escolha mais simples é k = 0, dom 
de b r — (0, — 1). As terceira e quarta equações em (19) forne¬ 
cem, então. c T = (L 2) e d r = (-4/3, —5/3), respectivamente. 
Finalmente, da Eq. (18). obtemos a solução particular 

v ( ,] = (J) íí -'- (?)<■■' + (:)'- S (5) •° 11 

A solução particular (21) não é idêntica à contida na Eq, (15) do 
Exemplo I porque o termo contendo e é diferente. No entanto, 
se escolhermos Á “ 1/2 na Eq. (20), teremos b 1 = í 1/2, -1/2) e 
as duas soluções particulares ficarão idênticas. 


minados a menos de uma constante (vetorial) aditiva; portanto 
denotamos uíf) por 

uír) = I + (28) 

onde o vetor constante c é arbitrário. Se as integrais na Eq, (28 > 
puderem ser calculadas* então a solução geral do sistema (22) é 
encontrada substituindo-se uír) da Eq. (28) na Eq, (24). No en¬ 
tanto. mesmo que as integrais não possam ser calculadas, ainda 
podemos escrever a solução geral da Eq. (22) na forma 

X = \P{/ )c + V(f) j V l (s}g(s) ds, (29) 

onde T [ é qualquer ponto no intervalo (a. /3), Observ e que a pri¬ 
meira parcela à direita do sinal de integral na Eq. (29) é a solu¬ 
ção geral do sistema homogêneo associado (23) e a segunda par¬ 
cela é uma solução particular de (22), 

Vamos considerar, agora* o problema de valor inicia! consis¬ 
tindo na equação diferencial (22) e na condição inicial 

X|f n ) = x u . (30) 

Podemos encontrar a solução desse problema de maneira con¬ 
veniente se escolhermos o limite inferior de integração na Eq. 

(29) como sendo 0 ponto inicial f 0 , Então* a solução geral da equa¬ 
ção diferencial fica na forma 

x = ^P(;)c + Wít) I ds\ (3E 

Ai 

Para / - t H a integral na Eq, (31) é nula* logo a condição inicial 

(30) pode também ser satisfeita se escolhermos 

C = ¥-'(/ 0 )x d . (32) 
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Portanto. 


X - íllir ‘ íf n >X IJ + ^(f) 


I V 1 

Jt n 


(5)g(s) ds (33) 


é a solução do problema de valor inicial dado. Mais unia vez, 
embora seja útil usar ^ 1 para escrever as soluções (29) e (33), 
em geral é melhor, em casos particulares, resolver as equações 
necessárias por redução de linhas em vez de calcular 1 e subs- 
Lituir nas Eqs. (29) e (33), 


A solução (33) fica em uma forma ligeiramente mais simples 
se usarmos a matriz fundamental que satisfaz <$>{/„) — I, 
Nesse caso. temos 

t = 4>(/) / <P~ l (s)g(s) ds. (34) 

Jt 0 

A Hq, (34) pode ser ainda mais simplificada se a matriz de coe¬ 
ficientes P(r) for constante (veja o Problema 17), 


Exemplo 3 


Use o método de variação dos parâmetros para encontrar a solu¬ 
ção geral do sistema 

v = ) x + ) - Ax + g{f). (35) 

Esse é o mesmo sistema de equações dos Exemplos 1 e 2. 

A solução geral do sistema homogêneo correspondente foi 
dada na Eq, (10). Assim, 


*<'> = (_*-* í) < 36 > 

é uma matriz fundamental Então, a solução x da Eq. (35) é dada 
por x = onde u ff) satisfaz *l*(r)u'(0 = gír). ou 


—e 


-3/ 


: :: )(::D=(T)- 


(37) 


Resolvendo a Eq, (37) por redução de linhas, obtemos 


u\ — 1 + -te 1 . 

Logo, 

íf,(í) = \e 2r - \ te 4- +c r 

U-, (/) — í ~\~ ~ C-,, 

e 

x — tyiniKn 

=C| ( 0*' , '~ c >(0' 

que é a mesma solução obtida anteriormente. 



(38) 


Transformadas de Laplace , Usamos a transformada de La- 
place no Cap, 6 para resolver equações lineares de ordem arbi¬ 
trária. Ela também pode ser usada praticamente da mesma ma¬ 
neira para resolver sistemas de equações. Como a transformada 
é uma integral, a transformada de um vetor é calculada compo¬ 
nente a componente. Logo £{x(f) 1 é o vetor cujos componentes 


Exemplo 4 

Use o método da transformada de Laplace para resolver o siste¬ 
ma 

x'=/~ _'j x + (^3t J - Ax + 8 fr >- (40) 

Esse é o mesmo sistema de equações que nos Exemplos de 1 a 3. 

Vamos calcular a transformada de Laplace de cada termo na 
Eq. (40). obtendo 

sX(s) — x(0) = AX(j) -p G(j), (41) 

onde G (s) é a transformada de gtr). A transformada Gísj é dada 
por 



são as transformadas dos componentes respectivas de x(r) e 
analogamente para Vamos denotar T{x(r}] por X(s). 

Então, por uma extensão do Teorema 6.2.1 para vetores, também 
temos 

£{x'(f)} — sX(s) - x(0). (39) 


Vamos simplificar os cálculos que faltam supondo que x(f) sa¬ 
tisfaz a condição inicial x(0) = ü. Então a Eq. (41) fica 

(íl — A)X(j) = G(s), (43) 

onde. como de hábito, I é a matriz identidade. Em consequên¬ 
cia, X(s) é dado por 

X{s) — (si — A) _1 G(^). (44) 

A matriz isl - A)" 1 é chamada de matriz de transferência por¬ 
que a multiplicação dela pelo vetor de entrada g(/) fornece a trans¬ 
formada do vetor de saída x(rf Neste exemplo temos 



e obtemos, por um cálculo direto. 
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„ 1 /ff + 2 1 \ 

(í } “(j + 1)(í + 3)( 1 5 + 2/' (46) 

Então, substituindo as Eqs. (42) e (46) na Eq. (440) e efetuando 
as multiplicações indicadas, encontramos 

/ 2(5 + 2) 3 \ 


(j + l) 2 (s + 3) 

s 2 (s + l)(í -h 3) 

2 

3(5 + 2) 


\(s+ms+3) + sHs + l)(s+3)/ 


Finalmente, precisamos obter a solução xiY) da sua transforma¬ 
da X(j), Isso pode ser feito espand indo-se as expressões na Eq, 
(47) em frações parciais e usando a Tabela 6.2.1, ou fmais efici- 


entememe) usando um programa computacional apropriado. De 
qualquer modo, depois de algumas simplificações, o resultado é 

*">'(?)- 5 (-I) e ''” + 

~ (i) ~ (2)'' 5 (5) ■ <48) 

A Eq. (48) fornece a solução particular do sistema (40) que satis¬ 
faz a condição inicial x(Ü) = 0. Eia difere ligeiramente das solu¬ 
ções particulares obtidas nos três exemplos precedentes. Para ob¬ 
ter a solução geral da Eq. ( 40), você precisa somar à expressão na 
Eq, (48) a solução (í 0) do sistema homogêneo associado à Eq, (40). 


Cada um dos métodos para se resolver equações não-homogê- 
neas tem vantagens e desvantagens, O método dos coeficientes 
indeterminados nao precisa de integração, mas tem escopo limi¬ 
tado e pode levar a diversos conjuntos de equações algébricas. O 
método de diagonalização requer que se encontre a inversa da 
matriz de semelhança e a solução de um conjunto de equações li¬ 
neares de primeira ordem desacopladas, seguida de uma multipli¬ 
cação de matrizes. Sua principal vantagem é que, para matrizes 
de coeficiente auto-adjuntas, a inversa da matriz de semelhança 
pode ser encontrada sem cálculos — uma característica muito im¬ 
portante para sistemas grandes, O método de transformada de 
Laplace envolve o cálculo da inversa de uma matriz para se en¬ 
contrar a matriz de transferência, seguido de uma multiplicação e, 
finalmente, da determinação da transformada inversa de cada ter¬ 
mo na expressão resultante, Ele é particularmente útil em proble¬ 
mas com forçamentos que envolvem termos descontínuos ou im¬ 
pulsos. O método de variação dos parâmetros é o mais geral. Por 
outro lado, envolve a solução de um conjunto de equações linea¬ 
res algébricas com coeficientes variáveis, seguido de uma integra¬ 
ção e de uma multiplicação de matrizes, de modo que também é o 
mais complicado do ponto de vista computacional. Para muitos 
sistemas pequenos com coeficientes constantes, tais como os dos 
exemplos desta seção, todos esses métodos funcionam bem e pode 
ser pralicamente irrelevante escolher um ou outro. 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 12. encontre a solução geral do sistema de 
equações dados. 

’■ "'"(j : 2)* + (') 

1 ’'~(J -D * - (je-’) 

>■*-(? =t)*+("«) 

4 x ' = (l -0 x+ (-v) 

5> * = (« - 4 ) x+ (_!-■) ■ ' > 0 

6 - X '=( _ 2 — ,>0 


7 - x '=0 D x+ (-?) e ' 

*■ *'“(3 :í) x+ (-!>' 

-!)* + (?) 


10x>= {~ã 

ILx ' = (l —2) X (cos/) ’ ° <Í<JT 

12 - x '=(í ” 2 ) X + (sec f) ' T <í<7r 

13. O circuito elétrico mostrado na Fig, 7.9.1 é deserdo pelo siste¬ 
ma de equações diferenciais 


dt 



L = 8 henrys 


11 /) 

@ $ á 1 

/ 1 / \ ><C = | farad 

H-X- —V' 

R - 4 ohms R = 4 ohms 

FIG. 7,9.1 O circuito do Problema 13. 


onde .t, é a corrente através do indutor. x 2 é a queda de voltagem 
através do eapacitor e í(t) é a corrente fornecida pela fonte externa, 

(a) Determine uma matriz fundamental ^(r) para 0 sistema 
homogêneo correspondente à Eq. (i). Veja o Problema 25 da 
Seção 7.6. 

(b) Se !{t) — e~ Ií2 , determine a solução do sistema (i) que satis¬ 
faz a condição inicial xíü) = 0. 

Nos Problemas 14 e 15. verifique que o vetor dado é a solução geral 
do sistema homogêneo correspondente e depois resolva o sistema 
não-homogêneo, Suponha que / > 0. 
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14 ■(3 -J ) s+ 0 2/’) ■ ,w - c > (!)'+*. G) 

i5 ' (i - 2 ) x+ (> r -O • x,ti= '■ (0 ri+c 3 (?)' 

16. Seja x “ 4>(0 a solução geral de x f = P(r)x 4- g(r) e seja x 
- v(f) uma solução particular do mesmo sistema. Consi¬ 
derando a diferença 4>U) - v(f)> mostre que O(z) = ii(r) 4 
v(f), onde u(f) é a solução geral do sistema homogêneo x' 
= P U)x. 

17. Considere o problema de valor inicial 


x = Ax + g(7), x(0) = x°. 

(a) Depois de olhar o Problema 15(c) na Seção 7.7, mostre que 

x = <t>( r)x° + í - s)g(s) ds. 

J 0 

(b) Mostre, também, que 

x = exp{Ar)x ü + / exp[Á(r — s)]g(j) ds> 

J 0 

Compare esses resultados com os do Problema 27 na Seção 3.7, 
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Métodos Numéricos 


Até agora, discuti mos métodos para resolver equações diferen¬ 
ciais usando técnicas analíticas como integração ou expansão em 
séries. Em geral, a ênfase era encontrar uma expressão exata para 
a solução. Infelizmente, existem muitos problemas importantes 
em engenharia e ciência, especialmente problemas não-lineares, 
nos quais esses métodos ou não se aplicam, ou são muito com¬ 
plicado s pura se usar. Neste capítulo, vamos usar uma aborda¬ 
gem alternativa, a utilização de métodos numéricos aproxima¬ 
dos para obter uma aproximação precisa da solução de um pro¬ 
blema de valor inicial. Vamos apresentar esses métodos no con¬ 
texto mais simples possível, a saber, uma única equação escalar 
de primeira ordem, No entanto, esses métodos podem ser imedi¬ 
atamente estendidos para sistemas de equações de primeira or¬ 
dem e essa extensão está esquematizada na Seção 8,6. Os proce¬ 
dimentos aqui descritos podem ser executados, facilmente, em 
computadores pessoais e, também, em a]guinas calculadoras. 

8.1 O Método de Euler ou Método 
da Reta Tangente 

Para discutir o desenvolvimento e a utilização de procedimen¬ 
tos numéricos, vamos nos concentrar, príncipalniente, em pro¬ 
blemas de valor inicial para equações de primeira ordem consis¬ 
tindo na equação diferencial 

dv 

e na condição inicial 

-V(í 0 ) = >0- (2) 

Vamos supor que as funções/e/ são contínuas em algum retân¬ 
gulo no plano 0' contendo o ponto fr 0 , y u ), Então, pelo Teorema 
2,4.2, existe uma única solução v = 4>(t) do problema dado em 
algum intervalo em torno de f 0 , Se a Eq. ()) for não-linear, então 
o intervalo de existência da solução pode ser difícil de ser deter¬ 
minado e pode não ter uma relação simples com a função/. No 
entanto, vamos supor, em todas as nossas discussões, que existe 


uma única solução do problema de valor inicial (T). (2) no inter¬ 
valo de interesse, 

Na Seção 2.7. descrevemos o método de aproximação numé¬ 
rica mais antigo e mais simples, a saber, o método de Euler, ou 
método da reta tangente. Esse método é expresso pela equação 

y n +i = y n + /(v y n Wn+i ~ O* n = 0.1.2 . ( 3 ) 

Se o tamanho do passo tiver valor uniforme h e se denotarmos 
yj por f t/ s então a Eq. (3) fica na forma 

y»+\ =y„ + fn h ' «=0,1,2. ( 4 ) 

O método de Euler consiste em calcular, repetidamente, a Eq, 
(3) ou (4), usando 0 resultado de cada passo para executar o pró¬ 
ximo passo. Dessa maneira, você obtém uma seqüência de valo¬ 
res y f j, y u y 2 y„, ... que aproximam o valor da solução 4>(r) 

nos pontos r (> , í 1t t 2i t a9 .... 

Na Seção 2.7, observamos que um programa de computador 
para o método de Euler tem a estrutura dada a seguir. As instru¬ 
ções específicas podem ser escritas em qualquer linguagem de 
programação conveniente. 

O Método de Euler 
Passo 1, defina ./fr, y) 

Passo 2, alimente os valores iniciais /O e y0 
Passo 3, alimente o tamanho do passo /?eo número de pas¬ 
sos n 

Passo 4, escreva tf) e yO 
Passo 5. para j de 1 até n calcule 
Passo 6, k \ — f (r, y) 
y — y + h * k 1 
t = t -f h 

Passo 7, escreva t e y 
Passo 8, fim 

Alguns exemplos do método de Euler aparecem na Seção 2.7. 
C 01110 outro exemplo, considere 0 problema de valor inicial 

/ = l-f+4y p (5) 

y( 0) = L (6) 
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AEq. (5) é uma equação linear cie primeira ordem e pode-se 
verificar facilmente que a solução que satisfaz as condições 
iniciais é 

y = = + {fé 4 '- (?) 

Como a solução exata é conhecida, não precisamos de métodos 
numéricos para resolver o problema de valor inicial (5), (6). Por 
outro lado, a disponibilidade da solução exata toma fácil detemiL 


Exemplo 1 

Usando a fórmula de Euler (4) e tamanho de passo h ~ 0,05; 
0,025: G.ü l e 0,001, determine valores aproximados da solução 
V — 0(0 do problema (5), (6) no intervalo 0 ^ f ^ 2. 

Os cálculos indicados foram feitos em um computador, e a 
Tabela 8.1.1 mostra alguns resultados. A precisão não impressio¬ 
na muito. Para h = 0,01, o erro percentual é de 3,85% em t = 
0,5, 7,49% em t “ LO e 14,4% em / = 2,0. Os erros percentuais 
correspondentes para h — 0,001 são de 0,40%, 0,79% e 1,58%, 


nar a precisão de qualquer procedimento numérico utilizado nes¬ 
se problema. Usaremos esse problema ao longo do capitulo para 
ilustrar e comparar os métodos numéricos diferentes. As soluções 
da Eq. (5) divergem rapidamente umas das outras, de modo que 
deveriamos esperar uma dificuldade razoável em aproximar bem 
a solução (7) em qualquer intervalo considerável. De fato, essa é a 
razão da escolha desse problema particular: será relativamente fácil 
observai as vantagens de se usar métodos mais precisos. 


respectiv amente. Note que. se h — 0,001. precisamos de 2.000 
passos para atravessar o intervalo de / = 0 até r = 2. Assim, é 
necessária uma quantidade considerável de cálculos para se ob- 
ter mesmo uma precisão razoavelmente boa para esse problema 
usando-se o método de Euler. Quando discutirmos outros méto¬ 
dos numéricos mais adiante neste capítulo, veremos que é pos¬ 
sível obter precisão comparável, ou até melhor, com tamanhos 
de passos muito maiores e muito menos passos computacionais. 


TABELA 8,1,1 Uma Comparação dos Resultados da Solução Numérica de y' = 1 — t 
+ 4y, y(0) — L Usando o .Método de Euler para Tamanhos de Passos Diferentes h 


i 

h = 0,05 

h - 0,025 

h = 0.01 

h -0,001 

Exata 

0,0 

1.0000000 

1.0000000 

L0000000 

1,0000000 

1.0000000 

0.1 

1.5475000 

1.5761188 

1.5952901 

1.6076289 

1.6090418 

0,2 

2.3249000 

2.4080117 

2.4644587 

2.5011159 

2.5053299 

0.3 

3.4333560 

3.6143837 

3.7390345 

3.8207130 

3.8301388 

0.4 

5.0185326 

5.3690304 

5.6137120 

5.7754845 

5,7942260 

0.5 

7.2901870 

7.9264062 

8.3766865 

8.6770692 

8.7120041 

1,0 

45.588400 

53.807866 

60.037126 

64.382558 

64,897803 

L5 

282,07187 

361.75945 

426,40818 

473.55979 

479.25919 

2,0 

1745.6662 

2432.7878 

3029.3279 

3484.1608 

3540.2001 


Para se começar a investigar os erros na utilização de aproxi¬ 
mações numéricas e sugerir, também, maneiras de se construir 
algoritmos mais precisos, ajuda mencionar algumas maneiras 
alternativas de se olhar o método de Euler. 

Primeiro, vamos escrever a equação diferencial (\) no ponto 
r = t n na forma 


= /[<„.#«„>]• (8) 

Então, aproximamos a derivada na Eq. (8) pelo quociente de 
diferenças (direto, ou para a frente), obtendo 


4>{tn+í) W S/lr,.0(f B )]. 


r „ +I - 


(9) 


Finalmente, $e substituirmos $(%.,) e pelos seus valores 
aproximados v írM ey rr . respectivamente, e resolvermos paray n+|f 
obteremos a fórmula de Euler (3). 

Outra maneira é escrever o problema como uma equação in¬ 
tegral. Como v = 0(0 é uma solução do problema de valor ini¬ 
cial (1), (2). integrando-se de i n até r tf+lT obtemos 


ou 


ftn+l , fWi 




f‘n +1 

= <P(t n ) + j i 




( 10 ) 


A integral na Eq. (10) representa, geometricamente, a área sob a 
curva na Fig. 8.1.1 entre / = /„ e í = f H+1 . Se aproximarmos a 
integral substituindo J[i. 0 {f )i por seu valor /[% 0(0] em i = t tr 
estaremos aproximando a área real pela área do retângulo som¬ 
breado. Desse modo, obtemos 


0cw = w+/[í„.0cg](w.-o 

= <Ht n ) + hf[t„, </>«„)]. (11) 

Finalmente, para obter uma aproximação y a ,. para 0(f n _faze¬ 
mos uma segunda aproximação substituindo é(t n ) pelo seu va¬ 
lor aproximado y n na Eq. (11). Isso nos dã a fórmula de Euler 
y n4 .i = y a + hf(i ir \y). Um algoritmo mais preciso pode ser obti¬ 
do através de uma aproximação mais precisa da integral. Isso será 
discutido na Seção 8.2. 
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FIG* 8-1*1 Dedução integral do método de Euler. 


Uma terceira abordagem é supor que a solução y = 4>(t) tem 
uma série de Taylor cm torno do ponto t n . Então, 

<t>(t n + h) = <&(g + <p'(t n )h + 4 >"(t n )~ + ■ ■ ■ 

ou 

hr 

<P(t n + { ) = <pu n ) + f[t n , <p{t n m + + ■ • -. (i2) 

Se a série é truncada depois dos dois primeiros termos, e <pit n+y ) 
c <£(0 são substituídos por seus valores aproximados y n+l e y tr 


novamente obtemos a fórmula de Euler (4). Se forem usados mais 
termos na série, obtém-se uma fórmula mais precisa. Além dis¬ 
so, usando uma série de Taylor com resto, é possível estimar o 
tamanho do erro na fórmula. Isso será discutido mais adiante nesta 
seção. 

A Fórmula de Euler Inversa. Pode-se obter uma variante da fór¬ 
mula de Euler aproximando-se a derivada na Eq, (8) pelo quoci¬ 
ente de diferenças inverso (ou para trás) [4>(0 ~ 4it n - x )yh em 
vez do quociente de diferenças direto usado naEq. (9). Obtemos, 
assim, 

ou 

X. = +hf(t n ,y n ). 

Variando o índice de n para n + í, obtemos a fórmula de Euler 
inversa 

-X +hf(t n+l ,y nH ). (13) 

Supondo y H conhecido e y, J+ , a ser calculado, noie que aEq. (13) 
não fornece uma fórmula explícita paray„ + ,, Em vez disso, é uma 
equação que define implicitamente y rr+J e precisa ser resolvida 
para se determinar o valor de y„_,. O quão isso é difícil depende, 
exclusivamente, da natureza da função/. 


o que leva a 

y 2 = 1354375/0,8 = L69296875. 

Continuando os cálculos em um computador, obtemos os re¬ 
sultados ilustrados na Tabela 8,1.2. Os valores dados pela fór¬ 
mula de Euler inversa são, uniforme mente, muito grandes para 
esse problema, enquanto os valores obtidos pelo método de Eu¬ 
ler eram muito pequenos. Nesse problema, os erros são um pou¬ 
co maiores para a fórmula de Euler inversa do que para o méto¬ 
do de Euler, embora, para valores pequenos de /?, a diferença seja 
insignificante. Como o método de Euler inverso parece ser me¬ 
nos preciso do que o direito e é um pouco mais complicado, é 
natural perguntar por que mencionã-lo. A resposta é que ele é o 
exemplo mais simples de uma classe de métodos conhecidos 
como fórmulas inversas de diferenciação que são muito úteis para 
certos tipos de equações diferenciais, Voltaremos a essa questão 
mais adiante neste capítulo. 

TABELA 8,1*2 Uma Comparação entre Resultados da Solução Numérica de y' = 1 — t + 4>\ 
y(0) = 1, Usando o Método de Euler Inverso para Tamanhos de Passos Diferentes h 


1 

h = 0.05 

h = 0,025 

h = 0,0! 

h = 0,001 

Exata 

0 

1,0000000 

1.0000000 

1.0000000 

TQOOOÜOO 

1.0000000 

0,1 

1,6929688 

1,6474375 

1,6236638 

1,6104634 

1,6090418 

0,2 

2.7616699 

2,6211306 

2,5491368 

2.5095731 

2,5053299 

0,3 

4,4174530 

4.0920886 

3,9285724 

3,8396379 

3,8301388 

0,4 

6,9905516 

6,3209569 

5.9908303 

5,8131282 

5.7942260 

0,5 

10,996956 

9,7050002 

9,0801473 

8.7472667 

8.7120041 

T0 

103,06171 

80.402761 

70,452395 

65,419964 

64,897803 

1,5 

959,44236 

661,00731 

542.12432 

485,05825 

479.25919 

2,0 

8934.0696 

5435,7294 

4172,7228 

3597,4478 

3540,2001 


Exemplo 2 

Use a fórmula de Euler inversa (13) e tamanhos de passos h = 0,05; 
0,025; 0,01 e 0,001 para encontrar valores aproximados da solu¬ 
ção do problema de valor inicial (5), (6) no intervalo 0 ^ ^ 2. 
Para esse problema, a fórmula de Euler inversa (13) fica 

y n +i = y„ + h( -i - f n +] + 4 - v M +4 

Vamos mostrar os dois primeiros passos em detalhe, de modo a 
tomar claro como o método funciona. No primeiro passo, temos 

yi = y 0 -f /? (1 — f| +4Vj) — l + (0,05)(1 — 0,05 + 4)q). 
Resolvendo essa equação para y [t obtemos 

y { - 1.0475/0.8 - 1,309375. 

Note que, como a equação diferencial é linear, a equação implíci¬ 
ta para V, também é linear e, portanto, fácil de resolver, A seguir, 

y 2 = ?! + A(1 - h + 4 > , 2 ) 

= 1,309375+ (0,05) (1 -0,1 +4 y 2 ), 
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Erros em Aproximações Numéricas , A utilização de um procedi¬ 
mento numérico, como a fórmula de Euler, para resolver um pro- 
bíema de valor inicial levanta uma série de questões que precisam 
ser respondidas antes de se aceitar a solução numérica aproximada 
como satisfatória. Uma dessas é a questão da convergência, isto é, 
quando o tamanho da passos h tende a zero, os valores da solução 

numérica y 0 , v b y 2 .... Lendem ao valor correspondente da 

solução exata? Mesmo supondo que a resposta seja afirmativa, resta 
o problema prático importante de quão rápida a aproximação nu¬ 
mérica converge para a solução. Em outras palavras, quão peque- 
no o tamanho dos passos tem que ser para garantir um determina¬ 
do nível de precisão ? Queremos usar um tamanho de passos que 
seja SLificieniemente pequeno paia garantir a precisão necessária, 
mas que não seja pequeno demais. Um tamanho de passos desne¬ 
cessariamente pequeno toma os cálculos mais lentos, mais caros e, 
em alguns casos, pode ate causar perda de precisão. 

Existem duas fontes fundamentais de erro ao se resolver um 
problema de valor inicial numericamente. Vamos supor, primeiro, 
que nosso computador é tal que podemos efetuar todos os cálculos 
com precisão absoluta, isto é, mantendo um número infinito de casas 
decimais. A diferença E (í entre a solução y = do problema de 

valor inicial (1), (2) e sua aproximação numérica é dada por 

(14) 

e é conhecida como erro de truncamento global Ele tein duas 
causas: primeiro, em cada passo usamos uma fórmula aproximada 
para determinar v, + ,; segundo, os dados de entrada em eada etapa 
estão apenas aproximadamente corretos Já que, em geral, 4>(íj não 
é igual a y ?r Se supusermos que y n - 4KO* ent ã° 0 único erro efe¬ 
tuado em cada passo é devido ao uso de uma fórmula aproxima¬ 
da. Esse erro é conhecido como erro dc truncamento local e tr 
À segunda fonte fundamental de erro é que efetuamos os cál¬ 
culos em aritmética com apenas um numero finito de dígitos. Isso 
nos leva a um erro de arredondamento R„ definido por 

R = y — Y , (15) 

n n n' 

onde Y„ é o valor computado de fato pelo método numérico dado. 
O valor absoluto do erro total em se calcular 0(/ H ) é dado por 

m n ) - Y n \ = m n ) -y n + y n - Y n \. (16) 

Usando a desigualdade triangular, a + b\ ^ \a\ + |fr|, obtemos, 
da Eq. (16), 

1 4>o n ) - K\ - \<P(0~yJ +1>« - r J 

<|EJ + I*J. < n ) 

Logo, o erro total é limitado pela soma dos valores absolutos dos 
erros de truncamento e de arredondamento, Para os procedimen¬ 
tos numéricos discutidos neste livro, é possível obter estimati¬ 
vas úteis do erro de truncamento. No entanto, limitamos nossa 
discussão basicamente ao erro de truncamento local, que é um 
pouco mais simples. O erro de arredondamento é, d aramente, 
de natureza mais aleatória. Depende do tipo de computador uti¬ 
lizado, da ordem em que os cálculos são efetuados, do método 
de arredondamento, e assim por diante. Uma análise do erro de 
arredondamento está além do escopo deste livro, mas é possível 
dizer mais do que se poderia esperar à primeira vista (veja, por 
exemplo, Henrici), Alguns dos perigos do erro de arredondamen¬ 
to são discutidos nos problemas de 25 a 27 e na Seção 8.5. 

Erro de Truncamento Local para o Método de Euler . Vamos 
supor que a solução y = 0(r) do problema de valor inicial (1), 
(2) tem derivada segunda contínua no interv alo de interesse, Para 
garantir isso, podemos supor que/, f e/ v são contínuas. Observe 


que, se/tem essas propriedades e se 4>é uma solução do proble¬ 
ma de valor inicial (1), (2), então 

f(í) = /[f0(í)] ! 

e, pela regra da cadeia, 

0"(O = / r [L <PU)] 4- f y [t, 

= f t [L *(0] + fylt, <M0]/[ri 4>m (18) 

Como a expressão á direita do sinal de igualdade nessa equação 
é contínua, </>' também é contínua. 

Usando, então, um polinómio de Taylor com resto para ex¬ 
pandir 0 em tomo de r m obtemos 

<t>U„ + h) - + 4>%)h + \<S>"O n )h z , (19) 

onde / é algum ponto no intervalo t fí < / < t fl 4- h. Subtraindo 
aEq. (4) da Eq. (19) e observando que 0(f„ + h) = 4>(t„ +] ) e 
= .f[t„, 0(r„)], vemos que 

<P(t„+0 - v „ +1 = >'„] + h[f[t n . 0 (í„)] 

- f(^y n )) + \4>''Ct n )h 2 . (20) 

Para calcular o erro de truncamento local, aplicamos a Eq. (20) à 
solução exata 0(f); isto é, tomamos y n como sendo Então, ve¬ 
mos imediatamente daEq. (20) que o erro de truncamento local e n+] ê 

«,,+i = ^(Wl)-y n+ l = '-yÕ n )h 2 . (2Í) 

Assim, o erro dc truncamento local para o método de Euler é 
proporcional ao quadrado do tamanho do passo h e o fator de 
proporcionalidade depende da derivada segunda da solução 4>. 
A expressão dada pela Eq. (21) depende de n e, em geral é dife- 
renLe para cada passo, Uma cota uniforme, válida em um inter¬ 
valo [a> h ], é dada por 

|ej <MA 2 A (22) 

onde M é o máximo de |0' r (í) no inter\ r alo [a, b]. Como a Eq. 

(22) é baseada no pior caso possível - isto é, o maior valor pos¬ 
sível de |d>"(0| ^ essa pode ser uma estimativa bem maior do que 
o erro de truncamento local em certas partes do intervalo [ a , b]. 
Um dos usos da Eq. (22) é escolher um tamanho de passo que 
resultará em um erro dc truncamento local que não ultrapasse um 
nível de tolerância dado. Por exemplo, se o erro de truncamento 
local não pode ser maior do que e, então, da Eq. (22), temos 

h < y/le/M. (23) 

A dificuldade básica em se usar qualquer das Eqs. (21), (22) ou 

(23) reside na estimativa de |0"(í)j, ou M. No entanto, o fato cen¬ 
tral expresso por essas equações é que o erro de truncamento local 
é proporcional a h 2 . Logo, se h for reduzido por um fator de 1/2. 
então o erro é reduzido por um fator de 1/4, e assim por diante. 

O erro de truncamento global E n é mais importante do que o erro 
de truncamento local. A análise para se estimar E ir é mais difícil do 
que a para e !} . Entretanto, conhecendo o erro de truncamento local, 
podemos fazer uma estimativa intuitiva do erro de truncamento 
global em um ponto fixo T > como segue. Suponha que leva¬ 
mos n passos para ir de f 0 até T = f 0 + nh. Em cada passo, o eiro é, 
no máximo. M/r/2; logo, o erro em n passos é. no máximo, nMhrí 
2, Notando que n = (T - r 0 )//u vemos que o erro de truncamento 
global para o método de Euler ao se ir de f 0 até f é limitado por 


n 


Mh 2 

O 


(T-t,)- 


Mh 


(24) 


Esse argumento não está completo, pois não leva em considera¬ 
ção o efeito de um erro em um passo sobre os passos seguintes. 
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De qualquer jeito* pode-se mostrar que o erro de truncamento 
global ao se usar o método de Euler em um intervalo finito não 
é maior do que uma constante vezes In veja o Problema 23 para 
mais detalhes, O método de Euler é chamado de método de pri¬ 
meira ordem porque seu erro de truncamento global t proporci¬ 
onal à primeira potência do tamanho do passo. 

Por ser mais acessível, vamos usar, daqui para a frente, o erro 
de truncamento local como nossa medida principal da precisão 
de um método numérico e para comparar métodos diferentes. Se 
tivermos uma informação a priori sobre a solução do problema 
de valor inicial dado, podemos usar o resultado (21) para obter 
informação mais precisa sobre como o erro de truncamento lo¬ 
cal varia com t. Como exemplo, considere o problema ilustrati¬ 
vo 


/ = 1 — í + 4v f y( 0)= 1 (25) 

no intervalo 0 < r < 2. Seja y = 4>(J) a solução do problema de 
valor inicial (25). Então, como observado anteriormente, 

<p(t) = (4r - 3+ 19 c 4 ')/1 6 

e. portanto. 

(f>"(t) = ] 9é> 4 '. 

A Eq. (21) diz, então, que 


19 e* } »lr 




< t n < *» +h - 


(26) 


O aparecimento do fator 19 e o crescimento rápido de e 41 expli¬ 
cam por que os resultados desta seção com h — 0,05 não foram 
muito precisos. 

Por exemplo, o erro no primeiro passo é 


19e J7(t (0,0025) 


«x = <t>V 1)->, = 


2 - - -*o 

É claro que e { é positivo e f como e 4, ° < ri j: . temos 


0 < í n < 0,05. 




19p°' 2 (0,0025) 


= 0,02901. 


(27) 


Note, também, que e 4l ° > I: logo, e x > 19(0,0025 )I2 — 0,02375. 
O erro é, de fato, 0,02542. Segue da Eq, (26) que o erro piora 
progressivamente quando r aumenta; isso também é claro nos 
resultados que aparecem na Tabela 8,1.1. Cálculos semelhantes 
para cotas do erro de truncamento local dão 


1.0617 


19e 3,8 (0.0025) 


— e 20 — 


19e 4 (0.0025) 


= 1.2967 
(28) 


para se ir de 0.95 para 1,0 e 


57.96 = 19e,J( °- 0025) < < l9e8(0 : 0025) = 70.80 

2 2 (29) 

paia se ir de 1,95 para 2.0. 

Esses resultados indicam que. para esse problema, o erro de 
truncamento local é em tomo de 2500 vezes maior perto de t = 
2 do que próximo a t — 0, Assim, para reduzir o erro de trunca¬ 
mento local a um nível aceitável em todo o intervalo 0 ^ r < 2, 
é preciso escolher um tamanho de passo baseado na análise em 
uma vizinhança de t = 2. É claro que esse tamanho de passo será 
muito maior do que o necessário próximo a / = 0, Por exemplo, 
para se obter um erro de truncamento local de 0,01 para esse 


problema, precisamos de um tamanho de passo de, aproximada¬ 
mente, 0,00059 próximo a r = 2 e de 0,032 peito de t = 0. A 
utilização de um tamanho de passo uniforme que é menor do que 
o necessário em boa parte do intervalo resulta em mais cálculos 
do que o necessário, mais tempo consumido e, possivelmente, 
mais perigo de erros de arredondamento inaceitáveis. 

Uma outra abordagem é manter o erro de truncamento local 
aproximadamente constante ao longo do intervalo reduzindo, 
gradualmente, o tamanho do passo à medida que / aumenta. No 
problema do exemplo, precisaríamos reduzir h por um fator de 
mais ou menos 50 ao ir de t = 0 para t — 2. Um método onde se 
varia o tamanho do passo é dito adapta ti vo. Todos os códigos 
computacionais modernos para se resolver equações diferenci¬ 
ais têm a capacidade de ajustar o tamanho do passo quando ne¬ 
cessário. Voltaremos a essa questão na próxima seção. 


Problemas 


Nos problemas de 1 a 6, encontre valores aproximados da solução 
do problema de valor inicial dado em r = 0.1; 0,2; 0.3 c 0.4. 

(a) Use o método de Euler com /? = 0.05, 

(b) Use o método de Euler com h = 0,025. 

(c) Use o método de Euler inverso com h = 0,05. 

(d) Use o método de Euler inverso com h — 0.025. 


4 i. 

y 

— 3 +1 — y. 

v(0) = 1 

2, 

y 

II 

*** 

1 

r JJ 

9) 

y(0) = 2 

3. 

y 

= 2.v - 3í. 

y(0) = 1 

4 4. 

y 

t=21 + e~ !> \ 

y(0) = 1 

41 5. 

y 

y 2 + 2 ty 

” ** T T 

y(0) = 0.5 



3 + r 


41 6. 

y 

= (í 2 — y 2 )seny 

y(Q) = 


Nos problemas de 7 a 12. encontre valores aproximados da solução 
do problema de valor inicial dado em / - 0,5; ] ,0; ] ,5 e 2,0. 

(a) Use o método de Euler com h - 0.025, 

(b) Use o método de Euler com h — 0.0125. 

(c) Use o método de Euler inverso com h - 0,025, 

(d) Use o método de Euler inverso com h = 0.0125. 


4^ 9 . 

4 2* io. 
4i ii. 
12 . 
#2 13. 

ét 14. 

15. 


/ = 0,5 - t + 2 y, y(0) = 1 

/ = 5/ - 3y(0) = 2 

y = vr+y, >(o = 3 

/ = 2t + e~‘y, y(0) =1 

/ = (4 - íy)/0 + V 2 ), y(0) = —2 

y = (y i + 2íy)/(3+í 2 ), y(0) = 0,5 

Complete os cálculos que levam aos elementos nas colunas três 
e quatro da Tabela 8.1,1, 

Complete os cálculos que levam aos elementos nas colunas três 
e quatro da Tabela 8.1.2. 

Usando três termos da série de Taylor dada na Eq. (12) e fa¬ 
zendo h — 0,3. determine valores aproximados da solução do 
exemplo ilustrativo y r = 1 — r 4- 4v.y(Q) = l em r = 0,1 e0,2. 
Compare os resultados com os do método de Euler e com os 
valores exatos. 

Sugestão: Se y' = flh y). o que éy"? 


Nos Problemas 16 e 17. estime o erro de truncamento local para o 
método de Euler em termos da solução v = Obtenha uma cota 
para em termos de r e de 4>it) que seja válida no intervalo 0 < t 
< E Usando uma fórniula para a solução, obtenha uma cota mais 
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precisa para Para h = Ü, 1, calcule uma cota para e compare- 
a com o erro exalo em r = Q.l. Calcule* também* uma cota para o 
erro no quarto passo* 

16. y = 2v-l, y(0) = 1 17. y'={~t + 2y, j?(0) = 1 
Nos problemas de 18 a 2 E obtenha uma fórmula para o erro de trun¬ 
camento local para o método de Euler em termos de t e da solução 


18. 

19. 

20 . 

21 , 


él 22. 


y' = t 2 + y 2 , y(0) = 1 

y' = 5t-3y/y, v(0)= 2 

y' — y/i + >■, >■(!) = 3 

y' = 2t + e~ ,y , y(0) =1 

Considere o problema de valor inicial 


y f = cos5jtí t y(G) = L 

(a) Determine a solução y - <£(r) e desenhe o gráfico de y = 
para 0 < r < 1. 

íb) Determine valores aproximados para óí f) em r = 0,2; 0.4 e 
0*6 usando o método de Euler com h = 0*2. Desenhe um gráfi¬ 
co com segmentos de reta para a solução aproximada e com pa¬ 
re-o com o gráfico da solução exata. 

(c) Repita o cálculo do item (b) para 9 ^ t ^ 0,4. mas com h = 0, 1. 

(d) Mostre, através do cálculo do erro de truncamento local, que 
nenhum desses tamanhos de passos é sufi cie memente peque¬ 
no. Determine um valor de // que garanta que o erro de trunca¬ 
mento local seja menor do que Ü.Ü5 ao longo do intervalo 0 ^ 
/ ^ 1. O fato de ser necessário um valor tão pequeno de h é 
conseqücncia de o max|$"(f)| ser tão grande, 

23. Vamos discutir, neste problema, o erro de truncamento global 
associado ao método de Euler para o problema de valor inicial 
y' — fíMhyÓJ = y fr Supondo que as funções/e/’ são contínu¬ 
as em uma região R fechada e limitada no piano fy que inclui o 
ponto pode-se mostrar que existe uma constante L tal que 
|/(í. y) ~ /(r. y)j < L\y - 5| onde (r t y) e (l, y) sào dois pontos 
quaisquer cm R com a mesma coordenada r (veja o Problema 15 
da Seção 2.8). Além disso, vamos supor que f t é contínua, de modo 
que a solução <6 tem derivada segunda contínua. 

(a) Usando a Eq. (20), mostre que 


l £ n+ il - \E n \ + tt\fU n '4>(t„)]- f(.t„,y n )\ 

+ %h 2 \4>'V n )\za\E n \+ph 2 , <i) 

onde a = 1 + liLe fi = max|^"(/)|/2 em í„ s i < t 
(b) Aceitando, sem demonstração, o fato de que. se E {] = G e se 
£j satisfaz a Eq. (i) T então |eJ ^ 0íri a* ~ 1 )/(a— 1) para a 
1, mostre que 




(1 +hL) n - 1 


0h. 


(ü) 


A Eq. (ii) fornece uma cota para \E n \ em tennos de fu L n e f3< 
Note que, para um h tixo. essa cota cresce quando n cresce, isto 
é. o erro aumenta com a distância do ponto inicial r 0 . 

(c) Mostre que (1 + HL)* ^ e hiiL : portanto. 


24. 


25 . 


I£„l< 


e nkL _ , 


fih = --- Ph. 


Para um ponto fixo T = t ü + nh [isto é, nh é constante e h - 
(T — i a )fn] T essa cota para o erro é da forma de urna constante 
vezes h e tende a zero quando h —> 0. Note também que. para 
nhL - [T - tjL pequeno, o lado à direita do sinal de igualdade 
na equação precedente é aproximadamente igual a nfrfi = (T - 
QPIt, que foi obtido na Eq. (24) por um argumento intuitivo. 
Deduza uma expressão análoga à Eq. ( 21) para o erro de truncamento 
local para a fórmula dc Euler inversa. Sugestão: Construa uma apro¬ 
ximação de Taylor apropriada de <&/) em tomo de t — jr tt+1 . 
Usando um tamanho de passo h — 0,05 e o método de Euler, 
mas mantendo apenas três dígitos ao longo dos cálculos, deter¬ 


mine valores aproximados para a solução em r = 0, 1 ; 0,2; 0,3 e 
0.4 para cada um dos problemas de valor inicial a seguir. 

(a) / =!-# + 4 y t y(0) = 1 

(b) / = 3 + f-y, y(0) — 1 

(c) / = 2y - 3r t y{0) = 1 

Compare os resultados com os obtidos no Exemplo l c nos Pro¬ 
blemas i e 3. As pequenas diferenças entre alguns dos resulta¬ 
dos arredondados para três dígitos e os resultados atuais são 
devidas ao erro de arredondamento* O erro de arredondamento 
comar-se-ía importante se os cálculos exigissem muitos passos. 
26. O problema a seguir i I ustra um perigo que ocorre devido ao erro 
de arredondamento quando números quase iguais são subtraí¬ 
dos e a diferença é multiplicada, então, por um número muito 
grande. Calcule a quantidade 


10Ü0* 


Ó.Ü10 

2.004 


18,04 

6.000 


das maneiras a seguir: 

(a) Arredonde primeiro cada elemento no determinante para dois 
dígitos. 

(b) Arredonde primeiro cada elemento no determinante para três 
dígitos, 

(c) Retenha todos os quatro dígitos. Compare esse valor com 
os resultados dos itens (a) e (b), 

27. A distributividade a(b — c ) - ab - ac não vale, em geral, se 
os produtos são arredondados para um número menor de dígi¬ 
tos, Para mostrar isso em um caso específico, faça a = 0,22, 
b = 3,19 e c = 2,17. Depois de cada multiplicação, arredonde 
retirando o último dígito. 


8.2 Aprimoramentos no 
Método de Euler 


Como, para muitos problemas, o método de Euler precisa de um 
tamanho de passo muito pequeno para se obter resultados suficien¬ 
temente precisos, houve um grande esforço para se desenvolver 
métodos mais eficientes. Nas três seções seguintes vamos discutir 
alguns desses métodos. Considere o problema de valor inicial 

y(t 0 ) = y 0 ( 1 ) 

e denote por y = ê(t) sua solução, Lembre da Eq. (10) da Seção 8,1 
que, ao integrar uma equação diferencial dada de t n até e +] , obtemos 


<Mí n+1 ) = <£(*„) + 



0 ( 0 ] dt. 


A fórmula 


( 2 ) 


y n+ i = y n + h f^ry n ) < 3 > 

é obtida substituindo-se f[t. <£(r)] na Eq, (2) por seu valor apro¬ 
ximado fít, r v„) no extremo esquerdo do intervalo de integração. 


Fórmula de Euler Aprimorada , Uma fórmula de aproximação 
melhor pode ser obtida se o integrando na Eq. (2) é aproximado 
de modo mais preciso. Um modo de fazer isso é aproximar o 
integrando pela média de seus valores nas duas extremidades, a 
saber, fatjl +f[ }/2. Isso é equivalente a apro¬ 
ximar a área embaixo da curva naFig. 8.2.1 entre t = f rr e / = 
pela área do trapézio sombreado. Além disso, substituímos cfÁiJ 
e <£(f rt+1 ) pelos seus valores aproximados respectivos v n e y n+x * 
Assim, obtemos, da Eq. (2), 


+ /ffn ’ >n)+ { ífn+p ' Vn+l) ^ (4) 
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Como a incógnita y h+1 aparece como um dos argumentos d e/à 
direua do sinal de igualdade na Eq, (4), essa equação define 
implicitamente, em vez de explicitamente. Dependendo da na¬ 
tureza da função/, pode ser bem difícil resolver a Eq. (4) para 
y n+] . Essa dificuldade pode ser sanada substituindo-se à di¬ 
reita do sinal de igualdade na Eq, (4) pelo valor obtido usando- 
se a fórmula de Euler (3), Então, 

. yj + /[ f « + h ' y h + h f ^m)] , 
y n +i = y„ +- 2 - h 

= y, + (5) 


Exemplo 1 

Use a fórmula de Euler aprimorada (5) para calcular valores 
aproximados da solução do problema de valor inicial 

y' = 1 — / + Ay, y{ 0 )= 1 , ( 7 ) 

Para tomar claro exatameme que cálculos são necessários, 
vamos mostrar alguns passos em detalhes, Para esse problema, 
// v) = 1 — t + 4y; logo, 

f» = 1 “ ( n + 4 >’n 

e 

f^n + h > y n + h f n ) = 1 - (*„ +h)+ My n + hf n ). 

Além disso, f 0 = 0, y 0 = 1 e/ 0 = l — + 4y 0 = 5. Se /? = 0,025, 

então 

/(f 0 + ft, y 0 4- ft/ 0 ) = 1 — 0,025 + 4[1 + (0.025)(5.)] 

= 5.475, 

Portanto, daEq. ( 5), temos 

y { = I + (0,5){5 + 5.475) (0,025) = 1.1309375. (8) 

No segundo passo, precisamos calcular 

/, = 1 - 0,025 + 4(1,1309375) - 5,49875, 
y, + A/j = U309375 4- (0,025)(5.49875) = 1,26840625, 
e 

/(r 2 , y 1 4- hf { ) = 1 - 0,05 4- 4(1,26840625) = 6,023625. 
Logo, da Eq. (5), 

y 2 = 1,1309375 + (0.5)(5,49875 4- 6,023625)(0,025) 

= 1,2749671875. (9) 


onde z+i foi substituído por t n + h. 

A Eq. (5) nos dã uma fórmula explícita para calcular y a + it o 
valor aproximado de 0(í ?f+1 ), em função dos dados em r„. Essa 
fórmula é conhecida como fórmula de Euler aprimorada ou 
fórmula de Heun. A fórmula de Euler aprimorada é um exem¬ 
plo de um método em duas etapas; primeiro calculamos y n + 
hf tt da fórmula de Euler e, depois, usamos esse resultado para 
calcular y IJ+i da Eq. (5). A fórmula de Euler aprimorada (5) não 
representa uma melhoria sobre a fórmula (3), já que o erro de 
truncamento local ao se usar a Eq. (5) é proporcional a h\ en¬ 
quanto para o método de Euler é proporcional a h 2 \ Essa esti¬ 
mativa para o erro na fórmula de Euler aprimorada está prova¬ 
da no Problema 14. Pode-se mostrar, também, que, para um 
intervalo finito, o erro de truncamento global para a fórmula 
de Euler aprimorada é limitado por uma constante vezes /r, de 
modo que esse método é de segunda ordem. Note que essa pre¬ 
cisão maior é obtida à custa de mais trabalho computacional, 
jã que agora é necessário calcular//, y) duas vezes para se ir 
de t„ a f n+1 . 

Se/í/ y) depende apenas de r e não de y, então a resolução da 
equação diferencial y ; =// y) se reduz a integrar/». Nesse caso, 
a fórmula de Euler aprimorada (5) fica 

y n+t - y„ = ^[f (f„) + f(t„ + h)]. (6) 

que é, simplesmente, a regra do trapézio para integração numé¬ 
rica. 


A Tabela 8.2.1 mosLra outros resultados para 0 sí< 2 ob¬ 
tidos usando-se o método de Euler aprimorado com h = 0,025 
e h — 0,0L Para comparar os resultados do método de Euler 
aprimorado com os do método de Euler, note que o método 
de Euler aprimorado precisa de dois cálculos dos valores de/ 
em cada passo, enquanto o método de Euler precisa só de um. 
Isso é importante, já que, tipicamente, a maior parte do tem¬ 
po computacional de cada passo é gasto calculando-se os va¬ 
lores de/ de modo que contar essas operações é uma manei¬ 
ra razoável de se estimar o esforço computacional total. En¬ 
tão. para um tamanho de passo dado fu o método de Euler 
aprimorado precisa do dobro dos cálculos de valores de/do 
método de Euler. De outro ponto de vista, o método de Euler 
aprimorado com tamanho de passo h necessita do mesmo 
número de cálculos de valores de/que o método de Euler com 
passo h/2. 

Olhando a Tabela 8.2.1. você pode ver que o método de Eu¬ 
ler aprimorado com h = 0.025 dá resultados muito melhores 
do que o método de Euler com h = 0,01. Note que, para alcan¬ 
çar t = 2 com esses tamanhos de passos, o método de Euler apri¬ 
morado precisa de 160 cálculos de valores de / enquanto o 
método de Euler precisa de 200. Mais importante de se notar é 
que o método de Euler aprimorado com h — 0,025 é ligeira¬ 
mente mais preciso do que o método de Euler com h — 0,001 
(2000 cálculos de valores de/). Em outras palavras, com algo 
da ordem de um doze avos do esforço computacional, o méto¬ 
do de Euler aprimorado fornece resultados, para esse proble¬ 
ma, comparáveis a, ou um pouco melhores do que, os gerados 
pelo método de Euler. Isso ilustra o fato de que, comparado ao 
método de Euler. o método de Euler aprimorado é claramente 
mais eficiente, gerando resultados substancialmente melhores. 
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TABELA 8.2.1 Uma Comparação dos Resultados Usando os Métodos de Euler e de 
Euler Aprimorado para o Problema de Valor Inicial y' = 1 — t + 4y, _v(0) = 1 


t 

Euler 

Euier Aprimorado 

Exata 

h = 0,01 

N 

O 

o 

o 

h = 0.025 

h = 0,01 

0 

L0000000 

1,0000000 

1,0000000 

1.0000000 

1.0000000 

0,1 

1,595290 1 

1.6076289 

1.6079462 

1.6088585 

1.6090418 

0,2 

2,4644587 

2,5011159 

2,5020618 

2.5047827 

2,5053299 

0.3 

3.7390345 

3,8207130 

3,8228282 

3,8289146 

3,8301388 

0,4 

5.6137120 

5.7754845 

5.7796888 

5.7917911 

5,7942260 

0,5 

8.3766865 

8,6770692 

8,6849039 

8,7074637 

8,7120041 

1,0 

60,037126 

64.382558 

64.497931 

64,830722 

64,897803 

1.5 

426,40818 

473.55979 

474,83402 

478,51588 

479.25919 

2,0 

3029,3279 

3484.1608 

3496,6702 

3532.8789 

3540.2001 


ou precisando de muito menos esforço computacional total* ou Os erros percentuais em t = 2 para o método de Euler apri- 
ambos. morado são de 1,23% para h = 0,025 e de 0,21 % para h - 0,0 L 


Uni programa de computador para o método de Euler pode 
ser imediatainente modificado para implementar o método de 
Euler aprimorado. Basta substituir o Passo 6 no algoritmo da 
Seção 8.1 peio seguinte: 

Passo 6. kl — f(t, y) 

kl — f (r +h t v + h *k 1) 
y = y + (h/2) * (Jtl + kl) 

t = t + h 

Variação no Tamanho dos Passos ; Mencionamos, na Seção 8.1. 
a possibilidade de ajustar o tamanho dos passos à medida que os 
cálculos prosseguem, de modo a manter o erro de truncamento 
local em um nível mais ou menos constante. O objetivo é não 
usar mais passos do que o necessário e, ao mesmo tempo, man¬ 
ter algum controle sobre a precisão das aproximações. Vamos 
descrever aqui como isso pode ser feito. Suponha que. após n 
passos, chegamos ao ponto (/„, yj. Escolhemos um tamanho de 
passo h e calculamos y a+v A seguir, estimamos o erro que fize¬ 
mos ao calcular y„_,. Sem conhecer a solução exata, o melhor 
que podemos fazer é usar um método mais preciso e repetir os 
cálculos a partir de (f rr , yj. Por exemplo, se usamos o método de 
Euler para o cálculo original poderíamos repetir com o método 
dc Euler aprimorado. Então, a diferença entre os dois valores 
calculados é uma estimativa do erro ao se usar o método 
original. Se o erro estimado é diferente da tolerância de erro €. 
então ajustamos o tamanho do passo e repetimos o cálculo. A 
chave em fazer esse ajuste eficientemente é saber como o erro 
de truncamento local e a ^ l depende do tamanho do passo h. Para 
o método de Euler, o erro de truncamento local é proporcional a 
/f, de modo que, para trazer o erro estimado (diminuindo ou 
aumentando) ao nível de tolerância e, precisa mos multiplicar o 
tamanho do passo original pelo fator /e„% . 

Para ilustrar esse procedimento, vamos considerar o proble¬ 
ma (7) do exemplo, 

/ = 1 - t -h 4y T y(0) = 1. 

Você pode verificar que. após um passo com h = 0,1, obtemos 
os valores 1.5 e 1.595 com os métodos de Euler e de Euler apri¬ 
morado, respectivamente. Logo, o erro estimado para o método 
de Euler é 0,095. Se tivermos escolhido uma tolerância de 0.05 


para o erro. por exemplo, precisar íamos dim inuir o tamanho do 
passomultiplicando-o pelofator y 0.05/0.095 = 0.73. Arredon¬ 
dando para baixo para ser conservador, vamos escolher o tama¬ 
nho de passo ajustado como sendo h — 0,07. Obtemos, então, da 
fórmula de Euler. 

y 1 = 1 + ( 0 , 07 )/( 0 ; 1 ) = 135 = 0 ( 0 , 07 ). 

Usando a fórmula de Euler aprimorada, obtemos v, = 1,39655, 
de modo que o erro estimado ao se usar a fórmula de Euler é 
0,04655, que é ligeiramente menor do que a tolerância especifi¬ 
cada. O erro de fato, baseado em uma comparação com a solu¬ 
ção exata, é um pouco maior, a saber. 0.05122, 

Podemos seguir o mesmo procedimento em cada passo dos 
cálculos, mantendo, assim, o erro de truncamento local aproxi¬ 
madamente constante ao longo de todo o processo. Códigos 
modernos adapeativos para a resolução de equações diferenciais 
ajustam o tamanho do passo à medida que prosseguem de ma¬ 
neira bem semelhante a essa. embora usem, em geral, fórmulas 
mais precisas do que as de Euler e de Euler aprimorada. Em con¬ 
sequência, são, ao mesmo tempo, eficientes e precisas, usando 
passos muito pequenos apenas onde é realmente necessário. 


Problemas 


Nos problemas de l a 6, encontre valores aproximados da solução 
do problema de valor inicial dado em r = 0.1:0.2:0,3 e 0.4. Compa¬ 
re os resultados com os obtidos pelo método de Euler e pelo método 
de Euler inverso na Seção 8.1 e com a solução exata (se disponível). 

(a) Use o método de Euler aprimorado com h — 0,05. 

(b) Use o método de Euler aprimorado com // = 0,025. 

(c) Use o método de Euler aprimorado com h — 0,0125. 


L / = 3 + r — j\ y(G) = 1 

4‘ 2. y‘ = 5t- ijy, y(0) = 2 

3. y' = 2y — 3f, y(0) = 1 

# 4. / =2t + e~‘ y , ,v(0) = 1 



f 

y 


y 1 + 2/v 
3 + í 2 


y(0) = 0.5 


6. y' = (f 2 - v 2 ) seny, y(0) = -1 
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Nos problemas de 7 a 12, encontre valores aproximados da solução 
do problema de valor inicial dado em t = 0.5: 1.0; 1.5 e 2.0. 

(a) Use o método de Euler aprimorado com h - 0,025, 

(b) Use o método de Eü ler aprimorado com h — 0,0125. 

# 7. y'= 0,5-í + 2j>, y0) = I 

♦' 8. y = 5( - 3 Jy, y(0) = 2 

4’ 9. y'=y/TTy, y0) = 3 

# 10. y' = 2t + e-'\ >r(0) = 1 

ê 11 . y = (4- 00/(1 +y 2 ), yO) = —2 

# 12. y' = (y 2 + 2ty)/(3 + t 2 ), >(0)=0,5 

• 13. Complete os cálculos necessários para se obter os elementos nas 
colunas quatro e cinco da Tabela 8.2.L 
14, Neste problema, vamos provar que o erro de truncamento local 
para a fórmula de Eulei aprimorada é proporcional a /r\ Se 
supusermos que a solução $ do problema de valor inicial v' = 
/O, v)> V(r 0 ) - y n tem derivadas contínuas até a terceira ordem (f 
tem derivadas parciais de segunda ordem contínuas), segue que 

4>(L + h) = 4>(t) 4 - <S>\t)h + 3 + ^-4r^h\ 


onde < í ti < t n + h. Suponha que y a = àUJ. 

(a) Mostre que, para y r|4l dado pela Eq. (5), 

= 0(/ n+! )-y+i 

_ fiQh - {/[ r„ + h, V,, + hf{t fí ,y n )] - fit n .y n )} j 
2 ! 


(b) Usando os fatos de que = /[r, 4>ir)] -r/p, éítfl&it) e 

a aproximação de Taylor com resto para uma função /rir, v) de 
duas variáveis é da forma 

F(a + h,b + k)=- F(a< b) d- F f {a, b)h + F v (a , b)k 


+ ±(h 2 F lt +2hkF, y +k*F yy ) 


onde è está entre a e a + h e rj está entre b e b + k* mostre que 
o primeiro termo à direita do sinal de igualdade na Eq. (i) é pro¬ 
porcional a /f mais termos de ordem maior. Esse é o resultado 
desejado, 

(c) Mostre que, se/>, y) é linear em t e y, então )h-/6, 

onde f n < r’ < r n+1 . Sugestão: O que são f n J R e/,,? 

] 5. Considere o método de Euler aprimorado para resolver o pro¬ 
blema de valor inicial ilustrativo y* — 1 — f -H 4v. y( 0 ) = I, 
Usando o resultado do Problema I4fc) e a solução exata do 
problema de valor inicial, determine e„^ x e uma cota para o erro 
em qualquer passo em 0 < í ^ I. Compare esse erro com o 
obtido na Eq. [26j da Seção 8.1 usando o método de Euler. 
Obtenha, também, uma cota para com h = 0,05 e compare 
com a Eq. (27) da Seção 8,1, 


Nos Problemas 16 e 17 + use a solução exata </>U) para determinar e n4] 
e uma cota para e n 41 em qualquer passo no interv alo Ü < / < l para 
o método de Euler aprimorado pai a o problema de valor inicial dado. 
Obtenha, também, uma cota para e ] com h = 0.1 e compare com a 
estimativa semelhante para o método de Euler e com o erro exato 
usando o método de Euler aprimorado. 

16. y f = 2y — 1, y{ 0 ) = 1 

17. 3 / = 0,5 — f 4- 2y, y( 0) = 1 

Nos problemas de 18 a 21, efetue um passo do método de Euler e do 
método dc Euler aprimorado usando o tamanho de passo h = 0,1, 
Suponha que se deseja um erro de truncamento local não maior do 
que 0,0025. Estime o tamanho de passo necessário para o método 
de Euler satisfazer essa condição no primeiro passo. 


18. y = 0,5 - t + 2y, v(0) = 1 

19. y = 5r - 3yy, yo> = 2 

20. y = y/t + y(0) = 3 

21. y = (y 2 + 2ty)/Ó+t 2 ), y( 0) = 0,5 

22. A fór m ufa è e E ul e r nt odi ficada para o problema de vai or i ni- 
cial y r = fity y), y(f 0 ) - y ÕT é dada por 

y+i = y + h fK + i h ’ y + y>7 

Seguindo o procedimento esquematizado no Problema 14, 
mostre que o erro de truncamento local na fórmula de Euler 
modificada é proporcional a A 3 . 

Nos problemas de 23 a 26, use a fórmula de Euler modificada do 
Problema 22 com h = 0,05 para calcular valores aproximados da 
solução do problema de valor inicial dado em r = 0,1; 0,2: 0,3 e 0,4. 
Compare os resultados com os obtidos nos problemas de I a 4. 

•* 23. y = 3 + f - y, yo) = 1 

4fl 24. y = 5f - 3y/y, ^(0) = 2 

25. y = 2V - 3/, y( 0 ) = 1 

# 26. y = 2í + e~ ,y , y0) = 1 

27, Mostre que a fórmula de Euler modincada do Problema 22 é 

idêntica à fórmula de Euler aprimorada da Eq. (5) para y h ' —Jlt, 
y) se/é linear em ambos t c y. 


8.3 O Método de Runge-Kutta 

Introduzimos, nas seções anteriores, a fórmula de Euler, a fór¬ 
mula dc Euler inversa c a fórmula de Euler aprimorada como 
maneiras dc resolver o problema de valor inicial 

y' = f(t,y), y (* 0 ) = >’ 0 CU 

numericamente. Os erros de truncamento locais para esses mé¬ 
todos são proporcionais a h\ k 1 e A\ respectivamente. Os méto¬ 
dos de Euler e de Euler aprimorado pertencem ao que é conheci¬ 
da hoje como classe de métodos de Runge-Kutta. È 

Nesta seção, vamos discutir o método desenvolvido, ori- 
gínalmente, por Runge e Kutta. Esse método é chamado, atu¬ 
almente, de método clássico de Runge-Kutta de quarta ordem 
em quatro estágios, mas, na prática, as pessoas se referem a 
ele como, simplesmente, o método de Runge-Kutta e segui- 
remosessa prática, Esse método tem um erro de truncamento 
local proporcional a A 5 . Assim, é duas ordens de grandeza mais 
preciso do que o método de Euler aprimorado e três ordens 
de grandeza mais preciso do que o método de Euler. Ele é re¬ 
lativamente simples de usar e é suficientemente preciso para 
tratar muitos problemas de maneira eficiente, Isso é particu- 
larmente verdadeiro para os métodos de Runge-Kutta adap- 
tatívos, nos quais pode-se variar o tamanho dos passos quan¬ 
do necessário. Voltaremos a esse assunto no final desta seção. 


'Cari David Range í IS56-1927.L matemático e físico afemáo. trabalhou muitos anos em 
e-spectrostopia. A análise de dados o levou a considerar problemas em computação numé¬ 
rica, e o método de Runge-Kutta tem origem em seu artigo sobre soluções numéricas de 
equações diferenciais de 1 S9r>. O método foi estendido para sistemas de equações em 1901 
por M. Wilhelm Kuua \ 3 867-1944 >. Kutta era um matemático alemão que trabalhava com 
aerodinâmica e é. também, muito conhecido por suas contribuições importantes k teoria 
clássica de aerofólio. 
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A fórmula de Runge-Kutta envolve uma media ponderada de 
valores de/{A y) em pontos diferentes no intervalo t n ^ r ^ t n + } , 
É dada por 

K\ + ~^j;2 + 2fe n3 + k „4 


k n\ = /&. >«) 

*«2 = /( f « + \ h ' y„ + 
fc n3 = f% + \ h ' y n + \kk n2 ), 

K,4 = /( f n + h ' y„ + A£„ 3 ). 

A soma (A rr , 4- 2Jt^ +2A lí3 + A, r4 )/6 também pode ser interpretada 
como um coeficiente angular médio. Note que k nl é o coeficien¬ 
te angular no extremo esquerdo do intervalo, k fl2 é o coeficiente 
angular no ponto médio usando-se a fórmula de Euler para ir de 
t a até t n + hl 2, k n3 é a segunda aproximação do coeficiente angu¬ 
lar no ponto médio e, k nA é o coeficiente angular em t„ 4 h usan¬ 
do a fórmula de Euler e o coeficiente angular k nl para ir de t n a /„ 
4 h. 

Embora, em princípio, não seja difícil mostrar que a Eq. (2) di¬ 
fere da expansão de Taylor da solução por termos proporcionais 
a h-. os cálculos algébricos são bem longos. 2 Vamos, simplesmen¬ 
te, aceitar, então, o fato de que o erro de truncamento local ao se 
usar a Eq. (2) é proporcional a k 5 e que, para um intervalo finito, o 
erro de truncamento global é, no máximo, uma constante vezes h A . 
A descrição anterior desse método como um método de quarta 
ordem em quatro estágios reflete os fatos de que o erro de trunca- 


>Wi = y, 


+ h 



mento global é de quarta ordem no tamanho do passo h e existem 
quatro estágios intermediários no cálculo (os cálculos de k tt] ,..., ). 

É claro que as fórmulas de Runge-Kutta, Eqs, (2) e (3), são 
mais complicadas que qualquer das fórmulas discutidas até ago¬ 
ra. Isso não é muito importante, no entanto, já que não é difícil 
escrever um programa de computador que implemente esse 
método. Um tal programa tem a mesma estrutura que o algorit¬ 
mo para o méLodo de Euler esquematizado na Seção 8.1. Espe¬ 
cificamente, as linhas no Passo 6 no algoritmo de Euler têm que 
ser substituídas pelas seguintes: 

Passo 6, Al — f(t t y ) 

A2 = f(t +0,5 */i, y -f 0,5 * h * Al) 

A 3 = f (t -b 0,5 * h 7 y 4- 0,5 * h * A2) 

A4 = f(t + /i, y + h* A3) 
y = y 4 (h/6) * (Al + 2 * A2 + 2 * A3 + A4) 
t = t + h 

Note que, se/não depende dey, então 

K\ =/(U- Ki = Ki = /(', + */ 2), 

= /('„ + A), (4) 

e a Eq. (2) se reduz a 

Vh - y* = £[/<*„> + 4 /(f„ + A/2) + f(t n + A)]. (5) 

A Eq. (5) pode ser identificada com a regra de Simpson 3 para o 
cálculo aproximado da integral de / O fato de que a regra 
de Simpson tem uni erro proporcional a h 5 é consistente com o erro 
de truncamento local na fórmula de Runge-Kutta. 


Exemplo 1 

Use o método de Runge-Kutta para calcular valores aproxima¬ 
dos da solução y = 0(f) do problema de valor inicial 

y'=l-í+4y, y(0) = 1. (6) 

Fazendo h = 0,2, temos 


k 0l = f( 0; 1) = 5; hk 0l = 1,0. 
k 02 = /(0 + 0,1; i + 0,5) = 6,9; hk m = 1,38, 
k/ 3 = /(0+0,1; 1 +0,69) = 7,66: hk 03 = 1,532, 

k M = /(0 + 0.2; 1 + 1,532) = 10,928. 


TABELA 8.3.1 Uma Comparação dos Resultados para a Solução Numérica do 
Problema de Valor Inicial y' = 1 - r + 4y, y(0) = 1 


t 

Euler 

Aprimorado 


Runge-Kutta 


Exata 

h = 0.025 

h = 02 

h = 0,1 

h - 0,05 

0 

1,0000000 

1,0000000 

1.0000000 

1,0000000 

1,0000000 

0,1 

1,6079402 


1,6089333 

1.6090338 

1,6090418 

0.2 

2,5020619 

2,5016000 

2,5050062 

2,5053060 

2,5053299 

0,3 

3.8228282 


3.8294145 

3,8300854 

3,8301388 

0.4 

5.7796888 

5,7776358 

5,7927853 

5,7941198 

5,7942260 

0.5 

8.6849039 


8.7093175 

8.7118060 

8,7120041 

LO 

64.497931 

64,441579 

64.858107 

64,894875 

64,897803 

1,5 

474.83402 


478,81928 

479.22674 

479.25919 

2.0 

3496.6702 

3490.5574 

3535,8667 

3539.8804 

3540,2001 


: Veja K por exemplo, o Gap. ? do livro de Henrid, listado nas referências, 

O tiomer regra de Simpson é em homenagem a Thomas Simpson ü7 10 - 1761 ), um matemático inglês e autor de livros-texto, que publicou esse resultado em ] 743. 
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Logo, 

, 0.2 

>’i ~ 1 + -j-[5 + 2(6.9) + 2(7.66) + 10.928] 

O 

= 1 + 1,5016 = 2.5016. 

A Tabela 83.1 mostra outros resultados obtidos pelo método de 
Runge-Kutta com h = 0.2, h = 0,1 e h = 0,05, Note que o método 
fornece um valor emr = 2 que difere da solução exata por apenas 
0.122%, se o tamanho do passo é h = 0,1. e por apenas 0,00903% 
se h = 0,05. No ultimo caso, o erro é menor do que 1 em dez mil, e 
o valor calculado em t = 2 está correto até quatro dígitos, 

Para efeitos de comparação, note que ambos os métodos de 
Runge-Kutta com h = 0,05 e o de Euler aprimorado com h = 


0,025 precisam de 160 cálculos de valores de/para chegar a t — 
2 . O método de Euler aprimorado fornece um resultado em t- 
2 com erro de 1.23%. Embora esse erro possa ser aceitável para 
alguns fins, é mais de 135 vezes o erro feito pelo método de 
Runge-Kutta com esforço computacional comparável. Note, tam¬ 
bém. que o método de Runge-Kutta com h = 0.2, ou 40 cálculos 
de valores de / produz um valor em r = 2 com erro de 1,40%, 
que é ligeiramente maior do que o erro no método de Euler apri¬ 
morado com h = 0,025, que calcula 160 valores de/ Assim, 
vemos, de novo, que um algoritmo mais preciso é mais eficien¬ 
te; produz melhores resultados com esforço semelhante ou re¬ 
sultados análogos com menos esforço. 


O método de Runge-Kutta clássico tem o mesmo defeito que 
os outros métodos com tamanho de passo fixo para problemas nos 
quais o erro de truncamento local varia muito no intervalo de inte¬ 
resse. Em outras palavras» um tamanho de passo suficientemente 
pequeno para se obter precisão satisfatória em algumas partes do 
intervalo pode ser muito menor do que o necessário em outras 
parles do intervalo. Isso estimulou o desenvolvimento de méto¬ 
dos de Runge-Kutta adaptativos que modificam o tamanho do 
passo automaticamente ao longo dos cálculos, de modo a manter 
o erro de truncamento local próximo de. ou menor do que, um nível 
de tolerância especificado. Como explicado na Seção 8.2, isso 
requer a estimativa do erro de truncamento local em cada passo. 
Um modo de fazer isso é repetir os cálculos com um método de 
quinta ordem — que tem um erro de truncamento local proporci¬ 
onai a h b — e depois usar a diferença entre os resultados como uma 
estimativa do erro. Se isso for feito de um modo direto (não sofis¬ 
ticado). então a utilização do método de quinta ordem precisa de, 
pelo menos, mais cinco cálculos de/em cada passo, além dos 
original mente necessários para o método de quarta ordem. No 
entanto, se escolhermos apropriadamente os pontos intermediári¬ 
os e os coeficientes nas expressões para & nl , ... em determinado 
método de Runge-Kutta de quaita ordem, então essas expressões 
podem ser usadas novamente, junto com um estágio adicional, em 
urn método de quinta ordem correspondente. Isso resulta em um 
aumento substancial de eficiência. Acontece que isso pode ser feito 
de mais de uma maneira 4 . Os métodos de Runge-Kutta adaptativos 
resultantes são muito poderosos e fornecem meios eficientes de 
se aproximar numericamente as soluções de uma classe enorme 
de problemas de valores iniciais. Implementações específicas de 
um ou mais desses métodos estão amplamente disponíveis em pa¬ 
cotes comerciais de programas para computadores. 


Problemas 


Nos problemas de 1 a 6. encontre valores aproximados da solução 
do problema de valor inicial dado em t = 0.1; 0,2; 03 e 0,4. Compa¬ 
re os resultados com os obtidos usando outros métodos e com a so¬ 
lução exata (se disponível). 

(a) Use o método de Runge-Kutta com h = 0, l. 

(b) Use o método de Runge-Kutta com h = 0.05. 


0 :. 1. y' = 3 + t - y, y(0) = 1 

02 2. / = 5t — 3Vy, y(0) = 2 

0 3. y = 2y - 3 1, y(0) = 1 

02 4. y' = 21 + e~‘>\ y(0) = ] 


éi 5. 
02 - 6 . 


, .V 2 + 2ty 

3 + 1 2 ’ 


y(0) = 0,5 


y = (f 2 — y 2 )seny, y(0) = — 1 


Nos problemas de 7 a 12, encontre valores aproximados da solução 
do problema de valor inicial dado em t = 0.5: 1,0:1,5 e 2,0. Compa¬ 
re os resultados com os obtidos usando outros métodos. 

(a) Use o método de Runge-Kutta com h = 0.1. 

(b) Use o método de Runge-Kutta com h = 0.05. 


0 7. y = 0,5 - 1 + 2y, y(0) = 1 

01 8. y = 5 t - 3yy, y(Ó) = 2 
01 9 . y = yr+y, y{0) = 3 
^ 2 , 10 . y= 2 r+ £■-'>■, y( 0 ) = 1 

^> 11 . y = (4-0’)/(I+y 2 ). y(0) = -2 

0 12. y' = (v 2 + 2fy)/(3 + f 2 ), yíO) = 0.5 
i» 13. Confirme os resultados na Tabela 83 J efetuando os cálculos 
indicados. 

♦* à- 14, Considere o problema de valor inicial 


y = í 2 + _v 2 , y(0) = 1. 

(a) Desenhe um campo de direções para essa equação. 

(b) Use o método de Runge-Kutta ou outro método para encon¬ 
trar valores aproximados da solução em r = 0.8.0.9 e 0.95. Es¬ 
colha um tamanho de passo suficientemente pequeno de modo 
que você acredite que seus resultados lenham precisão de. pelo 
menos, quatro dígitos. 

(c) Tente estender os cálculos no item (b) para obter uma apro¬ 
ximação precisa da solução em / — I. Se encontrar dificuldade 
em fazer isso, explique por que você acha que isso acontece. O 
campo de direções no item (a) pode ajudar. 

$ 15. Considere o problema de valor inicial 


y' = 3f 2 /(3y 2 - 4), y(0) = 0. 

ía) Desenhe um campo de direções para essa equação, 

(b) Estime até onde a solução pode ser estendida para a direita. 
Seja r M a extremidade direita do intervalo de existência dessa so¬ 
lução, O que acontece em r u que impede a solução de continuar? 

(c) Use o método de Runge-Kutta com diversos tamanhos de 
passos para encontrar um valor aproximado de t M . 

íd) Se você continuar os cálculos além de f w , você pode conti¬ 
nuar a gerar valores de v. Qual o significado (se hã algum) des¬ 
ses valores? 

(e) Suponha que a condição inicial seja modificada para v(0) — I. 
Repita os itens (b) e (c) para esse problema. 


■'O primeiro par de métodos de Runge-Kutta de quarta c quinta orden> usado amplamente 
foi desenvolvido por Erwin Fehtberg no fmal dá década de 1960. Sua popularidade foi con¬ 
sideravelmente aumentada pelo apareci mento em 1977 de sua implementação RKF45 em 
Fortran desenvolvida por Lawrence F. Shampine e H. A, Watts, 
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8.4 Métodos de Passos Múltiplos 


Discutimos, em seções anteriores, procedimentos numéricos para 
resolver o problema de valor inicial 

y = /(*■>’). yúo) = J'o> O) 

no qual os dados no ponto t n são usados para calcular um valor 
aproximado da solução no próximo ponto da partição r = 

f Pr+h Em outras palavras, o valor calculado <£eni qualquer ponto 
da partição depende, apenas, dos dados no ponto anterior da par- 
tição. Tais métodos são chamados dc métodos de partida ou 
métodos de passo único. Entretanto, uma vez obtidos valores 
aproximados da solução y = dKÒ em alguns pontos além de to, é 
natural perguntar se podemos usar alguma dessas informações, em 
vez de apenas o valor no ultimo ponto, paia calcular o valor de 
<b(n no próximo ponto. Especi ficamente, se são conhecidos v, em 
í,, v 2 em t 2 , ..,, y n em í rr , como podemos usar essa informação para 
determinar v n _, em í rr L t ? Métodos que utilizam informação em mais 
do que o último ponto da partição são conhecidos como métodos 
de passos múltiplos. Vamos descrever dois tipos de tais métodos 
nesta seção, os métodos de Adams" e as fórmulas inversas de di¬ 
ferenciação. Dentro de cada tipo, pode-se obter níveis diversos de 
precisão, dependendo do número de pontos de dados utilizados. 
Por simplicidade, vamos suporão longo de nossa discussão que o 
tamanho do passo h seja constante. 


Métodos de Adams* Lembre que 


<l>V n+l ) = 



0'(O dt. 


( 2 ) 


onde 4>(t) é a solução do problema de valor inicial {1). Á idéia 
básica de um método de Adams é aproximar <£'(*) por um polinó¬ 
mio P k (t) de grau k e usai - o polinómio para calcular a integral na 
Eq, (2). Os coeficientes de P k (t) são determinados usando-se os 
k + 1 dados calculados anteriormente. Por exemplo, suponha que 
queremos usar um polinómio de grau um P^t) = At + B. Precisa¬ 
mos, então, de apenas dois pontos de dados, (í„, y n ) e y n _,). 
Como P, deve ser uma aproximação de & . fazemos P\(t„) =j(t n> 
yj e P 2 (tj =7íí„_ 1 ,y JI _|). Lembre que denotamos./!/,-, v,) por/; para 
j inteiro. Então. Aefi têm que satisfazer as equações 


+ B = 

At n~l + & = f n -l- 
Resolvendo para Áefl. obtemos 


(3) 


A = 


fn ~ fn -1 


B = 


f:\-fn J ifn— 1 


(4) 


Substituindo d>'(t) por P 2 (t) e calculando a integral na Eq. (2). 
vemos que 


Mi n+l ) - <t>(t n ) = -U; +l - 1;) + B(t n+l - r B ). 


Finalmente, substituímos 0(f n+1 ) e <fi(Q por v^, e y tfí respectiva¬ 
mente. e fazemos algumas simplificações algébricas. Para um 
tamanho de passo constante /?, obtemos 


>n+i 


= + §*/«-5 A /-r 


(5) 


A Eq. (5) é a fórmula de Adams-Bashforth de segunda ordem. É 
uma fórmula explícita para cm função de y„ e y„_, e tem erro 
de truncamento local proporcional a A 3 . 

Observamos que a fórmula de Adams-Bashforth de primeira 
ordem, baseada no polinómio P Q (t) —f t de grau zero, é, simples¬ 
mente, a fórmula de Euler original. 

Fórmulas de Adams mais precisas podem ser obtidas usan¬ 
do-se o procedimento esquematizado anteriormente, soque com 
um polinómio de ordem maior e um número correspondente 
maior de pontos. Por exemplo, suponha que está sendo usado um 
polinómio de grau três. P 3 (f). Os coeficientes são determinados 
pelos quatro pontos (r„, y n \ (f M ^, >ViX (v 2t v^ 2 ) e (t n _ 3 , v.-.ó- 
Substituindo ó f it) por esse polinómio na Eq. (2), calculando a 
integral e simplificando o resultado, obtemos, finalmente, a fór¬ 
mula de Adams-Bashforth de quarta ordem. 


X + , - % + (A/24)(55 f n - 59+ 37/„_ 2 - 9 

( 6 ) 

O erro de truncamento local para essa fórmula de quarta ordem 
é proporcional a h 5 . 

Uma variação na dedução das fórmulas de Adams-Bashforth 
fornece outro conjunto de fórmulas conhecido como fórmulas de 
Adams-Moulton.^ Para vera diferença, vamos considerar, novamen¬ 
te. o caso de segunda ordem. Novamente, usamos um polinómio de 
primeiro grau £h(f) — ai - 1-/3, mas determinamos tis coeficientes 
usando os pontos yj e ( t n+1 » y n+] ). Então, a e /3 satisfazem 


at n+l +P = f n+} , 


(7) 


e segue que 

fn+\~fn n fnhi+\ f 7+1 / n v 

"=—*—• ^— h —- (S) 

Substituindo na Eq. (2) por QÁt) e simplificando, obtemos 

y n+) = y n + \hf n + \hf(t nt1 , y„ +1 ). (9) 

que é a fórmula de Adams-Moulton de segunda ordem. Escre- 
vemos fit ls - u y B +i) no último termo para enfatizar que a fórmula 
de Adams-Moulton é implícita, em vez de explícita, já que a in¬ 
cógnita v^ í aparece nos dois lados da equação. O erro de trun¬ 
camento local para a fórmula de Adams-Moulton de segunda 
ordem é proporcional a h 3 . 

A fórmula de Adams-Moulton de primeira ordem é simples¬ 
mente a fórmula de Euler inversa, como você poderia imaginar 
por analogia com a fórmula de Adams-Bashforth de primeira 
ordem. 

Fórmulas mais precisas de ordem mais alta podem ser obti¬ 
das usando-se um polinómio de maior grau. A fórmula de Ada- 
ms-Moulton de quarta ordem, com um erro de truncamento lo¬ 
cal proporcional a A 5 , é 

>Wi = + (V24)(9/„ +1 + 19/„ — 5/„_i +f n _ 2 ), (10) 

Observe que essa é, também, uma fórmula implícita, jã que y r?+l 
aparece em/ n+í . 

Embora ambas as fórmulas de Adams-Bashforih e de Ada- 
ms-Moulton de mesma ordem tenham erro de truncamento lo- 


■John Couch Adams < 1819-1892). astrônomo inglês, c mais famoso pela sua descoberta, junto 
com Joseph Levemer. do planeta Netuno em 1846. Adams era, também. e*tre mamente ha¬ 
bilidoso em cálculo: seu procedimento para integração numérica de equações diferenciais apa¬ 
receu em 1883 em um livro de co-autoria com Francis Bashforth sobre ação capilar. 


ft Forest Ray Mouíton 0872-19521 foi um astrônomo e administrador científico americano. 
Enquanto calculava trajetórias balísticas durante a Primeira Guerra Mundial, fez melhorias 
substanciais na fórmula de Adams, 
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cal proporcionais à mesma potência de h, as fórmulas de Àda- 
ms-Moulton de ordem não muito alta são, de fato, bem mais pre¬ 
cisas- Por exemplo, para as fórmulas de quarta ordem (6) e (10), 
a constante de proporcionalidade para a fórmula de Adams- 
Moulíon é menor do que 1/10 da constante de proporcionalida¬ 
de para a fórmula de Adams-Bashforth, A pergunta natural é, 
então: deve-se usar a fórmula de Adams-Bashforth explícita (e 
mais rápida) ou a fórmula de Adams-Moulton, mais precisa, 
porém implícita (e mais lenta)? A resposta depende de, ao se usar 
a fórmula mais precisa, poder-se aumentar o tamanho do passo, 
reduzindo o número de passos, de modo a compensar os cálcu¬ 
los adicionais que têm que ser feitos em cada passo. 

De fato, analistas numéricos tentaram obter, ao mesmo tempo, 
simplicidade e precisão combinando as duas fórmulas no que é co¬ 
nhecido como método de previsão e correção. Uma vez conheci- 
dos v„_ 3 , y„_ 2 , y „., ey N , podemos caIcular/„_,, e/,, e depois 
usar a fórmula de Adams-Bashforth (ó) (para a previsão) para obter 
um primeiro valor para y^ s , Calculamos, então, f n ., e usamos a 
fórmula de Adams-Moulton (10) (para a correção), que não é mais 


implícita, para obter um valor melhorado de y rt+v Podemos, é claro, 
continuar a usar a fórmula de correção (10) se a mudança em y n+] 
for muito grande. No entanto, se for necessário usar a fórmula de 
correção mais de uma, ou talvez duas vezes, isso significa que o 
tamanho do passo h está muito grande e deve ser reduzido. 

Para se usar qualquer dos métodos de passos múltiplos, é 
necessário calcular, primeiro, alguns y t por outro método. Por 
exemplo, o método de Adams-Moulton de quarta ordem precisa 
de valores para v, e y : , enquanto o método de Adams-Bashforth 
de quarta ordem precisa, também, de um valor para y v Uma 
maneira de proceder é usar um método de partida de precisão 
comparável para se calcular os valores iniciais necessários. En¬ 
tão, para um método de passos múltiplos de quarta ordem, pode- 
se usar o método de Runge-Kutta para calcular os valores ini¬ 
ciais. Esse é o método utilizado no próximo exemplo. 

Uma outra abordagem é usar um método de ordem baixa com 
um h bem pequeno para calcular y, e, depois, ir aumentando, 
gradualmente, tanto a ordem quanto o tamanho do passo até de¬ 
terminar um número suficiente de valores. 


Exemplo 1 


Considere, novamente, o problema de valor inicial 

/ = 1 — f + 4y, y( 0) = 1. (II) 

Com um tamanho de passo h = 0,1, determine um valor aproxi¬ 
mado da solução y = <f>{t) em r = 0,4 usando a fórmula de Àda- 
ms-Bashforth de quarta ordem, a fórmula dc Adams-Moulton de 
quarta ordem e o método de previsão e correção. 

Para os dados iniciais, vamos usar os valores y L , y 2 e obtidos 
pelo método de Runge-Kutta. Esses valores estão na Tabela 8.3.1. 
A seguir, calculamos os valores correspondentes de/fM), obtendo 


>0 = r 

y, = 1.6089333. 
y 2 = 2.5050062, 
y 3 = 3,8294145, 


/o =5, 

f x = 7,3357332, 
/, = 10,820025, 
f\ = 16.017658. 


Então, da fórmula de Adams-Bashforth, Eq. (6), vemos que 
y 4 = 5,7836305. O valor exato da solução emí = 0,4, correto 
até oito dígitos, é 5,7942260, de modo que o erro é “0,010595. 
À fórmula de Adams-Moulton, Eq. (10), nos leva à equação 


>4 ” 4,9251275 + 0,15y 4 , 

de onde segue que y 4 = 5,7942676, com um erro de, apenas, 
0,0000416.' 


Finalmente, usando o resultado da fórmula de Adams- 
Bashforth como valor previsto para ^(0,4), podemos usar a Eq. 
(10) para correção. Correspondendo ao valor previsto de y 4t en- 
contramos/ 4 = 23,734522. Portanto, da Eq. (10), o valor correto 
de y 4 é 5,7926721. Isso resulta em um erro de -0.0015539, 

Observe que o método de Adams-Bashforth é o mais simpies e 
mais rápido desses métodos, já que envolve apenas o cálculo de 
uma única fórmula explícita. Também é o menos preciso. Usar a 
fórmula de Adams-Moulton como corretor aumenta a quantidade 
de cálculos, mas o método ainda é explícito. Neste exemplo, o erro 
no valor corrigido de y 4 é reduzido por, aproximadamente, um fa¬ 
tor de 7. quando comparado com o erro no valor previsto, O méto¬ 
do de Àdãms-Moulton sozinho fornece o melhor resultado, de lon¬ 
ge, com um erro em tomo de 1/40 do erro do método de previsão e 
correção. Lembre-se. no entanto, de que a fórmula de Adams-Moulton 
é implícita, o que significa que é necessário resolver uma equação 
em cada passo. No problema considerado aqui, essa equação é line¬ 
ar, logo a solução foi encontrada rapidamente, mas, em outros pro¬ 
blemas, essa parte do procedimento pode levar muito mais tempo. 

O método de Runge-Kutta com h = 0.1 fornece y À — 
5,7927853, com um erro de -0,0014407: veja a Tabela 8,3,1, 
Assim, para esse problema, o método de Runge-Kutta é compa¬ 
rável, em precisão, ao método de previsão e correção. 


Fórmulas Inversas de Diferenciação. Um outro tipo de método de 
passos múltiplos usa um polinómio P k (t) para aproximar a solução 
4>(t) do problema de valor inicial (J), em vez de sua derivada <£'(/) 
como nos métodos de Adams, Derivamos, então, P k (f) e igualamos 
/£(*„+,) a/(r Fi . +1 , _y H+1 ) para obter uma fórmula implícita para y frH , 
Essas são chamadas de fórmulas inversas de diferenciação. 

O caso mais simples usa um polinómio de primeiro grau 
Pft) = At + B . Os coeficientes são escolhidos de acordo com 
os valores da solução y„ e y n+{ . Logo, A e B têm que satisfazer 

At n +B = y n , 

At n+\ + B = y«+[- 


Como /J'(r) = A, a condição 
^1 1 ) = 

é, simplesmente, 

Subtraindo a primeira das Eq*. (12) da segunda, obtemos uma 
outra expressão para A, 

A = (y n+l -y n )/h. 

Substituindo esse valor de A na Eq. (13) e rearrumando os termos, 
obtemos a fórmula inversa de diferenciação de primeira ordem 

y„ + i=y n +hf{t n+v y n+ ,). (14) 


( 12 ) 
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Note que a Eq. (14) é. simplesmente, a fórmula de Euler inversa 
que vimos na Seção 8.1. 

Usando polinómios de maior ordem e mais pontos de dados 
correspondentes, pode-se obter fórmulas inversas de diferencia¬ 
ção de qualquer ordem. Á fórmula de segunda ordem é 

y„+i = 5 [ 4v „ - >Vi + lh fü n+ v x,+ t )] us) 


Exemplo 2 

Use a fórmula inversa de diferenciação de quarta ordem com 
/? = 0.1 e os dados do Exemplo 1 para determinar um valor apro¬ 
ximado da solução y = 0(7} em t — 0,4 para o problema de valor 
inicial (II), 

Usando a Eq. (16) com n = 3, h = 0,1 e _v 0 , ..., y n dados no 
Exemplo 1, obtemos a equação 

y 4 = 4,6837842+ 0.192 v 4 . 


e a de quarta ordem é 

y»-H = à [ 48v « - 36 >,-i + 16v «-2 - 3 >' n -3 

+ W(Wi-Wl- < 16 > 

Essas fórmulas têm erros de truncamento local proporcionais a 
b? c /r\ respectivamente. 


Logo, 

y 4 = 5,7967626. 

Comparando o valor calculado com o valor exato 0(0,4) - 
5,7942260. vemos que o erro é de 0.0025366. isso é uin pouco 
melhor do que o resultado obtido pelo método de Adams- 
Bashforth, mas não é tão bom quanto o obtido pelo método dc 
previsão e correção. 


Uma comparação entre métodos dc passo único e de passos 
múltiplos tem que levar em consideração diversos fatores. O 
método de Runge-Kutta de quarta ordem precisa de quatro cál¬ 
culos de valores de/em cada passo, enquanto o método de Ada- 
ms-Bashforth de quarta ordem (após os valores iniciais) preci¬ 
sa de apenas um. e o de previsão e correção, de apenas dois. 
Então, para um tamanho de passo h dado. os dois últimos mé¬ 
todos podem ser bem mais rápidos do que o de Runge-Kutta. 
No entanto, se o método de Runge-Kutta é mais preciso e usa, 
portanto, menos passos, então a diferença em velocidade será 
reduzida e. talvez, eliminada. Para o método de Adams-Moulton 
e as fórmulas inversas de diferenciação, é preciso levar em con¬ 
sideração, também, a dificuldade em se resolver a equação 
implícita em cada passo. Todos os métodos de passos múlti¬ 
plos têm a possibilidade de que erros em passos anteriores pos¬ 
sam ser reaíimentados em cálculos posteriores com conse¬ 
quências desfavoráveis. Por outro lado. as aproximações 
polinomiais subjacentes em métodos de passos múltiplos tor¬ 
nam fáceis aproximações da solução em pontos fora da parti¬ 
ção, caso isso seja desejável. Os métodos de passos múltiplos 
tornaram-se populares principalmente porque é relativamente 
fácil tanto estimar o erro em cada passo, quanto ajustar a or¬ 
dem e o tamanho do passo para controlá-lo. Para uma discus¬ 
são mais profunda dessas questões, veja os livros citados no 
final deste capítulo: em particular, Shampine í 1994) é uma fonte 
importante. 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 5, determine um valor aproximado da solução 
em r = 0.4 e t = 0.5 usando o método indicado. Para os valores ini¬ 
ciais. use o método de Runge-Kutta; veja os problemas de I a 6 na 
Seção 8,3, Compare os resultados dos vários métodos entre si e com 
a solução exala (se disponível). 

(a) Use o método de previsão e correção de quarta ordem com 
h = CU . Use a fórmula de correção uma vez em cada passo. 

(b) Use o método de Adams-Moulton de quarta ordem com 
h = 0 * 1 , 

(c) Use o método inverso de diferenciação de quarta ordem com 

h = 0 , 1 . 


éi í. 

11 

+ 

I 

v; 

,v( 0 ) = 1 

él 2. 

cn 

í 

h 

II 

s 

II 

to 

4fo 3. 

y = 2y - 3/, 

y{ 0 ) = 1 

4^4. 

y = 2t + e~'\ 

>■( 0 ) = 1 

4^5. 

, y 2 + 2ty 
y 1 _ 7 T 

y{0) = 0,5 


3 + 1 2 


él 6 . 

y = (/ 2 -y I )*eny, y(Q) =-1 


Nos problemas de 7 a 12, determine valores aproximados da solu¬ 
ção do problema de valor inicial dado em t — 0,5: 1,0; 1.5 e 2.0, 
usando o método indicado. Para os valores iniciais, use os valores 
dados pelo método de Runge-Kutta: veja os problemas de 7 a 12 na 
Seção 8.3, Compare os resultados dos vários métodos entre si e com 
a solução exata (se disponível). 

(a) Use o método de previsão e correção de quarta ordem com 
h — 0*05. Use a fórmula de correção uma vez em cada passo. 

(b) Use o método de Adams-Moulton de quarta ordem com 
h = 0,05. 

(c) Use o método inverso de diferenciação de quarta ordem com 
h = 0,05, 

ê' 7. / = 0,5 - r + 2y, v(0) = 1 

é 8. / = 5/ - 3yv, y(P) = 2 

• J 9. y = VF+y, y(0) = 3 
é 10. y’ — 2t + e~' y , y(0) = 1 

4^11. y = (4-/v)/(l+y), v( 0 ) = —2 

él 12. >■' = (r + 2ty )/(3 + r), v(0) = 0,5 

13. Mosire que o método de Adams-Bashfonh de primeira ordem 
é o método de Euler e que o método de Adams-Moulton de 
primeira ordem é o método dc Euler inverso. 

14. Mostre que a fórmula de Adams-Bashforth de terceira ordem é 

Vh =>„ +(A/12)(23/„ - 16/^ + 5/ n _,). 

15. Mostre que a fórmula de Adams-Moulton de terceira ordem é 

»*, + W12)(5/ fl+l + 8/„ - 

16. Deduza a fórmula inversa de diferenciação de segunda ordem 
dada pela Eq. (15) nesta seção. 
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8.5 Mais sobre Erros; Estabilidade 

Discutímos, na Seção 8,1. algumas idéias relacionadas a erros 
que podem ocorrer aproximação numérica da solução do proble¬ 
ma de valor inicial 

/ = fU.y), j»(í 0 ) =y 0 . (1) 

Vamos continuar essa discussão nesta seção e vamos mostrar, 
também, outras dificuldades que podem aparecer. Álguns dos 
pontos que queremos destacar são bem difíceis de tratar em de- 
talhes e T portanto, serão ilustrados através de exemplos. 

Erros de Truncamento e de Arredondamento , Lembre que 
mostramos, para o método de Euler, que o erro de truncamento 
local é proporcional a h 2 e que, para um intervalo finito, o erro 
de truncamento global é, no máximo, uma constante vezes h. 
Em geral, para um método de ordem p< o erro de truncamento 
local é proporcional erro de truncamento global em 

um intervalo finito é limitado por uma constante vezes h p . Para 
obter uma boa precisão, usamos, normal mente, um procedi¬ 
mento com p razoavelmente grande, talvez 4 ou mais. À me¬ 
dida que p aumenta, a fórmula que se usa para calcular v fl+ , 
vai ficando, em geral, mais complicada, sendo, portanto, ne¬ 
cessários mais cálculos em cada passo: no entanto, isso não 
apresenta um problema sério, a menos que/ír, v) seja muito 
complicada ou que se tenha que repetir os cálculos muitas 
vezes. Se o tamanho do passo h for diminuído, o erro de 
truncamento global diminui pelo mesmo fator elevado à po¬ 
tência p. Entretanto, como mencionamos na Seção 8.L se h 


Exemplo 1 

Considere o problema 

y' =\-t + Ay, >>(0) = 1, (2) 

Usando o método de Euler com diversos tamanhos de passos, 
calcule valores aproximados para a solução 0(f) em t — 0,5 e 
f = I. Tente determinar o tamanho de passo ótimo. 

Mantendo apenas quatro dígitos para diminuir os cálculos, 
obtemos os dados da Tabela 8,5.1. As duas primeiras colunas 
correspondem ao tamanho do passo h e ao número de passos N 
necessários para se atravessar o intervalo 0 ^ t ^ 1. Então. y m 
e V/v são aproximações de 0(0,5) = 8,712 e de 0(1) = 64,90, 
respectivamente e aparecem na terceira e quinta colunas. As 
quarta e sexta colunas mostram as diferenças entre os valores 
calculados e o valor exato da solução, 

Para tamanhos de passos relativamente grandes, o erro de 
arredondamento é muito menor do que o erro de truncamento 
global. Em conseqüência, o erro total é aproximadamente igual 
ao erro de truncamento global, que é. para o método de Euler, 
limitado por uma constante vezes /?♦ Assim, ao se reduzir o ta¬ 
manho do passo, o erro é reduzido proporeionalmen te. As três 
primeiras linhas na Tabela 8.5.1 mostram esse tipo de compor¬ 
tamento. Para h = 0,001 o erro continua sendo reduzido, mas 
muito menos, proporei onalmen te: isso indica que o erro de arre¬ 
dondamento está se tomando importante. Ao se reduzir/? ainda 
mais, o erro começa a flutuar, e torna-se problemática a obten¬ 
ção de melhorias significativas na precisão. Para valores de h 
menores do que 0,0005, o erro está, claramente, aumentando, o 



FIG, 8.5 J A dependência dos erres de truncamento e de arredondamento 
em relação ao tamanho do passo A. 


for muito pequeno, serão necessários muitos passos para se 
cobrir um intervalo fixo e o erro de arredondamento global 
pode ser maior do que o erro de truncamento global. A Fig. 
8.5.1 ilustra essa situação graficamente. Supomos que o erro 
de arredondamento R n é proporcional ao número de cálculos 
efetuados e, portanto, inversamente proporcional ao tamanho 
do passo h. Por outro lado, o erro de truncamento E n é pro¬ 
porcional a uma potência positiva de h. Da Eq. (17) da Seção 
8.1, sabemos que o erro total é limitado por |Ej + \R h \; logo. 
queremos escolher h de modo a minimizar essa quantidade. 
O valor ótimo de h ocorre quando a taxa de crescimento do 
erro de truncamento (quando h aumenta) é equilibrada pela 
taxa de decaimento do erro de arredondamento, como indica¬ 
do na Fig. 8.5.1. 


que indica que o erro de arredondamento é agora a parte domi¬ 
nante do erro total. 

Esses resultados também podem ser expressos em termos do 
número de passos N. Para N menor do que algo em tomo de 1000, 
a precisão pode ser melhorada usando-se mais passos, enquanto 
para N maior do que algo em torno de 2000, o aumento do nú¬ 
mero de passos tem o efeito contrário. Assim, para esse proble¬ 
ma, é melhor usar um N que esteja entre 1000 e 2000. Para os 
cálculos ilustrados na Tabela 8.5.1, o melhor resultado para t ~ 
0,5 ocorre para N = 1000, enquanto o melhor resultado para t = 
1 é para N = 1600. 


TABELA 8,5.1 Aproximações da Solução do Problema de 
Valor Inicial v' = 1 - t + 4v, v(0) = 1, Usando o Método de 
Euler com Tamanhos de Passos Diferentes 


h 

N 


Erro 

y,v 

Erro 

0,01 

300 

8,390 

0,322 

60.12 

4,78 

0,005 

200 

8,551 

0,161 

62.51 

2,39 

0,002 

500 

8.633 

0.079 

63.75 

1,15 

0.001 

1000 

8.656 

0,056 

63.94 

0,96 

0.0008 

1250 

8.636 

0.076 

63.78 

1,12 

0.000625 

1600 

8,616 

0,096 

64.35 

0,55 

0.0005 

2000 

8,772 

0,060 

64,00 

0.90 

0.0004 

2500 

8,507 

0,205 

63,40 

1,50 

0.00025 

4000 

8,231 

0,481 

56.77 

8.13 
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Deve-se ter cuidado para não se inferir muitas coisas dos re¬ 
sultados mostrados no Exemplo 1. Os intervalos para os valores 
ótimos para h e N dependem da equação diferencial, do método 
numérico usado e do número de dígitos que são relidos nos cál¬ 
culos. Apesar disso, é verdade, em geral, que se são necessários 
passos demais em um cálculo, então, provavelmente, o erro de 
arredondamento vai acabar acumulando a tal ponto que pode 
diminuir, consideravelmente, a precisão do procedimento, Isso 
não nos preocupa em muitos problemas: para eles, qualquer um 
dos métodos de quarta ordem que discutimos nas Seções 8.3 e 
8.4 produzirão bons resultados com um número de passos muito 
menor do que o que toma o erro de arredondamento importante. 
Para alguns problemas, no entanto, o erro de arredondamento 
toma-se de importância vital. Para tais problemas, a escolha do 
método pode ser crucial. Essa é, também, uma boa razão pela 
qual códigos modernos fornecem modos de ajuste do tamanho 
do passo durante o procedimento, usando um tamanho de passo 
grande sempre que possível e um tamanho muito pequeno ape¬ 
nas onde necessário, 

Assintotas Verticais. Como segundo exemplo, considere o pro¬ 
blema de determinar a y = <£{/) de 

y = t 2 -4* y 2 , y(0) = l. (3) 

Como a equação diferencial é não-linear, o teorema de exis¬ 
tência e unicidade (Teorema 2.4.2) só garante que existe solu¬ 
ção em algum intervalo em torno de / = 0, Suponha que tenta¬ 
mos calcular uma solução do problema de valor inicial no inter¬ 
valo 0 < f ^ l usando procedimentos numéricos diferentes. 

Se usarmos o método de Euler com h = 0,1; 0.05 e 0,01. en¬ 
contramos os seguintes valores aproximados em t = 1: 7,189548: 
1232093 e 90.75551, respectivamente. As enormes diferenças 
entre os valores calculados são uma evidência convincente de que 
precisamos usar um método numérico mais preciso — o método 
de Runge-Kutta, por exemplo. Usando o método de Runge-Kutta 
com h = 0,1, obtemos o valor aproximado 735.0991 em t =■ 1, 
que é bem diferente dos obtidos pelo método de Euler. Repetin¬ 
do os cálculos com h — 0.05 e h = 0,01, obtemos a informação 
interessante listada na Tabela 8.5,2, 

Os valores em t — 0,90 são razoáveis e poderíamos acreditar 
que a solução tem uni valor aproximado de 14,305 em t = 0,90, 
No entanto, não é claro o que acontece entre r = 0.9 e t = 1,0, 
Para ajudar a clarear o que está acontecendo, vamos fazer algu¬ 
mas aproximações analíticas da solução do problema de valor 
inicial (3). Note que, em 0 ^ ^ 1 

>' 2 < t 2 + .V 2 < I + V 2 . (4) 

Isso sugere que a solução y = de 

/ = I + y 2 , y(0) =1 (5) 


TÂBELA 8.5,2 Cálculo da Solução do Problema de Valor 
Inicial y* - f + y\ y(0) = 1, Usando o Método de Runge- 
Kutta 


h 

f = 0,90 

L0 

0*1 

14.02182 

735,0991 

0,05 

14,27117 

1,75863 X 10-' 

0,01 

1430478 

2,0913 X IO®* 3 

0,001 

1430486 



e a solução y = d> : (t) de 

/= y 2 , >'(0) = 1 (6i 

são cotas inferior e superior, respectivametite, para a solução 
v = d i(r) do problema original, já que todas essas soluções têm o 
mesmo valor no instante inicial. De fato, pode-se mostrar (pelo 
método de iteração da Seção 2,8, por exemplo) que 4>4t) — 
4>(t) ^ é\(t) enquanto essas funções existirem. É importante ob¬ 
servar que podemos resolver as Eqs. (5) e (6) para d>\ o d> 2 por 
separação de variáveis. Encontramos 

0,(r) = ig (r + ^), (7) 

Logo, $ 2 (r ) —> * quando t —> 1 e ^(f) —> ^ quando / ir/4 

0,785. Esses cálculos mostram que a solução do problema de 
valor inicial original existe pelo menos em 0 < / < tt/4 e, no 
máximo, em 0 ^ f < LA solução do problema (3) tem uma 
assintota vertical para algum t em ?r/4 ^ í ^ 1 e, portanto, não 
existe em todo o intervalo 0 < í ^ L 

Nossos cálculos numéricos, no entanto, sugerem que pode¬ 
mos ir além de r — tt/4 e. provavelmente, além de t = 0,9. Su¬ 
pondo que a solução do problema (3 ) existe em / — 0.9 e tem um 
valor aproximado de 14,305. podemos obter uma estimativa mais 
precisa do que acontece para t maiores considerando os proble¬ 
mas de valor inicial (5) e (6) com a condição y(0) — 1 substitu¬ 
ída pory(0.9) = 14,305, Obtemos, então, 

0i (O = fe (/ + 0,60(00), = 1/(0.96991 - t). (8) 

onde guardamos apenas seis casas decimais. Logo, x 

quando / —> rr/2 - 0,60100 = 0,96980 e ó 2 (t) —> » quando f 
0,96991. Concluímos que a assintota da solução do problema de 
valor inicial (3) está entre esses dois valores. Esse exemplo ilus¬ 
tra que tipo de informação pode ser obtida por uma combinação 
cuidadosa de métodos analítico e numérico. 

Estabilidade. O conceito de esLabílidade está associado à possi¬ 
bilidade de pequenos erros introduzidos durante um procedimen¬ 
to matemático poderem ser reduzidos à medida que o procedi¬ 
mento continua. Reciprocamente, ocorre instabilidade se peque¬ 
nos erros tendem a aumentar, talvez sem limite. Por exemplo, 
identificamos, na Seção 2.5, soluções de equilíbrio de uma equa¬ 
ção diferencial como sendo (assintoticamente) estáveis ou ins¬ 
táveis, dependendo de as soluções iniciai mente próximas à so¬ 
lução de equilíbrio tenderem a sc aproximar ou a se afastar dela 
quando r aumenta. De maneira um pouco mais geral, a solução 
de um problema de valor inicial é assintoticamente estável se 
soluções inicialmente próximas tendem a se aproximar da solu¬ 
ção dada e é assintoticamente instável se tendem a se afastar. 
Visualmente, em um problema assintoticamente estável os grá¬ 
ficos das soluções estão próximos, enquanto em um problema 
instável eles se separam. 

Se estamos resolvendo numericamente um problema de va¬ 
lor inicial, o melhor que podemos esperar é que a aproximação 
numérica tenha comportamento semelhante ao da solução exata. 
Não podemos transformar um problema instável cm um está¬ 
vel simplesmente resolvendo-o numericamente. No entanto, 
pode acontecer que um procedimento numérico introduza insta¬ 
bilidade. que não fazia parte do problema original, o que pode 
causar problemas ao se aproximar a solução. Para evitar tal 
instabilidade, pode ser necessário colocar restrições sobre o ta¬ 
manho do passo h. 
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Para ilustrar o que pode acontecer no contexto mais simples 
possível, considere a equação diferencial 

dyjdt = ry\ (9) 

onde r é constante. Suponha que. ao resolver essa equação, che- 
gamos ao ponto í t n , yj. Vamos comparar a solução exata da Eq. 
(9) que tem esse valor, isto é. 

y =y H éxp[r(t 00) 

com aproximações numéricas ohtídas da fórmula de Euler 

. v „+! =y„ + h f( t n’y n '> on 

e da fórmula inversa de Euler 


+ V - V íí+Í 


Da fórmula de Euler (11), obtemos 


y n+l =y n +hry a =y n (l+rh). 
Analogamente, da fórmula inversa de Euler (12), obtemos 

JWt = v n + A o' n+ r 


( 12 ) 

(13) 


OU 


V — -JL "_. = 

'1 - rh 
Finalmente, calculando a 

v n+ , - y„ exp(rh) = 


y„[l + rft + (rh) 2 4-]. (14) 

solução (10) em r„ + h, encontramos 

(15) 


f (r/0 2 

1 -f rh H——-F 


Comparando as Eqs, (13), (14) e (15), vemos que os erros em 
ambas as fórmulas de Euler são da ordem de ff , como previsto 
pela teoria. 


Suponha agora que mudamos o valor de y H para _v„ + Õ, Se 
quiser, pode pensar em 8 como sendo um erro acumulado ate 
chegarmos a / *= r Pt , A questão é saber se esse erro aumenta ou 
diminui quando se faz mais um passo para f n _,, 

Para a solução exata í 15), a mudança em y n+i devida ao erro 
8 em y 0 é. simplesmente, Ò exp (rh). Essa quantidade é menor do 
que Ôse exp(r/i) < 1. isto é, se r < ü. Isso confirma nossa con- 
clusão no Cap. 2 de que a Eq. (9) é assíntoticamente estável se 
r < 0 e assíntoticamente instável se r > 0. 

Para o método de Euler inverso, a variação em > r na Eq. (14 1 
devida ao erro ôé ôf( i — rh). Para r ^ 0, a quantidade 1/(1 — 
rh)é sempre negativa e nunca é maior do que 1. Logo, se a equa¬ 
ção diferencial é estável, então o método de Euler inverso tam¬ 
bém o é para um passo de tamanho arbitrário h. 

Por outro lado, para o método de Euler, a mudança em y n _ 
na Eq. (13) devida ao erro Ô é 5(1 + rh), Se lembramos que r 
<0e impomos que 1 + rh ^ 1, vemos que h tem que satisfa¬ 
zer h < 2/|r|. Logo, o método de Euler não é estável para esse 
problema a menos que // seja suficientemente pequeno. 

A restrição sobre o tamanho do passo h ao se usar o méto¬ 
do de Euler no exemplo anterior é bem fraca, a não ser que \r 
seja muito grande. De qualquer jeito, o exemplo ilustra que 
pode ser necessário restringir h para se obter estabilidade no 
método numérico, mesmo quando o problema inicial é está¬ 
vel para Lodos os valores de h. Problemas para os quais é ne¬ 
cessário um tamanho de passo muito menor para estabilidade 
do que para a precisão são chamados dc rígidos. As fórmulas 
inversas de diferenciação descritas na Seção 8.4 (dentre as 
quais a fónnula inversa de Euler é o exemplo de menor or¬ 
dem ) são as fórmulas mais populares para se resolver proble¬ 
mas rígidos. O exemplo a seguir ilustra o tipo de instabilida¬ 
de que pode ocorrer ao se tentar aproximar a solução de um 
problema rígido. 


Exempio 2 

Um Problema Rígido 

Considere o problema de valor inicial 

y' = -100 y+ 10Gr+ 1, y(Ü) = 1. (16) 

Encontre aproximações numéricas para a solução em 0 < r < 1 
usando os métodos de Euler, de Euler inverso e de Runge-Kutta. 
Compare os resultados numéricos com a solução exata. 

Como a equação diferencial é linear, é fácil de resolver e a 
solução do problema de valor inicia! (6) é 

y =<p(t) = e~ mi +t. (17) 

A segunda coluna da Tabela 8,5.3 mostra alguns valores da so¬ 
lução d>(f)< corretos até seis casas decimais, e a Fig, 8.5,2 mostra 
um gráfico da solução. Existe uma camada fina ( algumas vezes 
chamada de camada-limite) à direita de ; = 0 na qual o termo 
exponencial é relevante e a solução varia rapidamente. Uma vez 
passada essa camada, no entanto, ò{ t ) == t e o gráfico da solução 
é uma reta. À largura da camada-limite é um tanto arbitraria, mas 
é, necessariamente, pequena. Em t — 0,1. por exemplo, 
expf —IÜ00 «0,000045, 

Se planejarmos aproximar a solução (17) numericamente, 
poderíamos esperar, intuitivamente, que só c necessário um ta¬ 
manho de passo pequeno na camada-limite. Para tomar essa 
expectativa um pouco mais precisa, lembre-se, da Seção 8.1, 


de que os erros de truncamento global para os métodos de Euler 
e de Euler Inverso são proporcionais a Para esse proble¬ 
ma, df(t) — 10 4 e _JCKÍÍ , que varia de um valor de 10 4 em r = 0 
para quase zero se r > 0,2. Logo, é necessário um tamanho de 
passo muito pequeno para se obter precisão perto de t = 0, mas 
um tamanho de passo muito maior é adequado quando i é um 
pouco maior. 
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TABELA 8.53 Aproximações Numéricas da Solução do Problema de Valor Inicial v' = 
— 100v + 100f + hy(0) = 1 


t 

Exata 

Euler 

0,025 

Euler 

0,0166,.* 

Runse-Kutta 

0,0333.*, 

Runge-Kutta 

0,025 

Euler Inverso 
0,1 

0,0 

LOOOÜOO 

1.000000 

1.000000 

LOOOÜOO 

1,000000 

1.000000 

0,05 

0.056738 

2300000 

-0,246296 


0,470471 


0,1 

0,100045 

5,162500 

0,187792 

10.6527 

0.276796 

0,190909 

0.2 

0.200000 

25,8289 

0,207707 

111.559 

0,231257 

0.208264 

0,4 

0.400000 

657.241 

0,400059 

1.24 x 10 4 

0,400977 

0,400068 

0.6 

0,600000 

1.68 x 10 4 

0,600000 

1.38 x 10 6 

0,600031 

0,600001 

0,8 

0,800000 

4.31 x I0 J 

0,800000 

1,54 x 10 s 

0,800001 

0,800000 

1.0 

1.000000 

1.11 x I0 7 

1,000000 

1.71 x 10 10 

1,000000 

1,000000 


Por outro lado* a analise de estabilidade das equações de (9) 
a (15) também se aplica a esse problema. Como r = —100 para 
aEq. (16), segue que precisamos de h < 0,02 para a estabilidade 
do método de Eu ler. mas não existe restrição correspondente para 
o método de Euler inverso. 

As colunas 3 e 4 da Tabela 8.5.3 mostram alguns resul¬ 
tados obtidos do método de Euler. Os valores obtidos para 
h = 0,025 nào servem devido à instabilidade, enquanto os 
valores para h = 0,0J 666,,, são razoavelmente precisos 
para t > 0,2, No entanto, pode-se obter precisão compará¬ 
vel para esse intervalo de t com h — 0,1 usando-se o méto¬ 


Como exemplo final, vamos considerar o problema de deter¬ 
minar duas soluções linearmente independentes da equação li¬ 
near de segunda ordem 

/ - IOj!- 2 ^ = 0 (18) 

para t > 0, A generalização de técnicas numéricas desenvolvi¬ 
das para equações de primeira ordem, para equações de ordem 
maior ou para sistemas de equações será discutida na Seção 8.6, 
mas não precisamos disso para essa discussão. Duas soluções 
linearmente independentes da Eq. (18) são é[(J) - coshh 1 Orrf) 
e 4> 2 (t) = senhCv 1 Chrtx A primeira solução. <6,(f) = coshh IOtttJl 
é gerada pelas condições iniciais d> s íQ) = 1, é (0) = 0; a segun¬ 
da solução, = senhí;\ Itbn é gerada pelas condições ini¬ 
ciais d>n(ü} - 0. éAÜ) = a Iütt, Embora, analiticamente, possa¬ 
mos ver a diferença entre coshíA 1 OttT) e senh(\ IOttt l para va¬ 
lores grandes de r temos eosh(%IO ttt) — e'"* 1 e senhíxlGnr) — 
e vl0ffI ; numericamente, essas duas funções são iguais se mante¬ 
mos o mesmo numero finito fixo de dígitos. Por exemplo, en¬ 
contramos que, para r — L os valores corretos com oito dígitos 
significativos são 

senh s/ÍÕtt = cosh ■SiÕtt = 10.315.894. 

Se os cálculos forem feitos em uma máquina que trabalha com 
oito dígitos, as duas soluções </>, e é 2 são idênticas para t = 1 e. de 
fato, para / > 1. Logo, embora as duas soluções sejam linearmen¬ 
te independentes, seus valores numéricos mostrariam que elas são 
iguais, já que podemos manter apenas um número finito de dígi¬ 
tos. Esse fenômeno é chamado de dependência numérica. 

Para o problema em paina, podemos evitar, parcial mente, essa 
dificuldade calculando, em vez de cosíiía IOttí) e senhh 10nn 


do de Euler inverso, como mostram os resultados na colu¬ 
na 7 da tabela. 

A situação não melhora se usarmos, em vez do método de 
Euler, um método mais preciso, como o de Runge-Kutta, Para 
esse problema, o método de Runge-Kutta é instável para h = 
0.033..,, mas estável para h = 0.025, como mostram os resulta¬ 
dos nas colunas 5 e ó da Tabela 8.5,3. 

Os resultados dados na tabela para / = 0.05 e t = 0,1 mos¬ 
tram que é preciso um tamanho de passo menor na camada-ümi- 
te para se obter uma aproximação precisa. O Problema 3 convi¬ 
da você a explorar mais essa questão. 


as soluções linearmente independentes = e e — 
e correspondendo, respectivamente, às condições iniciais 
= 1, &(0) - VÍGtt e ò 4 (0) = L <f> 4 (Ü) = -VTÕtt. A 
solução cresce exponencíalmente, enquanto 4> 4 decai expo- 
nencialmcnte. Mesmo assim, encontramos dificuldade para cal¬ 
cular é 4 corretamcme em um intervalo grande. A razão é que, 
em cada passo do cálculo de d> 4 , introduzimos erros de trunca¬ 
mento e de arredondamento. Logo, em qualquer ponto t fr os da¬ 
dos a serem usados para o próximo ponto não são precisamente 
os valores de <Í> A (t ri ) e de <f> 4 (t n ), A solução do problema de valor 
inicial com esses dados em t n não envolve só e ‘ OOBT , mas envol¬ 
ve, também, e' ]0at . Como o erro nos dados em / pr é pequeno, essa 
última função aparece com um coeficiente bem pequeno. De 
qualquer jeito, como tende a zero e e vl0nf cresce rapida¬ 

mente, essa última acaba dominando e a solução calculada é T 
simplesmente, um múltiplo de e 10:77 = 

Especiflcamente, suponha que usamos o método de Runge- 
Kutta para calcular a solução y — 0 4 ( t) = e ~ xi077T do problema de 
valor inicial 

v" — 10 tt 2 v = 0, v(0) — 1, y'(G) — —VTÕjt. 

(O método de Runge-Kutta para sistemas de segunda ordem será 
descrito na Seção 8,6. ) Usando aritmética de precisão simples (oito 
dígitos) com tamanho de passo h = 0,01, obtemos os resultados 
na Tabela 8.5.4. É evidente desses resultados que a aproximação 
numérica começa a ficar signiflcativamente diferente da solução 
exata para / > 0,5 e logo difere dela por várias ordens de grande¬ 
za. A razão é a presença, na aproximação numérica, de uma pe¬ 
quena componente da solução que cresce exponencial mente 

é 2 (t) = e - lft7T . Com aritmética de oito dígitos, podemos espera: 
um erro de arredondamento da ordem de 10“* em cada pa»; 
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TABELA 8.5,4 Solução exata de y" - IOttv = 0, 
y(0) = Uy r {0) = —VIOtt e Aproximação Numérica 
Usando o Método de Runge-Kutta com h = (101 


y 

t 

Numérica 

Exata 

0,0 

1,0 


1.0 


0.25 

8,3439 x 

KT : 

8,3438 x 

10 -3 

0.5 

6.9623 x 

10 -3 

6,9620 x 

I0" 3 

0.75 

5,8409 x 

IO -4 

5.8089 x 

IO -4 

1,0 

8,6688 x 

IO -5 

4,8469 x 

IO -5 

1,5 

5.4900 x 

10" 3 

3,3744 x 

10- 7 

2 h 0 

7,8852 x 

IO" 1 

2.3492 x 

ÍO -9 

2,5 

1.1326 x 

10 3 

1,6356 x 

to- 11 

3,0 

1,6268 x 

10 4 

1.1386 x 

1(T U 

3,5 

2,3368 x 

10 6 

7,9272 x 

10-» 

4,0 

33565 x 

]0 8 

5.5189 x 

10- 18 

4,5 

4,8211 x 

10 10 

3,8422 x 

IO" 20 

5,0 

6.9249 x 

10 12 

2.6750 x 

50-22 


Como e " [0m cresce por um fator de 3,7 X 10- 1 de t = 0 até r = 5, 
um erro de 10“ 8 peno de t — 0 vai produzir um erro da ordem de 
10 l? em í = 5. mesmo que não sejam i ntroduzidos outros erros nos 
cálculos intermediários. Os resultados dados na Tabela 8.5.4 mos¬ 
tram que isso é exatamente o que acontece. 

A Eq. (18) é altamente instável, e o comportamento ilustrado 
nesse exemplo é típico de problemas instáveis. Podemos seguir 
precisamente a solução por um tempo e o intervalo pode ser es¬ 
tendido usando-se tamanhos menores de passos ou métodos mais 
precisos, mas, final mente, a instabilidade no problema domina e 
leva a grandes erros. 

Alguns Comentários sobre Métodos Numéricos. Introduzimos, 
neste capítulo, diversos métodos numéricos para aproximar a 
solução de um problema de valor inicial. Tentamos enfatizar 
algumas idéias importantes mantendo, ao mesmo tempo, um nível 
razoável de complexidade. Um exemplo disso é que sempre usa¬ 
mos um tamanho de passo uniforme, embora a produção atual 
de códigos forneça maneiras de se mudar o tamanho do passo à 
medida que os cálculos prosseguem. 

Existem diversas considerações que devem ser levadas em 
conta ao se escolher o tamanho do passo. É claro que uma delas 
é a precisão; um tamanho de passo muito grande leva a um re¬ 
sultado impreciso. Normalmente, é dada uma tolerância para o 
erro antes e o tamanho do passo em cada etapa tem que ser con¬ 
sistente com essa tolerância. Como vimos, o tamanho do passo 
também tem que ser escolhido de modo que o método seja está¬ 
vel. Caso contrário, pequenos erros vão crescendo e logo tornam 
os resultados sem valor. Final mente, para métodos implícitos, é 
necessário resolver uma equação em cada passo, e o método usa¬ 
do para resolvê-la pode impor restrições adicionais sobre o ta¬ 
manho do passo. 

Ao escolher um método, é preciso, também, equilibrar as 
questões de precisão e estabilidade com o tempo necessário para 
executar cada passo. Um método implícito, como o de Adams- 
Moulion, precisa de mais cálculos para cada passo, mas. se sua 
precisão e sua estabilidade permitem um tamanho de passo mai¬ 
or (e, em conseqüência, menos passos), então isso pode mais do 
que compensar os cálculos adicionais. As fórmulas inversas de 


diferenciação de ordem moderada, quatro, por exemplo, são al¬ 
tamente estáveis e são. portanto, indicadas para problemas rígi¬ 
dos. para os quais a estabilidade é o fator controlador. 

Alguns códigos atuais permitem, também, que se varie a or¬ 
dem do método, além do tamanho do passo, à medida que se efe¬ 
tuam os cálculos. O erro é estimado em cada passo, e a ordem e o 
tamanho do passo são escolhidos de modo a satisfazerem a tole¬ 
rância de erro desejada. Na prática, são utilizados os métodos de 
Adams até a ordem doze e as fórmulas inversas de diferenciação 
até ordem cinco. Fórmulas inversas de diferenciação de ordem mais 
elevada não são convenientes devido à falta de estabilidade. 

Finalmente, observamos que a suavidade da função/— isto 
é, o número de derivadas que ela tem — é um fator a ser consi¬ 
derado na escolha do método a ser usado. Métodos de ordem mais 
alta perdem alguma precisão se a função/não tem derivadas até 
uma ordem correspondente. 


Problemas 

1. Para obter alguma idéia dos perigos possíveis de pequenos er¬ 
ros nas condições Iniciais, tais como os devidos a arredonda¬ 
mentos, considere o problema de valor inicial 

/ = f + v - 3, yí 0) = 2. 

(aí Mostre que a solução é y = d>,(f) = 2 - r. 

(b) Suponha que é feito um erro na condição inicial e é utiliza¬ 
do o valor 2.001 em vez de 2. Determine a solução v - <£,ífi 
nesse caso e compare a diferença é.it) - é { (t)mnt= 1 e quan- 
do r se. 

2. Considere o problema de valor inicial 

y = r -f e\ y(0) = 0. (t) 

Usando o método de Runge-Kutta com tamanho de passo 
obtemos os resultados na Tabela 8.5.5, Esses resultados sugerem 
que a solução tem uma assintota vertical entre t = 0,9 c r = 1,0. 
(a! Seja v — 4>(t) a solução do problema íi). Além disso, sejam 
v = a solução de 

y' = ] +e y ,y(0) = 0 (ii) 

e y — a solução de 

/ = e y , >'(0) = 0. (iü) 

Mostre que 

0 2 (f) < 0(0 < 0|,(O (iv) 

Em algum intervalo contido em 0 í r ^ 1 onde todas as três 
soluções existem. 

(b) Determine <£,(í) e $4/), Depois, mostre que à(0 -4► » para 
algum f entre / = ln 2 * 0,69315 e t — 1. 

(c) Resolva as equações diferenciais v H = ey' = I + e- , res¬ 
pectivamente, com a condição inicial y(0*9) = 3,4298. Use os 
resultados para mostrar que dKri —> x quando / « 0,932. 


TABELA 8.5.5 Cálculo da Solução do Problema 
de Valor Iniciai / = r : + e\ y(Q) = 0, Usando o 
Método de Runge-Kutta 


h 

t = 0,90 

r = 1.0 

0.02 

3,42985 

> IO 38 

0.01 

3.42982 

> 10 J8 


3. Considere novamente o problema de valor inicial {16J do Exem¬ 
plo 2. Investigue o quao pequeno tem que ser o tamanho do 
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I passo /i para que o erro em r = 0,05 e em i = 0,1 seja menor do 
que 0,0005. 

(a) Use o método de Euier, 
l b) Use o método de Eu ler inverso* 

(c) Use o método de Runge-Kutta. 

4 Considere o problema de valor inicial 

y = -l 0 y + 2.5 i 1 + 0,5/, v(0) = 4. 

ía) Encontre a solução v = e desenhe seu gráfico para 
0 < r ^ 5. 

(b) A análise de estabilidade no texto sugere que. para esse pro¬ 
blema, o método de Euier só é estável para h < 0,2. Confimie 
que isso é verdade aplicando o método de Euier a esse proble¬ 
ma para 0 ^ ^ 5 com tamanhos de passos próximos de 0,2, 
íc) Aplique o método de Runge-Kutta a esse problema para 0 
^ r ^ 5 com diversos tamanhos de passos. O que você pode 
concluir sobre a estabilidade desse método? 

(d) Aplique o método de Ettler inverso a esse problema para 0 < 
r ^ 5 com diversos tamanhos de passos* Qual o tamanho de pas¬ 
so necessário para que o erro em t = 5 seja menor do que 0,01 ? 

Nos Problemas 5 e 6 

(a) Encontre uma fórmula para a solução do problema de valor 
inicial e observe que ela é independente de À. 

(b) Use o método de Runge-Kutta com /; — 0,01 para calcular 
valores aproximados da solução em 0 < / < I para diversos 
valores de À. como À - 1. 10, 20 e 50. 

(c) Explique as diferenças, se existirem, entre a solução exata e 
as aproximações numéricas. 

0- 5. / — ky = l-kt, v(0) = 0 
0- 6. y' — ky =2 1 - kr. y(0) = 0 


8.6 Sistemas de Equações de 
Primeira Ordem 

Nas seções anteriores discutimos métodos numéricos para resol¬ 
ver problemas de valor inicial associados a uma equação de pri¬ 
meira ordem. Esses métodos também podem ser aplicados a sis¬ 
temas de equações de primeira ordem. Como equações de ordem 
mais alta sempre podem ser reduzidas a um sistema de primeira 
ardem, basta tratar de sistemas de primeira ordem. Por simplici¬ 
dade, vamos considerar um sistema com duas equações de pri¬ 
meira ordem 

x' = f{t,x,y), / = g(t, x>y), (1) 

com as condições iniciais 

x (V = A o* y(*o) = - v 0 â (2) 


Vamos supor que as funções/e g satisfazem as condições d 
Teorema 7.1.1. de modo que o problema de valor inicial (11. 2 
tem uma única solução em algum intervalo do eixo dos / conten¬ 
do o ponto fo- Queremos determinar valores aproximados x , \ , 
... e y,, >' 2 , ..., y„, . lt da solução x - <í>U}, y = ibin nos 
pontos t n = t n + nh com n — 1,2,..,, 

Em notação vetorial, o problema de valor inicial (1), (2) pode 
ser escrito como 


x'- f(r,x) t \(í Q )=x 0 , (3) 

onde x é um vetor com coordenadas x e y. f é a função vetorial 
com coordenadas/e g, e Xq é o vetor com coordenadas x 0 e v D . 
Os métodos das seções anteriores podem ser imediatamente ge¬ 
neralizados para tratar sistemas de duas (ou mais) equações, Tudo 
que é necessário (formalmente) é substituir a variável escalar x 
pelo vetor x e a função escalar/pela função vetorial f nas equa¬ 
ções apropriadas. Por exemplo, a fórmula de Euier toma-se 


X.+1 = *n + hf n> 
ou. em forma de coordenadas, 






(4) 

(5) 


As condições iniciais são usadas para se determinar que é o 
vetor tangente ao gráfico da solução x = <f>( t) no plano xy. Mo¬ 
vemos na direção desse vetor tangente por um período de tempo 
h para encontrar o próximo ponto x } . Aí calculamos um novo 
vetor tangente f h movemo-nos ao longo dele por um período de 
tempo h para encontrar x 2 , e assim por diante. 

De maneira análoga, o método de Runge-Kutta pode ser ge¬ 
neralizado para sistemas. Para o passo de /„ para t H + { , temos 

x „+i = x », + (A/6)(k„| + 2k n2 + 2k n3 + k (i4 ), (6) 

onde 

Ki = f (í„- x n )- 

K2=nt„ + (h/2hx n + (h/2)k ni l 

Ki= { K + {h/2),x„ + (h/2)k„ 2 ], 

k n4 =f(í, + /J,x f| +/ik, !3 ). 

As fórmulas para o método de previsão e correção de Ada- 
ms-Moulton aplicadas ao problema de valor inicial (1). (2) sao 
dadas no Problema 9. 

As equações vetoriais (3), (4). (6) e (7) são, de fato, válidas 
para qualquer número de dimensões. Basta interpretar os veto¬ 
res como tendo n coordenadas em vez de duas. 


Exemplo 1 


Determine valores aproximados para a solução x = éi t). y = (jAt) 
do problema de valor inicial 

x = x - 4 y\ y = -x 4- y , (8) 

x{0) = 1, y( Q)=Ü. (9) 


Vamos usar primeiro o método de Euier Para esse problema, 
L = x„ - 4y„ e g„ = -x„ + >■„; logo. 

/„ = 1 - (4)(0) = 1, g 0 =-I + 0 = -l. 

Então, das fórmulas de Euier (4) e (5), obtemos 


no ponto t = 0,2, Use o método de Euier com h = 0,1 e o méto¬ 
do de Runge-Kutta com h - 0,2. Compare os resultados com os 
valores da solução exata: 


<p(t) - 


fU) = 


( 10 ) 


X, = l + (0.l)(l) = 1.1, v j = 0+(0,l)<-l}= -0,1. 
No próximo passo. 

/, = U - (4)(—0,1) = 1,5, 

í,= -1.1 +(-0,1) = -1.2. 


2 


4 
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Portanto, 


x 2 = 1,1 4- (0,1)(1,5) — 1,25. 

y 2 = -0 t l + {0,1)(—1,2) = —0,22. 


Os valores da solução exata, corretos até oito dígitos, são 
0(0,2) = 13204248 e 0(0,2) = —0,25084701. Logo, os valo¬ 
res calculados pelo método de Euler têm erros em tomo de 0,0704 
e 0.0308, respectivamente, correspondendo a erros percentuais 
de aproximadamente 53% e 12,3%. 

Vamos usar agora o método de Runge-Kutta para aproximar 
0(0,2) e 0(0,2), Com h = 0,2, obtemos os seguintes valores das 
Eqs, (7): 


k 


02 


k 


03 — 



/7(U;-0.i)\_ 
\í(l,l; —0,1) / — 


//C1.15;—0,I2)X 
(g(U5;-0,12)/ 



. //(1.326; -0,254) \ í 2,342\ 

04 \g( 1,326;-0.254)) ( — 1,580/ ' 

Então, substituindo esses valores na Eq. (6), obtemos 

9.602\ _ ( 1,3200667 \ 

Xl “ (o/ + 6 V “ 7 ’ 52 ) ~ (-0,25066667/ ' 

Esses valores de ay e >y têm erros em torno de 0,000358 e 
0,000180, respectivamente, com erros percentuais menores do 
que um décimo de 1%. 

Esse exemplo ilustra, mais uma vez, a grande diferença de 
precisão obtida por métodos de aproximação mais precisos, 
como o de Runge-Kutta. Nos cálculos que indicamos anterior- 
mente, o método de Runge-Kutta precisa de apenas duas veze> 
mais de cálculos do que o de Euler, mas o erro no método de 
Runge-Kutta é em tomo de 200 vezes menor do que no método 
de Euler. 


Problemas 



Considere o problema de valor inicíal 


Nus problemas de 1 a 6, determine valores apropriados da solução 
x — 0(f), v - 0(0 do problema de valor inicial dado em t — 0,2:0,4: 
0,6; 0,8 e 1,0. Compare os resultados obtidos pelos diversos méto¬ 
dos com os tamanhos de passos diferentes. 

(a) Use o método de Euler com h — 0,1. 

(b) Use o método de Runge-Kutta com /? - 0,2, 

(c) Use o método de Runge-Kutta com h = D,L 

#2 ]. *' = X +y + r, y' = 4* - 2y; jcfO) = 1. y(0) = 0 

ê 2. x'~2x+ty, y'=xy; *(0) = 1, y(0) = 1 

4 *- 3, x = -tx — y — 1, y' = *; jc< 0) = 1. y(0) = 1 

4 ’■ 4. x'=x~y + xy, y'=3x-2y- xy ; *(0) = 0, y(0) = 1 
4 5. x' = *(I - 0,5* - 0,5y). / = )'(—0,25 + 0,5*); 

*{0) = 4, y(0) = 1 

♦ 6, *' = exp{—* + y) — cos*, y'=sen(* — 3y); 

*(0) = 1, y(0) = 2 

4^ 7. Considere o problema do exemplo x' = x 4y, y' = —x + y 
com condições iniciais x(ü) — 1, y(0) = 0. Use o método de 
Runge-Kutta para encontrar valores aproximados da solução 
desse problema no intervalo 0 < / < 1. Comece com h = 0,2 e 
depois repita os cálculos com /i = 0,1; 0.05;... cada um a meta¬ 
de do anterior. Continue o processo até os cinco primeiros dígi¬ 
tos da solução em r= 1 permanecerem constantes para tamanhos 
sucessivos de passos. Determine se esses dígitos são precisos 
comparando-os com a solução exata dada nas Eqs, (10) do texto. 


jr" + fV+ 3 jc= t, a(0) = 1, *'(0) = 2. 

Transforme esse problema em um sistema de duas equações de 
primeira ordem e determine valores aproximados da solução 
em; = 0.5 e f = 1,0 usando o método de Runge-Kutta com 
h =0,1. 

w 9. Considere o problema de valor inicíal x* = /(r, x t y) ey' — 
g(t* a, y) com x(t n ) = x„ e y(í n ) — y„. A generalização do mé¬ 
todo de previsão e correção de Adams-Moulton da Seção 
8.4 é 

+ £*<«/„ ~ 5 9 f n _, + 37/ n _ 2 - 9/„_ 3 ). 

>Wi = y* + Ti hi ' 55 S„ -59g„^ +31g n _ 2 - 9S_ 3 ) 

e 

^n+l = X » + + 19 /n ~ 5 fn -1 + ffí-l'*’ 

■ V «+l = y« + èi h( - 9 8n+l + X9 S n - +g„_ 2 )- 

Determine um valor aproximado da solução em t = 0,4 para o 
problema de valor inicial do exemplo x * = x — 4v, y* - -x + 
y com a(0) = l, y(0) = 0, Use h = 0 J . Corrija o valor previsto 
uma vez. Para os valores x r v*, use os valores da solução 
exata arredondados para seis dígitos: x y = 1,12735; x, — 
132042: x ? = 1,60021: v, = -0.31 1255 ; v, = -0,250847 e 
y 3 = -0,429696, 
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CAPITULO 


Equações Diferenciais Não-Lineares e 
Estabilidade 


Existem muitas equações diferenciais, especial mente não-l me¬ 
ares. que não são suscetíveis à solução analítica de algum modo 
razoavelmente conveniente. Métodos numéricos, como os dis¬ 
cutidos no capítulo precedente, fornecem um modo de tratar es¬ 
sas equações. Uma outra abordagem, apresentada neste capítu¬ 
lo, tem caráter geométrico e nos leva a uma compreensão quali¬ 
tativa do comportamento das soluções, em vez de informação 
quantitativa detalhada. 

9.1 O Plano de Fase: 

Sistemas Lineares 

Como muitas equações diferenciais não podem ser resolvidas de 
maneira conveniente por métodos analíticos, é importante con¬ 
siderar que tipo de informação qualitativa 1 pode ser obtida so¬ 
bre suas soluções sem resolver, de fato, as equações. As ques¬ 
tões que vamos considerar neste capítulo estão relacionadas à 
idéia de estabilidade de uma solução e os métodos que vamos 
empregar são, basicamente, geométricos. Tanto o conceito de 
estabilidade quanto a utilização de análise geométrica foram in¬ 
troduzidos no Cap. 1 e usados na Seção 2.5 para equações autô¬ 
nomas de primeira ordem 

dy/dt = f(y). (I) 

Neste capítulo, vamos refinar essas idéias e estendera discussão 
a sistemas de equações. 


'A teoria qualitativa de equações diferenciais foi criada por Henri Poincard i 1854-191 2 \em 
diversos artigos importantes entre 1880 e 1S86. Poincaré foi professor na Universidade de 
Paris e é considerado, geralmente. ü matemático mais iinpoiiame de seu tempo, FIc fee 
descobertas fundamentais em muitas áreas diferentes da matemática, incluindo teoria de 
funções complexas, equações diferenciais parciais e mecânica celeste. Iniciou o uso de 
métodos modernos em topologia em uma série de artigos a partir de 1894. Foi um pioneiro 
na utilização de séries assintdticas em equações diferenciais, uma das ferramentas mais 
poderosas da matemática aplicada contemporânea. Entre outras coisas, usou expansões as- 
sííitóticas para obter soluções em torno de pontos singulares irregulares, estendendo o tra¬ 
balho de Fuehs e Frobenius discutido no Cap, 5. 


Vamos começar com um dos sistemas mais simples, a saber, 
um sistema linear homogêneo de segunda ordem com coefici¬ 
entes constantes. Tal sistema tem a forma 

dx/dt = Ax. (2) 

onde A é uma matriz constante 2 X 2 e x é um vetor 2 X 1. Sis¬ 
temas desse tipo foram resolvidos nas seções de 7.5 a 7.8. Lem¬ 
bre-se de que. se procurarmos soluções da forma x = então, 
substituindo na Eq. (2), obtemos 

(A-rI)£ = ÍK (3) 

Logo r tem que ser um autovalor e £ um autovetor associado da 
matriz A. Os autovalores são as raizes da equação polinomial 

det(A - /-I) = 0 (4) 

e os autovetores são determinados pela Eq. (3 J a menos dc uma 
constante multiplicativa. 

Vimos, na Seção 2.5, que pontos onde a expressão à direita 
do sinal de igualdade na Eq. (1) é nula têm importância especial. 
Tais pontos correspondem a soluções constantes, ou soluções de 
equilíbrio, da Eq. (1) e são chamados, muitas vezes, de pontos 
críticos. Analogamente, para o sistema (2). os pontos onde Ax 
= 0 correspondem a soluções de equilíbrio (constantes) e tam¬ 
bém são chamados de pontos críticos. Vamos supor que A seja 
invertível. de modo que det A # 0. Então, x = 0 é o único ponto 
critico do sistema (2). 

Lembre-se de que uma solução da Eq. (2) é uma função veto¬ 
rial x = ò(r) que satisfaz a equação diferencial. Essa função pode 
ser considerada como uma representação paramétrica de uma 
curva no plano x } x 2 . Ajuda, muitas vezes, olhar essa curva como 
um caminho, ou trajetória, percorrida por uma partícula em 
movimento cuja velocidade dx/dt é especificada pela equação 
diferencial. O plano é chamado de plano de fase, e um con¬ 
junto representativo de trajetórias é chamado de retrato de fase. 

Ao analisar o sistema (2), precisamos considerar diversos 
casos, dependendo da natureza dos autovalores de A, Isso tam¬ 
bém aconteceu nas seções de 7.5 a 7.8, onde estávamos interes- 






Equações Dí/er curiais NaoLíneares e Esiabilídaáe 259 


sados, basicamente, em encontrai’ uma fórmula conveniente para 
a solução geral, Nosso objetivo principal, agora, é caracterizar a 
equação diferencial de acordo com o padrão geométrico forma- 
do por suas trajetórias. Em cada caso. vamos discutir o compor¬ 
tamento das trajetórias em geral e ilustrá-lo com um exemplo. É 
importante que você se familiarize com os tipos de comporta¬ 
mento das trajetórias em cada caso, pois esses são os ingredien¬ 
tes básicos na teoria qualitativa de equações diferenciais, 

CASO I Autovalores Reais e Distintos de Mesmo Sinal* A 

solução geral da Eq. (2) é 

x = c 1 | (1 Vi f +c 2 ê (2) eV, (5) 

onde r, e r 2 são ambos positivos ou ambos negativos. Suponha, 
primeiro, que r [ <r 2 < 0 e que os autovetores g n e g- são como 
ilustrado na Fig, 9.Ela. Segue da Eq. (5) que x —¥ 0 quando / —» 
se, independente dos valores de c { e c em outras palavras, todas 
as soluções se aproximam do ponto critico na origem quando / 
—» oc. Se a solução começa em um ponto inicial na reta contendo 
a origem na direção de g lr , então c 2 = 0. Em consequência, a 
solução permanece nessa reta para todo t e tende à origem quan¬ 
do t —> Analogamente, se o pomo inicial pertence ã reta na 
direção de g' :2l T então a solução tende à origem ao longo dessa 
reta, Na solução geral, é útil escrever a Eq. (5) na forma 

x = e r 2'[f | Ç (1) e ír i- r 2» f + c 2 g [2) ]. (6) 

Note que r, — r 2 < 0. Portanto, enquanto c 2 ^ 0, o termo 
Ci^^expffr] — r 2 )f] é desprezível comparado com c 2 g l21 para va¬ 
lores suficientemente grandes de /, Assim, quando t —* não só 
as trajetórias se aproximam da origem, mas o fazem tendendo, 
também, à reta na direção de g l2 \ Logo, todas as soluções são 
tangentes a g 1 - no ponto crítico exceto as que começam exata¬ 
mente na reta na direção de g ^, A Fig. 9,Lia mostra diversas 


(a) 

x \ 


(M 

FIG. 9*1.1 Um nó: r, < r z < 0. (a) O plano de fase, ( b ) ar, em função de 


trajetórias. Alguns gráficos típicos de x ] em função de festão es¬ 
boçados na Fig. 9.1.1fr, ilustrando o fato de que todas as solu¬ 
ções exibem decaimento exponencial no tempo. O comportamen¬ 
to de x 2 em função dc t é semelhante. Esse tipo de ponto crítico 
é chamado de nó, ou nó atrator. ou sorvedouro. 

Se r x e r 2 são ambos positivos e 0 < r 2 < então as trajetó¬ 
rias têm o mesmo padrão que na Fig. 9.1.1a, exceto que o senti¬ 
do do movimento é se afastando do ponto crítico na origem, em 
vez de se aproximando. Nesse caso. JCj e x 2 crescem exponenci- 
almente como funções de /. O ponto crítico é chamado, nova- 
mente, de nó ou de fonte. 

Vimos um exemplo de tal nó no Exemplo 2 da Seção 7,5. e 
suas trajetórias estão ilustradas na Fig. 7.5,4, 

CASO 2 Autovalores Reais com Sinais Diferentes. A solução 
geral da Eq. (2) é 

x = c 1 | !1 v r i' + e 2 t a) e r i t , (7) 

onde r, > 0 e r 2 < 0. Suponha que os autovetores g" e g"- 1 são 
como ilustrados na Fig. 9.1 2a. Se a solução começa em um ponto 
inicial na reta contendo a origem na direção de g 11 \ então c 2 = 0, 
Em consequência, a solução permanece nessa reta para todo t e, 
como > 0, ||x| quando t -> Se a solução começa em 
um ponto inicial pertencente ã reta na direção de g <:i , a situação 
é análoga, exceto que |x|| —* 0 quando t —* já que r 2 < 0. As 
soluções que começam em outros pontos iniciais seguem traje¬ 
tórias semelhantes às da Fig, 9,1,2a, A exponencial positiva é o 
termo dominante na Eq, (7) para f grande, de modo que todas 
essas soluções tendem a infinito assíntoticamente à reta deter¬ 
minada pelo autovalor g" J correspondente ao autovalor positivo 
r t . As únicas soluções que se aproximam do ponto crítico na 
origem são as que começam preeisamente na reta determinada 




(b) 


FIG. 9.1.2 Um ponto de sela; > 0, < 0. {a) O plano de f«w-, i r x, 

em função de r. 
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por I' 2 ', A Fig. 9.1.26 mostra alguns gráficos típicos de x x em 
função de f. Para determinadas condições iniciais, a exponenci¬ 
al positiva está ausente da solução, de modo que ,v, 0 quando 

r Para todas as outras condições iniciais, a exponencial po¬ 
sitiva acaba dominando e faz com que jq se tome ilimitada- O 
comportamento de .v 2 é semelhante. Nesse caso, a origem é cha¬ 
mada ponto de sela. 

Um exemplo de um ponto de sela é apresentado no Exemplo 
1 da Seção 7,5, cujas trajetórias são mostradas na Fig. 7.5.2, 

CASO 3 Autovalores Iguais. Vamos supor agora que r, — r 2 — 
r. Vamos considerar o caso em que os autovalores são negati¬ 
vos; se forem positivos, as trajetórias são semelhantes, mas o 
movimento é em sentido contrário. Existem dois subcasos, de¬ 
pendendo se o autovalor repetido tem dois autovetores indepen¬ 
dentes ou apenas um, 

(a) Dois autovetores independentes. A solução geral da Eq. 
(2)é 

x = c } % ll) e r ‘ + c 2 | í2 V\ (8) 

onde | ,lj e i;são autovetores independentes. A razão xjx x c in¬ 
dependente de /, mas depende das coordenadas de % iU e Q 1 ' e das 
constantes arbitrárias e c 3 . Logo, ioda trajetória está contida 
em uma reta contendo a origem, como ilustrado na Fig. 9.1.3a. 
Gráficos típicos de x, ou x 2 em função de / aparecem na Fig. 
9,1.36, 0 ponto critico c chamado de nó próprio ou r algumas 
vezes, de ponto estrela. 




FIG. 9,1.3 Um nó próprio, dois autovetores independentes: r t = r 2 < 0. 
(fj) O plano de fase, ( b} x» em função de /, 


í b) Um autovetor independente. Como vimos na Seção 7,8, 
a solução geral da Eq. (2) nesse caso é 

x — c^e n -h c 2 {^te rt + T|^ rí )i (9) 

onde £ é o autovetor e -q é o autovetor generalizado associado 
ao autovalor repetido, Para/grande, o termo dominante naEq. 
(9) é c 2 fye r \ Assim, quando r -> todas as trajetórias tendem 
a origem e são tangentes à reta na direção do autovetor. Isso é 
verdadeiro mesmo quando c 2 = 0, pois, nesse caso, a solução x 
= c£e fí pertence a essa reta. Analogamente, para valores ne¬ 
gativos grandes de í, o termo c 2 %te rt é, novamente, dominante, 
de modo que, quando r —* —*=. cada trajetória é assintótica a 
uma reta paralela a Ç. 

A orientação das trajetórias depende das posições relativas 
de f; e T|. Uma situação possível está ilustrada na Fig. 9,1,4a. 
Para localizar as trajetórias, 6 melhor escrever a solução (9) na 
forma 

x = [(Cjl + Cjn) + c 2 &]e rt = ye rl , (10) 

onde y = (c,íj + cvn) + c 2 ijí. Note que o vetor y determina a 
direção e o sentido de x, enquanto a quantidade escalar e rs afeta 
apenas o tamanho de x. Observ e, também, que, para valores fi¬ 
xos de c t e c 2 , a expressão para y é uma equação vetorial da reta 
contendo o ponto + c 2 i\ e paralela a 

Para esboçar a trajetória correspondente a um par dado de 
valores de c ] e c 2f você pode proceder da seguinte maneira. Pri¬ 
meiro, desenhe a reta dada por (c,Ç + e 2 *i) 4* c^t e note o sen¬ 
tido do movimento quando / cresce nessa reta. A Fig. 9.1 Aa mos¬ 
tra duas dessas retas, uma para c 2 > 0 e outra para c 2 < 0. A se¬ 
guir, observe que a trajetória dada passa pelo ponto + c 2 r\ 
quando t = 0. Além disso, quando / aumenta, o sentido do vetor 
x dado pela Eq. (10) tem o mesmo sentido de quando / aumenta 
na reta, mas o tamanho de x decresce rapidamente e tende a zero, 
devido ao fator exponencial decaindo e rI . Finalmente, quando / 
—> — o sentido de x é determinado por pontos na parte corres¬ 
pondente da reta, e o tamanho de x tende a infinito. Dessa for¬ 
ma, obtemos as trajetórias mais grossas na Fig. 9,1.4a, Algumas 
outras trajetórias mais finas estão esboçadas para ajudar a com¬ 
pletar o diagrama. Gráficos típicos de em função de t apare¬ 
cem na Fig, 9.1,46, 

A outra situação possível está ilustrada na Fig. 9.1 Ac. onde 
a orientação relativa de i; e iq está invertida. Corno indicado 
na figura, isso resulta em uma mudança de direção das traje¬ 
tórias. 

Se - r 2 > 0, você pode esboçar as trajetórias seguindo o 
mesmo procedimento. Nesse caso, as trajetórias são percorridas 
na direção para fora, e a orientação das trajetórias em relação a | 
e também é invertida, 

Quando um autovalor duplo tem um único autovetor indepen¬ 
dente, o ponto crítico é chamado de nó impróprio ou degene¬ 
rado, Vimos um exemplo particular desse caso no Exemplo 2 
na Seção 7.8; as trajetórias estão ilustradas na Fig. 7,8.2. 

CASO 4 Autovalores Complexos. Suponha que os autovalores 
sejam A ± r> T onde A e fi são reais, A#0e^>0. É possível 
escrever a solução geral em termos dos autovalores e autovetores» 
como vimos na Seção 7,6, No entanto, vamos proceder de modo 
diferente. 

Sistemas com autovalores A ± ifi são, tipicamente, da forma 



(11) 




Equações Diferenciais Nao-Liraeares e Estabilidade 261 






[ c) 

FIG. 9.1.4 Um nó impróprio, um autovetor independente; r ] — r 2 < 0. {a) O plano de fase. [b) a , em função de /. (c) O plano de fase. 


ou. em forma escalar. 

x\ = kx { + x' 2 — + kx-,. (12) 

Vamos introduzir coordenadas polares r, 6 dadas por 
r 2 = x} + x 2 > tg# = x 2 /x r 
Diferenciando essas equações, obtemos 

rr f =x y x[+x 2 Xp (sec 2 0)0 f = {x l X 2 —x 1 x[)(x \. (13) 
Substituindo as Eqs. (12) na primeira das Eqs, (13), vemos que 

r — Ar, (14) 

e, portanto, 

r = ce x \ (15) 

onde cé uma constante. Analogamente, substituindo as Eqs. (12) 
na segunda das Eqs. í 13) e usando o fato de que sec 2 0 = r 2 /xf. 
temos 


Logo, 


9 f = -fi. 


0 — — jXÍ + 0Q, 

onde Ú ü é o valor de 6 quando i = 0. 


(16) 

(17) 


As Eqs. (15) e (17) são equações paramétricas em coordena¬ 
das polares das trajetórias do sistema (11). Como \i > 0, segue 
da Eq, (17) que 9 diminui quando / aumenta, de modo que o mo¬ 
vimento em uma trajetória é no sentido horário. Quando t —> 
vemos da Eq, (15) que r-»OseÀ<Oe que r se À > 0. 
Então, as trajetórias são espirais, que tendem ou se afastam da 
origem dependendo do sinal de À. Ambas as possibilidades es¬ 
tão ilustradas na Fig. 9.1.5, junto com alguns gráficos típicos de 
v L em função de í. Os pontos críticos são chamados de pontos 
espirais nesse caso. Os termos sorvedouro espiral e Fonte es¬ 
piral são usados, frequentemente, para se referir a pontos espi¬ 
rais cujas trajetórias se aproximam ou se afastam, respectivamen¬ 
te, do ponto crítico. 

Mais geral mente, é possível mostrar que, para qualquer siste¬ 
ma com autovalores complexos À ± ifi. onde À ^ 0. as trajetó¬ 
rias são sempre espirais. Elas estão orientadas para dentro ou para 
fora, respectivamente, dependendo seosinaldeÀé negativo ou 
positivo. Podem ser alongadas e tortas em relação aos eixos co¬ 
ordenados. e o sentido do movimento pode ser horário ou trigo¬ 
nométrico, Embora uma análise detalhada seja moderadamente 
difícil, é fácil obter uma idéia geral da orientação das trajetórias 
diretamente das equações diferenciais. Suponha que 
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FIG, 9 J,5 Um ponta espiral; = A + i/a, r z = À — (a) à < 0, o plano de fase, (ft) A < 0, ,v E em função de r, (c) À > 0, o plano de fase. (d) A 

> 0, X\ em função de r. 


tem autovalores complexos A ± íjjl e considere o ponto (0,1) no 
semi-eixo positivo dos v. Segue da Bq, (18) que, nesse ponto, dxí 
dt = /; e dyfdt = d. Dependendo dos sinais de e c/, podemos 
inferir o sentido do movimento e a direção aproximada das tra¬ 
jetórias, Por exemplo, se ambos bt d são negativos, então as tra¬ 
jetórias atravessam o semi-eixo positivo dos v. descendo e en¬ 
trando no segundo quadrante. Se A < 0, então as trajetórias têm 
que ser espirais direcionadas para o ponto crítico semelhantes às 
da Fig, 9,1.6, Foi dado um outro caso no Exemplo i da Seção 
7,6, cujas trajetórias aparecem na Fig, 7.6.2, 

CASO 5 Autovalores Imaginários Puros. Nesse caso, A = 0 e 
o sistema (11) se reduz a 



com autovalores ±íju. Usando o mesmo argumento que no Caso 
4, encontramos 

r' = 0, 9' = —fi, (20) 

e. portanto. 

r = c, 6 = -fjLt + 9 0 , (21) 

onde c e 6 Ü sào constantes. Logo, as trajetórias são círculos cen- 
trados na origem, percorridos no sentido horário se g>0e no 
sentido trigonométrico se /r < 0. Um circuito completo em tor¬ 
no da origem é feito em um intervalo de tempo de comprimento 
2 7-//a, de modo que todas as soluções são periódicas com perío¬ 
do 27 -iii. O ponto crítico é chamado de centro. 

Em geral, quando os autovalores são imaginários puros, é 
possível mostrar (veja o Problema 3 9) que as trajetórias são 
elipses centradas na origem, A Fig, 9,1,7 mostra uma situa¬ 


ção típica c mostra, também, alguns gráficos típicos de X[ em 
função de t. Veja também o Exemplo 3 na Seção 7.6, especial- 
mente as Figs, 7,6.3 e 7.6.4. 

Refletindo sobre esses cinco casos e examinando as figuras 
correspondentes, podemos fazer diversas observações: 

1. Após um longo período de tempo, cada trajetória individual exi¬ 
be apenas um entre três tipos de com portam en to, Quando t — > 
rc, cada trajetória tende a infinito, se aproxima do ponto crítico x 
= 0, ou percorre, repetidamente, umacuiva fechada, correspon¬ 
dente a uma solução periódica, em torno do ponto critico. 

2, De um ponto de vista global, o padrão das trajetórias em cada 
caso é relativamente simples, Para ser mais específico, em 
cada ponto (j: 0 , y 0 ) no plano de fase passa uma única trajetó- 



FIG. 9.L6 Um ponto espirai: r = À ± ifi com À < 0, 
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FIG. 9.1.7 Um centro: r t - ifi. r\_ — —i{x< (a) O plano de fase. f b) .Tj em função de t. 


ria; assim, as trajetórias não se cruzam. Não interprete mal as 
figuras, onde aparecem, às vezes, muitas trajetórias que pare¬ 
cem passar pelo ponto crítico x = 0. De fato, a única solução 
que passa pela origem é a solução de equilíbrio x = 0. Na 
realidade, as outras soluções que parecem passar pela origem 
apenas se aproximam desse ponto quando r —> ^ ou t — sc, 

3. Em cada caso, o conjunto de todas as trajetórias é tal que uma 
entre três situações ocorre. 

(a) Todas as trajetórias se aproximam do ponto critico x = 
0 quando t —» ac. Esse é o caso se os autovalores são reais 
e negativos ou complexos com parte real negativa, A 
origem é um nó atrator ou um sorvedouro espiral. 

(b) Todas as trajetórias permanecem limitadas, mas não ten¬ 
dem à origem quando t —> Esse é o caso quando os au¬ 

tovalores são imaginários puros. A origem é um centro. 

(cj Algumas trajetórias e, possivelmente, todas as trajetóri¬ 
as exceto x = 0, tendem a infinito quando t sc. Esse é 
o caso se pelo menos um dos autovalores é positivo ou 
se os autovalores têm parte real positiva. A origem é um 
nó fonte, uma fonte espiral, ou um ponto de sela. 

As situações descritas em 3(a), (b) e (c) anteriormente ilus¬ 
tram os conceitos de estabilidade assintótica, estabilidade e ins¬ 
tabilidade. respectivamente. da solução de equilíbrio x = 0 do 
sistema (2). As definições precisas desses termos serão dadas na 
Seção 9.2, mas seus significados básicos devem estar claros da 
discussão geométrica feita nesta seção. A informação que obti¬ 
vemos sobre o sistema (2) está resumida na Tabela 9,1.1, Veja, 
também, os Problemas 20 e 21. 

A análise nesta seção se aplica apenas a sistemas de segunda 
ordem x r = Ax cujas soluções podem ser representadas geome- 


Problemas 

Nos problemas de l a 12: 

(a) Encontre os autovalores e autovetores, 

(b) Classifique o ponto critico (0, 0) em relação ao tipo e deter¬ 
mine se é estável, assintoticamente estável ou instável 

íc) Esboce diversas trajetórias no plano de fase e esboce, tam¬ 
bém, alguns gráficos típicos de X\ em função de /. 

(d) Use um computador para fazer precisamente os gráficos 
pedidos no item (c). 



TABELA 9.1.1 Propriedades de Estabilidade de Sistemas 
Lineares x' = Ax com det(A - ri) — 0 e det A =£ 0 


Autovalores 

Tipo de 
Ponto Critico 

Estabilidade 

7-! > /■, > 0 

Nó 

Instável 

r, < r 2 < 0 

Nó 

Assintoticamente estável 

r 2 < 0 < r r 

Ponto de sela 

Instável 

r, = r, > 0 

Nó próprio 

Instável 

r t -r 7 <0 

ou impróprio 
Nó próprio 

Assintoticamente estável 

r M r n = À ± ifx 
À>0 

À < 0 

r x = i/í, r 2 = —ift 

ou impróprio 
Ponto espiral 

Centro 

instável 

Assintoticamente estável 
EsLável 


iricamente por curvas no plano de fase. Uma análise semelhan¬ 
te, porém mais complicada, pode ser feita para um sistema de 
ordem n . com uma matriz de coeficientes A«X n , cujas solu¬ 
ções são curvas em um espaço de fase de dimensão n . Os casos 
que podem ocorrer para sistemas de ordem mais alta são, essen¬ 
cialmente, combinações do que vimos em duas dimensões. Por 
exemplo, em um sistema de terceira ordem com um espaço de 
fase tridimensional, uma possibilidade é que soluções em deter¬ 
minado plano sejam espirais se aproximando da origem, enquanto 
outras soluções podem tender a infinito ao longo de uma reta 
transversal a esse plano. Esse seria o caso se a matriz de coefi¬ 
cientes tivesse dois autovalores complexos com parte real nega¬ 
tiva e um autovalor real positivo. No entanto, devido à sua com¬ 
plexidade, não discutiremos sistemas de ordem maior do que dois. 
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Nos problemas de 13 a 16, determine o ponto crítico x = x° e, de- 
pois, classifique seu tipo e examine sua estabilidade fazendo a trans¬ 
formação x = x° + u. 


13. 

*-l 

dt 1 

(! X 

) x -(o) 


14. 

dx 

dt = ' 

(1 -1 

0 x+ (D 


15. 

dx , 

7t = 1 

f-\ -i 
< 2 -1 

) x+ d) 


16. 

dx j 

7i = 1 

'O -f)' 
\ s 0, 

) x+ (-“) ; 

a,p,y,8 > 0 

17, 

A equação de movimento de um 

sistema massa-mola com 


amortecimento (veja a Seção 3.8) é 


d 2 u du 

m —^ + c— 4- ku = 
dt 1 dt 


0 , 


onde m T c e A são positivos. Escreva essa equação de segun¬ 
da ordem como um sistema de duas equações de primeira 
ordem para x — u,y - duídt. Mostre que x “ 0, y = 0 é um 
ponto crítico e analise a estrutura c a estabilidade do ponto 
crítico em função dos parâmetros m y c e A. Uma análise se¬ 
melhante pode ser aplicada â equação do circuito elétrico 
(veja a Seção 3.8) 



d! 
+ R — 
dt 


+ c ! 


18. Considere o sistema x' = Ax e suponha que A tem um autova¬ 
lor nulo. 

(a) Mostre que x = 0 é um ponto crítico e que, além disso, todo 
ponto pertencente a uma determinada reta contendo a origem 
é, também, um ponto critico, 

(b) Sejam r, = 0 e r 2 # 0, e sejam £ llJ e | r -' os autovetores cor¬ 
respondentes. Mostre que as trajetórias são como indicadas na 
Fig, 9.1.8. Qual o sentido do movimento nas trajetórias? 

19. Neste problema, vamos indicar como mostrar que as trajetóri¬ 
as são elipses quando os autovalores são imaginários puros. 
Considere o sistema 




FIG. 9* 1*8 Pontos críticos não-isolados; r, = 0, r z i= 0. Todo ponto 
pertencente à reta contendo a origem e paralela a Ç 1 é um ponto crítico. 


(a) Mostre que os autovalores da matriz de coeficientes são 
imaginários puros se, e somente se, 

a n +a 22 = 0. a n a n ~ a i2 a i\ > («) 

(b) As trajetórias do sistema fi) podem ser encontradas conver- 
tendo-se as Eqs. { 1) em uma única equação 

dv dyfdt ~h &..... 

— = —— ~ . (m) 

dx dx/dt a u x + a i2 y 

Use a primeira das Eqs, (ii) para mostrar que a Eq, (iii) é exata, 

(c) Integrando a Eq, (iitg mostre que 

a Z] x 2 + 2 a 22 xy - a {1 y 2 = k< (iv) 

onde A é uma constante. Use as Eqs. (li) para concluir que o 
gráfico da Eq. (iv) é sempre uma elipse. 

Sugestão: Qual o discriminante da forma quadrática na Eq, (iv)? 

20. Considere o sistema linear 

dx/dt — a x ,x + a l2 y t dy/dt = a 2l x + a 21 y\ 

onde a n , ...,% são constantes reais. Seja p = a u + a 22 , q = 
a n a n - a l2 a 2i e A = pr - 4q, Note que p e q são, respecdva- 



Ponto espirai instável 


Nó \ 
assintoticamente 
estáveí 


Nó 

instávei 


Ponto de seta instável 


Centro 

estável 


_ 


4q <0 


A-p 


Q 

Ponto espiral 
assintoticamente estável 


A = p 2 - 4q > O 


FIG* 9 Diagrama de estabilidade. 
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mente, o traço e o determinante da matriz de coeficientes do 
sistema dado. Mostre que o ponto critico (0. 0) é um 

(a) nó se q > 0 e A ^ 0: 

(b) pomo de sela se q < 0; 

(c) ponto espiral se p # 0 e á < Oi 

(d) centro se p = 0 e q > 0. 

Sugestão: Às conclusões podem ser obtidas estudando-se os 
autovalores r, e ry pode ajudar a estabelecer, também, e depois 
a usar, as relações r,r : — q e r t + r 2 = p. 

23. Continuando o Problema 20, mostre que o ponto crítico (0, 0} 
é 

(a) assintoticamente estável se q > 0 e p < 0; 

(b) estável se q > 0 e p — 0: 

(c) instável se q < 0 ou p > 0. 

Os resultados dos Problemas 20 e 21 estão resumidos visual- 
mente na Fíg. 9.1.9. 


9.2 Sistemas Autônomos e Estabilidade 

Nesta seção vamos começar a juntar e expandir as idéias geo¬ 
métricas introduzidas na Seção 2.5 para certas equações de pri¬ 
meira ordem e na Seção 9,1 para sistemas lineares homogêneos 
de segunda ordem com coeficientes constantes. Essa idéias es¬ 
tão relacionadas ao estudo qualitativo de equações diferenciais 
e ao conceito de estabilidade, uma idéia que será definida preci¬ 
samente mais adiante ainda nesta seção. 

Sistemas Autônomos. Vamos considerar sistemas com duas 
equações diferenciais da forma 

dx/dr = F(a\ y), dy/dt — G(x f y). (1) 

Vamos supor que as funções Fe G sejam contínuas com deriva¬ 
das parciais contínuas em algum domínio D do plano xy, Se (x Qi 
y 0 ) é um ponto nesse domínio, então, pelo Teorema 7. M, existe 
uma única solução x = y = t/AD do sistema (1) satisfazen¬ 
do as condições iniciais 

*cy = *0' v(y “ y<}‘ (2) 

Â solução esta definida em algum intervalo de tempo / que con¬ 
tém o ponto r (í . 

Escreveremos, muitas vezes, o problema de valor inicial (I), 
(2) na forma vetorial 

dx/dt — f(x), x(f 0 ) = x°, (3) 

onde x = aí + yj, f(x) - F(a; y) i 4- G{\, y)j e V 1 = + yj. 

Nesse caso, a solução é expressa como x - ó{i), onde 4>(r) ~ 
i + t/Ànj, Como de hábito, vamos interpretar a solução x = 
como uma curva traçada por um ponto se movendo no pla¬ 
no xy, o plano de fase. 

Observe que as funções F e G nas Eqs. (1) não dependem da 
variável independente í. mas apenas das variáveis dependentes 
x e y. Um sistema com essa propriedade é dito autônomo, O sis¬ 
tema 

x = Ax. (4) 

onde A é uma matriz constante, é um exemplo simples de um 
sistema autônomo bidimensional. Por outro lado, se um ou mais 
elementos da matriz de coeficientes for uma função da variável 
independente f, então o sistema não é autônomo. A distinção entre 
sistemas autônomos e não-autônomos é importante porque a 
análise qualitativa geométrica desenvolvida na Seção 9.1 pode 


ser efetivamente estendida para sistemas autônomos em geral, 
mas não é tão ütíl para sistemas que não são autônomos. 

Em particular, o sistema autônomo (1) tem um campo de dire¬ 
ções associado que é independente do tempo. Em consequência, 
existe apenas uma trajetória passando em cada ponto (x 0 , y 0 ) no 
plano de fase. Em outras palavras, todas as soluções que satisfa¬ 
zem uma condição inicial da forma (2) percorrem a mesma traje¬ 
tória, independente do instante t G no qual elas estão em ú 0 , y 0 ). 
Logo, como no caso do sistema linear com coeficientes constan¬ 
tes (4), um único retrato de fase mostra, simultaneamente, infor¬ 
mação qualitativa importante sobre todas as soluções do sistema 
(1). Veremos esse fato confirmado repetidas vezes neste capítulo. 

Sistemas autônomos ocorrem, com frequência, em aplicações. 
Fisicamente, um sistema autônomo é um cuja configuração, in¬ 
cluindo parâmetros físicos e forças ou efeitos externos, é inde¬ 
pendente do tempo. A resposta do sistema a condições iniciais 
dadas é independente, portanto, do instante em que as condições 
sâo impostas. 

Estabilidade e Instabilidade. Os conceitos de estabilidade, es¬ 
tabilidade assintótíca e instabilidade já foram mencionados di¬ 
versas vezes neste livro. Está na hora de dar uma definição ma¬ 
temática precisa desses conceitos, pelo menos para sistemas au¬ 
tônomos da forma 

x' = f(x). (5) 

Nas definições a seguir e em outros lugares, usaremos a notação 
x para designar o comprimento, ou tamanho, do vetor x. 

Os pontos onde fíx) = 0, se existirem, são chamados de pon¬ 
tos críticos do sistema autônomo (5), Em tais pontos, x' = 0, de 
modo que os pontos críticos correspondem a soluções constan¬ 
tes, ou de equilíbrio, do sistema de equações diferenciais. Um 
ponto critico x {) do sistema (5) é dito estável se. dado qualquer e 
> 0. existe um 8 > 0. tal que toda solução x = 4>í r) do sistema 
(1), que satisfaz, em / = 0. 

!]cj)(0) — x°|| < S, (6) 

existe para todo r positivo e satisfaz 

H<t>(O-x 0 || < e (7) 

para todo t > 0. Isso está ilustrado geometricamente nas Figs. 
9.2, \a e 9.2.li?, Essa proposição matemática diz que todas as 
soluções que começam *‘sufi cientemente próximas" (isto é, a uma 
distância menor do que 8) de x° permanecem "próximas" ( isto é, 
a uma distância menor do que €} de x°. Note que, na Fig. 9,2. la, 
a trajetória está no interior do círculo x - x u \ = 8 em i — 0 e. 
embora saia logo desse círculo, permanece no interior do círcu¬ 
lo x - x°| = e para todo t ^ 0. No entanto, a trajetória da solu¬ 
ção não precisa se aproximar do ponto crítico x ü quando t —» 
como ilustrado na Fíg. 9.2.1 b. Um ponto critico que não é está¬ 
vel é dito instável. 

Uin ponto crítico X a é dito assintoticamente estável se é es¬ 
tável e se existe um ô Q (8^ > 0) tai que, se uma solução x - 4>(r) 


satisfaz 

||*M0)-x u || <S Q . 

(8) 

então 

lim 4>(0 = x f) . 

(9) 


Logo, as trajetórias que começam “suficientemente próximas” 
de x ü não apenas permanecem “próximas", mas têm que acabar 
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FIG. 9.2.1 (a) Estabilidade assíntótica. (6) Estabilidade. 


Lendendo a x° quando / —> Esse é o caso para a trajetória da 
Fíg. 9.2. la. mas não para a da Fig. 9.2.1^. Note que a estabilida¬ 
de assíntótica é uma propriedade mais forte do que a estabilida¬ 
de, jã que um ponto crítico tem que ser estável antes que possa¬ 
mos falar se é ou não assintoticamente estável. Por outro lado, a 
condição-limite (9), que é uma propriedade essencial para a es¬ 
tabilidade assíntótica, sozinha não implica nem estabilidade sim¬ 
ples. De fato, pode-se construir exemplos nos quais todas as tra¬ 
jetórias Lendem a x° quando t —> =e, mas para as quais x° não é 
ponto critico estável. Geometricamente, basta construir uma fa¬ 
mília de trajetórias com elementos que começam arbitrariamen¬ 
te próximos de x iJ , depois partem para uma distância arbitraria¬ 
mente grande antes de, por fim, se aproximar novamente de x° 
quando í 

Estamos nos concentrando, neste capítulo, em sistemas de 
segunda ordem, mas as definições que acabamos de dar são in¬ 
dependentes da ordem do sistema. Se você interpretar os veto¬ 
res nas equações de (5) a (9) como tendo dimensão tu então as 
definições de estabilidade, estabilidade assíntótica e instabilida¬ 
de também se aplicam a sistemas de ordem n. Essas definições 
tornam-se mais concretas se interpretadas em termos de um pro¬ 
blema físico específico. 

O Pêndulo Oscilatório. Os conceitos de estabilidade, estabili¬ 
dade assíntótica e instabilidade podem ser facilmente visualiza¬ 
dos em termos de um pêndulo oscilatório. Considere a configu¬ 
ração ilustrada na Fig, 9.2,2, na qual uma massa m está presa a 



uma das extremidades de uma barra rígida, mas sem peso, de 
comprimento L. A outra extremidade da barra está pendurada na 
origem O e a barra está livre para rodar no plano do papel. A 
posição do pêndulo é descrita pelo ângulo 6 entre a barra e a di¬ 
reção vertical orientada para baixo, com o sentido trigonométri¬ 
co sendo considerado positivo. A força gravitacional mg age para 
baixo, enquanto a força de amortecimento c\d6Ídt\. onde c é po¬ 
sitivo, tem sempre o sentido oposto ao do movimento, A equa¬ 
ção de movimento pode ser deduzida, rapidamente, do princípio 
de momento angular, que diz que a taxa de variação no tempo 
do movimento angular em tomo de qualquer pomo é igual ao 
momento da força resultante naquele ponto. O momento angu¬ 
lar em tomo da origem é mL\d9ldt) % de modo que a equação de 
movimento é 


mL 2 ^-4 — -cL~ —mgL sen#, (10) 

dr dt 

Os fatores Lc L sen d à direita do sinal de igualdade na Eq. (10) 
são os momentos relativos à força de atrito e à força gravitacio- 
nal, respectivamente; os sinais de menos são devidos ao fato de 
que as duas forças tendem a fazer com que o pêndulo mova-se 
no sentido horário (negativo). Você devería verificar, como exer¬ 
cício, que a mesma combinação é obtida para as outras três pos¬ 
síveis combinações de sinais de #e dO/dr. 

Efetuando algumas operações algébricas diretas, podemos 
escrever a Eq. (10) na forma canônica 


ou 


dfQ_ _ c dÔ 
dt 2 mL dt 



(il) 


d 2 o de , 2 n _ 

—ir -\-y ——h ar sen# = 0, (12) 

dr dt 

onde y = c/mL e ar = g!L ♦ Para transformar a Eq. (12) em um 
sistema de duas equações de primeira ordem, fazemos x = 0 ey 
= dBidt\ então. 


dx dy 2 

— = v, — =■—úTsen x—yy. (13) 

dt dt 

Como y e ar são constantes, o sistema (13) é um sistema autô¬ 
nomo da forma (1), 

Os pontos críticos da Eq. (13) são encontrados resolvendo-se 
as equações 


FIG, 9,2.2 Um pêndulo oscilatório. 


y = o, 


-aj 2 senx — yy = 0. 
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M Í6) (c) 

FIG. 9.2.3 Movimento qualitativo de um pêndulo, (o) Com resistência do ar, (b) Com ou sem resistência do ar, (c) Sem resistência do ar. 


Obtemos y = 0 e x = ±nir, onde n é um inteiro, Esses pontos 
correspondem a duas posições físicas de equilíbrio, uma com 
a massa diretamente abaixo do suporte (0 = 0) e a outra com 
a massa diretamente acima do suporte (0 = tt). Nossa intui¬ 
ção sugere que a primeira posição é estável e a segunda, ins¬ 
tável. 

Mais precisamente, se a massa é ligeiramente deslocada da 
posição de equilíbrio abaixo, ela vai oscilar para a direita e para 
a esquerda com uma amplitude diminuindo gradualmente, até 
atingir a posição de equilíbrio quando a energia potencial inicial 
é dissipada pela torça de amortecimento. Esse tipo de movimento 
ilustra a estabilidade assim ótica. 

For outro lado, se a massa for ligeiramente deslocada da po¬ 
sição de equilíbrio acima do suporte, ela cai rapidamente, sob a 
influencia da gravidade, e vai acabar chegando, também nesse 
caso, à outra posição de equilíbrio abaixo do suporte, Esse tipo 
de movimento ilustra a instabilidade. Na prática, 6 impossível 
manter o pêndulo em sua posição de equilíbrio acima do suporte 
por qualquer período de tempo sem que haja um mecanismo que 
a segure, já que a mais leve perturbação fará com que a massa 
caia 

Finalmente, considere a situação ideal na qual o coeficiente 
de amortecimento c (ou y) é nulo. Nesse caso, se a massa for 
deslocada ligeiramente de sua posição de equilíbrio abaixo do 
suporte, ela vai oscilar indefinidamente com amplitude constan¬ 
te em tomo do ponto de equilíbrio. Como não há dissipação no 
sistema, a massa vai permanecer próxima à posição de equilí¬ 
brio, mas não vai tender a ela assimotieamente. Esse tipo de 


movimento é estável, mas não assintoticamente estável. Em ge¬ 
ral. esse movimento é impossível de se obter experimentalmen¬ 
te, já que. por menor que seja a resistência do ar ou o atrito no 
ponto de suporte, isso fará com que, finalmente, o pêndulo atin¬ 
ja sua posição de repouso, 

Esses três tipos de movimento estão ilustrados, esquematica¬ 
mente, na Fig. 9.23. As soluções da equação do pêndulo serão 
discuridas em detalhe na próxima seção. 

Determinação de Trajetórias. As trajetórias de um sistema au¬ 
tônomo bidimensional podem ser encontradas, algumas vezes, 
resolvendo-se uma equação diferencial de primeira ordem rela¬ 
cionada. Das Eqs, (1), temos 

dy _ dyfdt _ G(x, y) 

dx dxjdt F(x, v)' 

que é uma equação de primeira ordem nas variáveis x e v. Ob¬ 
serve que tal redução não é possível, em geral, se Fe G também 
dependerem de r. Se a Eq. {14) puder ser resolvida por algum 
dos métodos do Cap. 2 e se escrevermos a solução (implicita¬ 
mente) na forma 

H (a. y) — c, (15) 

então a Eq. (15) é uma equação para as trajetórias do sistema 
(14), Em outras palavras, as trajetórias são as curvas de nível 
de H{x, y). Man Lenha em mente que não existe maneira geral 
de se resolver a Eq. (14) para se obter a função H. de modo que 
essa abordagem só é possível em casos especiais. 


Exemplo 1 


Encontre as trajetórias do sistema 

dxjdt = y, dy/dt = a. 

Nesse caso, a Eq. (14) fica 

dy x 
dx y ’ 

Essa equação é separável, já que pode ser escrita na forma 
y dy = a- dx, 

e suas soluções sao dadas por 

H(x.y) = y 2 - x 2 = c, 


(16) 

(17) 


(18) 


onde c é arbitrário. Logo. as trajetórias do sistema (16) são as 
hipérboles ilustradas na Fig. 9.2,4. A direção do movimento das 
trajetórias pode ser inferida do fato de que ambas as derivadas 
dxidt e dy/dt são positivas no primeiro quadrante. O único ponto 
crítico é o ponto de sela na origem. 

Um outro modo de se obter as trajetórias é resolver o sistema 
(16) pelos métodos da Seção 7.5. Omitimos os detalhes, mas o 
resultado é 


x^c^+c^', y = c/-c 2 e'. 

Eliminando r dessas duas equações nos leva. novamente, à Eq. 
(18). 


— c, 








FIG* 9.2.5 Trajetórias do sistema (19). 
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Exemplo 2 


Encontre as trajetórias do sistema 


dx dy t 

~-=4-2y, -f = 12->3x\ 
dt dt 


Da equação 

4 — 2y = 0, 12 — 3x 2 = 0 

vemos que os pontos críticos cio sistema (19) são os pontos (—2, 
2) e (2,2). Para determinar as trajetórias, note que. para esse sis¬ 
tema, a Eq. (14) fica 

dv 12 - íx 1 

t, = (20) 


FIG. 9*2.4 Trajetórias do sistema (ló). 


Separando as variáveis na Eq. (20) e integrando, obtemos que a 
solução satisfaz 


H(x, y) — 4 y - y 2 — I2x + Jt 3 = c* (21) 


onde c é uma constante arbitrária, Uma rotina computacional para 
fazer gráficos ajuda a mostrar as curvas de nível de H(x, y). algumas 
das quais estão ilustradas na Fíg. 9.2 .5.0 sentido do movimento nas 
trajetórias pode ser determinado desenhando-se um campo de dire¬ 
ções para o sistema (1 9\ ou calculando dxfdt e dyidt em um ou dois 
pontos selecionados. Pode-se ver, da. Fig* 9.2.5, que o ponto crítico 
(2,2) é um ponto de sela e o ponto (—2,2) é um centro. Observ e que 
uma trajetória sai do ponto de sela (em t = —dá uma volta em 
torno do centro e volta ao ponto de sela (em t ~ +oc). 
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Problemas 

Nos problemas de 1 a 4. esboce a trajetória correspondente à solu¬ 
ção que satisfaz as condições iniciais dadas e indique o sentido do 
movimento quando i cresce. 


1. dx/dt = — x. 

dy/dr = -2y; 

*(0) = 4, y(0) = 2 

S- 

II 

1 

dy/dt = 2y; 

jf(0) = 4, y(0) = 2 e 

jr(O) = 4, vfO) = 0 

1 

11 

H 

cri 

dy/dt = x; 

,v(0) = 4, y(0) = 0 e 

jc( 0J = 0, y(0) = 4 

4. dx/dt = ay, 

dy/dt ~ — hx, 

a > 0, b > 0; 
x(0) = y/ã, y(0) = 0 


Para cada um dos sistemas nos problemas de 5 a 14; 

(a) Encontre todos os pontos críticos (soluções de equilíbrio), 
íb) Use um computador para desenhar um campo de direções e 
um retrato de fase para o sistema. 

(c) Dos gráficos no item íb), determine se cada ponto crítico e 
assintoticamente estável estável ou instável, classifique-o quan¬ 
to ao tipo, 

5. dx/dt ~ x - xy, dy/dt = y + 2xy 
41 6. dx/dt = 1+ 2 y, dy/dt = l-3x 2 
4 b 1 . dx/dt = x-x 2 - xy, dy/dt = {y-\y 2 -\xy 
8* dx/dt = — (jc — y)(l — x — y), dy/dt *=* x {2 + y) 
éi 9, dx/dt = y{2 — x — y), dy/dt = — x — y — 2xy 
4b 10. dx/dt = (2 + x)(y — x), dy/dt = y (2 +x — x 2 ) 
41 11. dx/dt = —x + 2 xy, dy/dt = y-x 2 -y 2 
41 12, dx/dt = y , dy/dt =x- £.* 3 - |v 

^2,13. dx/dt = (2 +x)(y — x), dy/dt — (4 — (>■ + jt) 

4ò '4. A equação de van der Pol: dx/dt =y, dy/dt = (1- x 2 )y—* 

Nos problemas de 15 a 22: 

(a) Encontre uma equação da forma H{ x, vj “ c para as trajetó¬ 
rias, 

(b) Desenhe diversas curvas de nível para a função H. Essas são 
as trajetórias do sistema dado. Indique o sentido do movimen¬ 
to em cada trajetória, 

41 15, dx/dt = 2y, dy/dt = 8.v 

0}. 16. dx/dt = 2y. dy/dt = -8.V 

4í- 17. dx/dt = y, dy/dt = 2x + y 

0 2 , 18* dx/dt = —x + v t dy/dt = —x - y 

0 19. dx/dt — —x 4- v + x 2 , dy/dt — y - 2xv 

0 20, dx/dt — lx 2 y — 3x 2 — 4y, dy/dt = — 2xy 2 4 6 xy 

& 21. Pêndulo não amortecido: dx/dt = v> dy/dt — — sen x 

0 22. Equação dcDuffing: dx/dt =y\ dy/dt = -x-\-{x 7 > / 6 ) 

23, Dado que x - <p(t). y = d/í t) é uma solução do sistema autôno¬ 
mo 

dx/dt = F(x , y )♦ dy/dt = G(x< y) 

para ot < 1 < /3, mostre que x = <£(r) = èi r — s ), y — TX0 = 
ip(t — s)é uma solução para a + s < t < p + s, para qualquer 
número s. 

24. Prove que para o sistema 

dx/dt — F(x f y), dy/dt = G(x, y) 
existe, no máximo* uma trajetória passando por um ponto dado 
.Vo)- 


Sugestão: Seja C„ a trajetória gerada pela solução x - y 
= %(t), com 4) ü {t ü ) = x ür 4(r 0 ) = Vq. e seja C, a trajetória gera¬ 
da pela solução x = <£,(/), y — com <£ E (/J - x ü , t/f E (f,) - 
y,j. Use o fato de que 0 sistema é autônomo e use. também, o 
teorema de existência e unicidade para mostrar que C 0 e C, são 
iguais* 

25. Prove que se unia trajetória começa em um ponto não crítico 
do sistema 

dx/dt = F(x , y), dy/dt — G{x, y), 

então não pode atingir um ponto crítico (x 0 * y Q ) em um interva¬ 
lo de tempo finito. 

Sugestão: Suponha o contrário, isto é, suponha que a solução \ 
— 4>(t), y — ilKt) satisfaz <Ha) — x& = y 0 * Depois use o 
faio de que x - % v - y 0 é uma solução do sistema dado que 
satisfaz a condição inicia] x = x n T y — y Q em ; = a. 

2 ó. Supondo q ue a traj etóri a corre spondente a um a solução x — (fct), 
y - -*> < t < de um sistema autônomo é fechada, mos¬ 

tre que a solução é periódica. 

Sugestão: Como a trajetória é fechada, existe pelo menos um 
ponto (x 0 , y 0 ) tal que d>rí 0 ) = *r ot 1 IKQ = y 0 e um número T > 0 
tal que <J&Úu + T) - .v fJ , i/^o + T) = Mostre que x = íP(/) = 
d)lt + 7), y = d 7 !/) = tlAí + T) é uma solução e use o teorema 
de existência e unicidade para mostrar que <f>ín = ^(f) “ 

i jKt) para todo f. 


9.3 Sistemas Quase Lineares 

Na Seção 9*1, fizemos uma descrição informal das propriedades 
de estabilidade da solução de equilíbrio x - 0 do sistema linear 
bidimensional 

x — Ax* 0) 

0*s resultados estão resumidos na Tabela 9.1.1. Lembre-se dc que 
supusemos dei À ^ ü, de modo que x = 0 é o único ponto criti¬ 
co do sistema (1). Ágora que já definimos os conceitos de esta¬ 
bilidade assíntótica, estabilidade e instabilidade mais precisamen¬ 
te* podemos enunciar esses resultados com o teorema a seguir 

Teorema 9.3.1 

O ponto crítico x = 0 do sistema linear (1) é: assintoticamen- 
te estável se os autovalores r, e r 2 são reais e negativos ou têm 
parte real negativa: estável, mas não assintoticamente estável, 
se r, e r 2 são imaginários puros; instável se r [ e r 2 são reais e 
um deles é positivo, ou se ambos têm parte real positiva. 

Fica claro, desse teorema ou da Tabela 9.1*L que os autova¬ 
lores r,* r ; da matriz de coeficientes A determinam o lipo de ponto 
critico em x = 0 e suas características de estabilidade. Por sua 
vez, os valores de r, e r 2 dependem dos coeficientes no sistema 
(!). Quando um sistema desses aparece em algum campo apli¬ 
cado* os coeficientes resultam, em geral, de medidas de deter¬ 
minadas quantidades físicas, Taís medidas estão sujeitas, mui¬ 
tas vezes, a pequenos erros, de modo que é de interesse investi¬ 
gar se pequenas mudanças (perturbações) nos coeficientes po¬ 
dem afetar a estabilidade ou instabilidade de um ponto crítico e/ 
011 alterar de maneira significativa o padrão de trajetórias* 
Lembre-se de que os autovalores r u r 2 são as raízes da equa¬ 
ção polinomial 

det(A-rIj=G. •- 
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FIG, 9.3, 1 Perturbação esquemática der : = í/u : = -i/i. 


Ê possível mostrar que perturbações pequenas em alguns dos, 
ou todos os, coeficientes são refletidas em pequenas perturba¬ 
ções nos autovalores. A situação mais sensível acontece quando 
r x — ifx e r 2 = - íjjl t isto é, quando o ponto crítico é um centro e 
as trajetórias são curvas fechadas em volta dele. Se é feita uma 
ligeira mudança nos coeficientes, então os autovalores r t e r 2 terão 
novos valores t\ — À' + ip e r : = A' - ip\ onde A' é pequeno 
em valor absoluto e p = jjl (veja aFig, 9.3.1). Se À' =£ 0. o que 
acontece quase sempre, então as trajetórias do sistema perturba¬ 
do são espirais, em vez de curvas fechadas. O sistema é assinto- 
ticamente estável se À r < 0, mas é instável se À' > 0, Assim, no 
caso de um centro, pequenas perturbações nos coeficientes po¬ 
dem transformar um sistema estável em um instável e, em mui¬ 
tos casos, pode-se esperar um padrão radical meme diferente de 
trajetórias no plano de fase (veja o Problema 25), 

Um outro caso, ligeiramente menos sensível, acontece se os 
autovalores r, e r z são iguais; nesse caso o ponto critico é um nó. 
Pequenas perturbações nos coeficientes, normalmente, fazem 
com que as raízes iguais se separem (bifurquem), Se as raízes 
separadas são reais, então o ponto critico do sistema perturbado 
permanece um nó, mas, se as raízes separadas são complexas 
conjugadas, então o ponto crítico toma-se um ponto espiral, A 
Fig. 9,3.2 mostra essas duas possibilidades de modo esquemáti¬ 
co, Nesse caso, a estabilidade ou instabilidade do sistema não é 
afetada por pequenas perturbações nos coeficientes, mas as tra¬ 
jetórias podem ficar substancial mente diferentes (veja o Proble¬ 
ma 26), 

Rm todos os outros casos, perturbações suficientemente pe¬ 
quenas dos coeficientes não alteram a estabilidade ou instabili¬ 
dade do sistema, nem o tipo de ponto crítico. Por exemplo, se rj 
e r 2 são reais, negativos e distintos, então uma mudança peque¬ 
na nos coeficientes não vai alterar os sinais de r, e r 2 , nem vai 
permitir que eles se tomem iguais. Assim, o ponto crítico per¬ 
manecerá um nó assintotieamente estável. 

Vamos considerar, agora, um sistema autônomo bidimensio¬ 
nal não-linear 

X = f(x). (3) 


Nosso objetivo principal é investigar o comportamento das tra¬ 
jetórias do sistema (3) em uma vizinhança de um ponto crítico 
x°. Vamos tentar fazer i sso aproximando o sistema não-linear (3) 
por um sistema linear apropriado, cujas trajetórias sejam fácei> 
de descrever. A pergunta crucial é se as trajetórias do sistema 
linear são boas aproximações das trajetórias do sistema não-li¬ 
near. É claro que precisamos saber, também, como encontrar o 
sistema linear apropriado. 

É conveniente escolher o pomo crítico como sendo a origem. 
Isso não envolve perda de generalidade, já que, se x" =£ 0, sem¬ 
pre pode-se fazer a substituição u = x - x iJ na Eq. (3), Então u 
satisfaz um sistema autônomo com um ponto crítico na origem. 

Vamos considerar, primeiro, o que significa, para o sistema 
não-linear (3), estar “próximo” ao sistema linear (í). Suponha, 
então, que 

x's Ax + g(x). (4) 

c que x = 0 c um ponto crítico isolado do sistema (4). Isso sig¬ 
nifica que existe algum círculo em tomo da origem no interior 
do qual não existem outros pontos críticos. Alem disso, vamos 
supor que det À & 0, de modo que x — 0 também é um ponto 
crítico isolado do sistema linear x' = Ax. Para que o sistema não- 
linear (4) seja próximo ao sistema linear x r — Ax, temos que 
supor que g(x) seja pequeno. Mais predsamente, vamos supor 
que as componentes de g têm derivadas parciais de primeira 
contínuas e que g satisfaz a condição 

||g(x)||/||xf| 0 quando x -> 0; (5í 

isto é, | gj| é pequeno em comparação com x | próximo à origem. 
Tal sistema é chamado de sistema quase linear na vizinhança 
do ponto crítico x = 0, 

Pode ser útil escrever a condição (5) em forma escalar. Se x 
= tw y) t então x = (x 2 + r ) 12 = r. Analogamente, se g r (x) = 
(giCv, yh g 2 (x* V)), então ||g(%)| = v) + gj(x, v)] 1 ' 2 - Segue, 

então, que a condição (5) é satisfeita se, e somente se, 

g\(x<y)/r -> 0. g 2 (x, y)/r — 0 quando r 0. & 


i « 




r l= r 2 


-x —<g >-O 

r í rj> 


-$ 

r l = r 2 


X rj - A + tu 
\ 

O ri-Ã-ipi 


FIG, 9.3,2 Perturbação esquemática de r, - r 2 . 
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Exemplo 1 


Determine se o sistema 

CHí yo- uy-sw 


(7) 


é quase Jínear em uma vizinhança da origem. 

Observe que o sistema (7) é da forma (4), de modo que (0, 0) 
é um ponto critico e det A A 0. Nâo é difícil mostrar que os ou¬ 
tros pontos críticos da Eq. (7) são (0, 2), (1,0) e (0,5; 0.5); em 
consequência, a origem é um ponto critico isolado. Para verifi¬ 


car as condições (6), é conveniente introduzir coordenadas po¬ 
lares, fazendo a = rcos tí t y = r sen 0. Então, 

g l (x, y) — x 2 — xy — r 2 cos 2 tí — r 2 sentí cos 6 

r r r 

— —r(c os 2 6 + sentí cos tí) 0 

quando r —> 0. De maneira análoga, pode-se mostrar que g 2 (x, 
y)fr —* 0 quando r 0. Portanto, o sistema (7) é quase linear em 
uma vizinhança da origem. 


Exemplo 2 

O movimento de um pêndulo é descrito pelo sistema [veja a Eq. 
(13) da Seção 9.1J 

dx dy 2 ô 

— — v, — = —üj sen a — yy\ (<V 

dí ‘ dt 

Os pontos criticos são (0, 0), (±rr, ü), (± 2 77 , 0), .de modo 
que a origem é um ponto crítico isolado desse sistema. Mostre 
que 0 sistema é quase linear próximo à origem. 

Para comparar as Eqs. (8) com a Eq. (4), precisamos 
escrevê-las de modo a identificar claramente os termos line¬ 
ares e não-lineares. Escrevendo sen a = x 4- (sen x — x) e 


substituindo na segunda das Eqs. (8), obtemos o sistema equi¬ 
valente 

6 )'-U 4 ) 6 HU 4 <*> 

Comparando a Eq. (9) com a Eq. (4), vemos que g , (a, y) “ Ü 
e g 2 (x . y) = — aAsen a - x). Da série deTaylor para sen a, sabe¬ 
mos que sen x - x se comporta como -a73! = (F cos 3 tí)/3! 
quando a é pequeno. Logo, (sen a — x)tr -¥ 0 quando r -> 0. 
Portanto, as condições (6) são satisfeitas e o sistema (9) ê quase 
linear em uma vizinhança da origem. 


Vamos voltar, agora, para o sistema não-linear geral (3) que, 
em forma escalar, fica 

Jt' = F(x, y), y = G(x, y), (10) 

O sistema (10) vai ser quase linear em uma vizinhança de um 
ponto crítico {.% y D ) sempre que as funções FeG tiverem deri¬ 
vadas parciais continuas até a segunda ordem. Para mostrar isso, 
usamos a expansão de Taylor em torno do ponto (a 0 , y 0 ) para es¬ 
crever F(a, y) e Gíx, y) na forma 

F(x, .V) - F(x Q , y„) + F x (x 0 . y 0 )(x - x Q ) 

+ F y (x 0 , y Q )(y - y 0 ) + rj^x, y), 
G(x. y) = G(* 0 , y 0 ) + G x (x 0 , y ü )(x - * 0 ) 

+ G y (x 0 . y 0 )(y - y 0 ) + rj 2 (x, y), 

onde tí! (a-, y)/[(.v - .r 0 ) : + (y ~ >o) 2 ]' n -* 0 quando (,v. y) U 0 , 
y 0 ) ? e analogamente para tj 2 . Note que F(a 0 , y 0 ) = G(a 0 . r 0 ) = 0 e 
que dxidí = d(x — x^fdt e dyídt — d(y — y ü )/dt . Então, o sistema 
í 10) se reduz a 



(F x (x 0 ,y 0 ) F y (x 0 .y 0 )\/x-xAjr li (x,y)\ 
\G X (x 0 , y 0 ) G (x 0 , y 0 )J \y - yj + \n 2 (x,y)J’ 


ou, em notação vetorial, 

dn dí n 

— = — (X°)U + Tíl(X), (12) 

dt dx 

onde u - (a - x 0 , y - y 0 ) T e i] = (rj^ 

Esse resultado tem duas consequências. Â primeira é que, 
se as funções Fe G forem duas vezes diferenciáveis, então o 
sistema (10) é quase linear e não é necessário usar o proces- 
so-limite utíl izado nos Exemplos 1 e 2. A segunda é que o sis¬ 
tema linear que aproxima o sistema não-linear (10) próximo 
a (x 0 , y 0 ) é dado pela parte linear das Eqs. (11) ou da (12): 

d /wA _ í ^>(^0 ! >oA í u i\ 

dt \ w 2/ ^ ÜíV \ U 2/ 

onde u x = a - x 0 e u 2 = y — y 0 . A Eq. (13) fornece um método 
simples e gerai para se encontrar o sistema linear correspon¬ 
dente a um sistema quase linear na vizinhança de um ponto 
crítico. 
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Exemplo 3 


Use aEq. (13) para encontrar o sistema linear correspondente às 
equações do pêndulo (8) em vizinhanças da origem e do ponto 
crítico (tt, 0). 

Nesse caso temos, da Eq, (S) 


Então, o sistema linear correspondente próximo à origem é 



(16» 


F(x , y) = v, G(x, y) = -o? sen* - yy\ (14) 

como essas funções são tão diferenciáveis quanto necessário, o 
sistema (8) é quase linear em uma vizinhança de cada ponto crí¬ 
tico. As derivadas de F e G são 

F x — 0, F y — 1 f G x = —ü) 2 co$x, G y =—y (15) 


o que esta de acordo com a Eq, (9), 

Analogamente, calculando as derivadas parciais dadas pelas 
Eqs. { 15) em ( 77 . 0), obtemos 



onde u = x — 77, v — y. Esse é o sistema linear correspondente 
às Eqs. ( 8 ) em uma vizinhança do ponto (77, Ü), 


Vamos voltar, agora* ao sistema quase linear (4). Como o ter¬ 
mo não-linear g(x) é pequeno comparado ao termo linear Ax 
quando x é pequeno* é razoável esperar que as trajetórias do sis¬ 
tema linear (1) sejam boas aproximações das trajetórias do sis¬ 
tema não-linear (4), pelo menos em uma vizinhança da origem. 
Isso ocorre na maioria dos casos (mas não em todos), como diz 
o próximo teorema. 


Teorema 9.3.2 

Sejam e n os autovalores do sistema linear (I) correspon¬ 
dente ao sistema quase linear (4). Então o tipo e a estabilida¬ 
de do ponto crítico íQ* 0) do sistema linear (1) e do sistema 
quase linear (4) são como descritos na Tabela 9.3,1. 


Nesse estágio, a demonstração do Teorema 9.3.2 é muito difí¬ 
cil. de modo que aceitaremos esse resultado sem demonstração. 
As afirmações para a estabilidade assiniótiea e para a instabilida¬ 
de seguem como consequência de um resultado discutido na Se¬ 
ção 9.6, e os problemas de 10 a 12 daquela seção esboçam uma 
demonstração. Essencialmente, 0 Teorema 93.2 diz que* para x 
(ou x — x ü ) pequeno, os termos não-lineares também são peque¬ 
nos e não afetam a estabilidade e o tipo de ponto crítico determi¬ 
nados pelo sistema linear, exceto em dois casos sensíveis: quando 
r, e r 2 forem imaginários puros, e quando e r 2 forem reais e iguais. 


Lembre-se de que antes* nesta seção, afirmamos que pequenas 
perturbações nos coeficientes do sistema linear (1) e. portanto* nos 
autovalores r x e r 2 , só podem alterar 0 tipo e a estabilidade nesses 
dois casos sensíveis* Logo, é razoável esperar que o pequeno ter¬ 
mo não-linear na Eq. (4) tenha, essencialmente, um efeito seme¬ 
lhante, pelo menos nesses dois casos sensíveis, Isso ocorre, mas o 
resultado mais importante do Teorema 9.3.2 é que, em rodos os 
outros casos , o termo pequeno não-linear não altera o tipo ou a 
estabilidade do ponto crítico. Assim, exceto nos dois casos sensí¬ 
veis. o tipo e a estabilidade do ponto crítico do sistema não-linear 
(4) pode ser determinado por um estudo do sistema linear muito 
mais simples (1). 

Mesmo que o ponto crítico seja do mesmo tipo que o do sistema 
linear, as trajetórias do sistema quase linear podem ter aparência bem 
diferente das do sistema linear correspondente, exceto muito próxi¬ 
mo do ponto crítico. No entanto, pode-se mostrar qne os coeficien¬ 
tes angulares das retas tangentes às trajetórias que ‘'entram” ou 
“saem” do ponto crítico são dadas corretamente pela equação linear. 


Pêndulo Amortecido, Vamos continuai' nossa discussão sobre 0 
pêndulo amortecido iniciada nos Exemplos 2 e 3. Perto da ori¬ 
gem, as equações não-lineares (8) são aproximadas pelo sistema 
linear (16), cujos autovalores são 


-y ± v’V 2 -4 co 2 


(18) 


TABELA 9.3.1 Propriedades de Estabilidade e Instabilidade de Sistemas Lineares e Quase Lineares 



Sistema Linear 

Sistema Quase Linear 

r i' r 2 

Tipo 

Estabilidade 

Tipo 

Estabilidade 

n > r, > 0 

N 

Instável 

N 

Instável 

r, < r, < 0 

N 

As sintaticamente estável 

N 

Assintoticamente estável 

r 2 < 0 < r, 

PS 

Instável 

PS 

Instável 

r, = > 0 

NP ou NI 

Instável 

Nou PE 

Instável 

r l = r 1 < 0 

NP ou NI 

Assínt oticamente estável 

Nou PE 

Assintoticamente estável 

7], J% — À í Ífl 

À > 0 

PE 

Instável 

PE 

Instável 

À < 0 

PE 

Assintoticamente estável 

PE 

Assintoticamente estável 

7, = ífJi. 7 j — -Ift 

C 

Estável 

Cou PE 

Indeterminado 


Nota: N. nó: NI* nó impróprio: NP. nó próprio; PS. ponto de sela; PE. ponto espiral; C. centro. 
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FIG, 9,33 Pontos espirais as sinteticamente estáveis para o pêndulo amortecido. 


A natureza das soluções das Eqs, (8) e (16) depende do sinal de 
y - 4 ar da seguinte maneira: 

1. Se y - 4 ar > 0, então os autovalores são reais, distin¬ 
tos e negativos. O ponto crítico (0,0) é um nó assintotica- 
mente estável do sistema linear (16) e do sistema quase 
linear (8). 

2. Se y - 4 ar — 0. então os autovalores são reais, iguais e ne¬ 
gativos. O ponto crítico (0,0) é urn nó (próprio ou impróprio) 
assintoticamente estável do sistema linear (16). Pode ser um 
nó assintoticamente estável ou um ponto espiral do sistema 
quase linear (8), 

3. Se y - 4 o) 2 < 0, então os autovalores são complexos com 
parte real negativa, O ponto crítico (0, 0) é um ponto espiral 
assintoticamente estável do sistema linear (16) c do sistema 
quase linear (8). 

Então, o ponto crítico (0,0) é um ponto espiral do sistema (8) se 
o amortecimento é pequeno e é um nó se o amortecimento é su¬ 
ficientemente grande. Em qualquer dos casos, a origem é assim 
íoticamcnte estável. 

Vamos considerar, agora, o caso y 1 — 4 af < 0, correspon¬ 
dente a um amortecimento pequeno, com mais detalhes. Ü sen¬ 
tido de movimento das espirais próximas de (0, 0) pode ser 
obtido diretamente das Eqs. (8). Considere um ponto no qual 
a espiral faz interseção com o semi-eixo positivo dos y (x = 
0, y > 0), Em um tal ponto, segue das Eqs. (8) que dxídt > 0. 
Logo, o ponto (à\ _y) na trajetória está se movendo para a di¬ 
reita, de modo que o sentido do movimento nas espirais é 
horário. 

O comportamento do pêndulo perto dos pontos críticos da 
forma (±nir. 0), com n par, é o mesmo que perto da origem. 
Esperamos que isso seja verdade por considerações físicas, jã que 
todos esses pontos críticos correspondem à posição de equilíbrio 
mais baixa do pêndulo. Essa conclusão pode ser confirmada re¬ 
petindo-se a análise feita anteriormente para a origem. A Fig. 


9.3.3 mostra as espirais no sentido horário em alguns desses pon¬ 
tos críticos. 

Vamos considerar, agora, o ponto crítico ( tt, 0). Aqui as equa¬ 
ções não-lineares (8) são aproximadas pelo sistema (17), cujos 
autovalores são 

-y± -Jy 1 4- 4ar , lo , 

r v r 2 = - 2 -' (19 

Um autovalor (rj é positivo e o outro (r>) é negativo. Portanto, 
independentemente do quão forte é o amortecimento, o ponto crí¬ 
tico ,v — 7T. v = 0 é um ponto de sela instável de ambos os siste¬ 
mas (17) (linear) e (8) (quase linear), 

Para examinar o comportamento das trajetórias perto do pon¬ 
to de sela ( tt, 0) mais detalhadamente, escrevemos a solução ge¬ 
ral da Eq. (17), a saber, 

CO=40 ^™ 

onde Cj e C 2 são constantes arbitrárias, Como r l > 0 e r 2 < 0, 
segue que a solução que tende a zero quando r « correspon¬ 
de a C, = 0. Para essa solução, v/u = r 2 , de modo que o coefi¬ 
ciente angular da reta tangente às trajetórias que “entram” é ne¬ 
gativo; uma está no segundo quadrante (C 2 < 0) e a outra, no 
quarto quadrante (C 2 > 0), Para C 2 = 0, obtemos o par de Lra- 
jetórias “saindo” do ponto dc sela. Essas trajetórias têm como 
coeficiente angular da reta tangente na origem r x >0; uma está 
no primeiro quadrante (C, > 0) e outra, no terceiro quadrante 
(C x < 0), 

A situação é a mesma nos outros pontos críticos da forma (m r, 
0), com n ímpar, Todos eles correspondem à posição de equilí¬ 
brio mais alta do pêndulo, de modo que esperamos que sejam 
instáveis. A análise em ( 77 ,0) pode ser repetida para mostrar que 
são pontos de sela orientados da mesma maneira que em (tt, 0). 
A Fig. 9,3.4 mostra diagramas das trajetórias em vizinhanças de 
dois pontos de sela. 



FIG, 93*4 Pontos instáveis para o pêndulo amortecido. 
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Exemplo 4 

As equações de movimento de um determinado pêndulo são 

dx/dt — y, dy/dt = — 9sen * - | y t (21) 

onde x — Ôev - Desenhe um retrato de fase para esse 

sistema e explique como ele mostra os movimentos possíveis do 
pêndulo, 

Fazendo o grafico de trajetórias começando em diversos pon¬ 
tos iniciais no plano de fase, obtemos o retrato de fase ilustrado 
na Fig, 9.3,5- Como vimos, os pontos criticos (soluções de equi¬ 
líbrio) são os pontos da forma {mr. 0), onde n = 0, ± 1, ±2 . 

Valores pares de n, incluindo o zero, correspondem à posição 
mais baixa do pêndulo, enquanto valores ímpares de n corres¬ 
pondem à posição de equilíbrio mais alta. Perto de cada ponto 
assintoticamente estável, as trajetórias são espirais no sentido 
horário que representam uma oscilação que vai diminuindo, ten¬ 
dendo à posição de equilíbrio. As partes horizontais com forma 
de ondas das trajetórias que ocorrem para valores grandes de y 
representam movimentos do pêndulo que vão além da posição 
de equilíbrio mais alta. Note que um tal movimento não pode 
continuar indellnidamente. independente mente do quão grande 
é [vi; alguma hora a velocidade angular vai ser suficientemente 
reduzida pelo termo de amortecimento de modo que o pêndulo 
não pode ir mais alto do que o ponto de equilíbrio mais alto e, 
em vez disso, começa a oscilar em torno do ponto de equilíbrio 
mais baixo. 

Às trajetórias que entram nos pontos de sela separam o plano 
de fase em duas regiões. Tal trajetória é chamada de separatriz. 
Cada região contém exatamente um dos pontos espirais assim 


toticamenie estáveis. As condições iniciais sobre 0 e dO/dt de¬ 
terminam a posição de um ponto inicial ú, y) no plano de fase. 
Q movimento subsequente do pêndulo é representado pela tra¬ 
jetória que passa pelo ponto inicial ao tender, em forma de espi¬ 
ral, na direção do ponto critico assintoticamente estável naquela 
região, O conjunto de todos os pontos iniciais a partir dos quais 
a trajetória se aproxima de um ponto crítico assintoticamente es¬ 
tável dado é chamado de baía de atração ou região de estabili¬ 
dade assintótica para aquele ponto critico. Cada pomo critico 
assintoticamente estável tem sua baía de atração, que é limitada 
pelas separatrizes que saem dos, ou entram nos, pomos de sela 
instáveis vizinhos. A baía de atração da origem aparece sombre¬ 
ada na Fig, 9,3,5. Note que ê matematicamente possível (embo¬ 
ra fisicamente irrealizável) escolher condições iniciais sobre a 
separatriz, de modo que o movimento resultante levaria a um 
pêndulo oscilando em uma posição acima do equilíbrio instável. 

Uma diferença importante entre sistemas autônomos não-li¬ 
neares e o sistema linear discutido na Seção 9,1 é ilustrada pelas 
equações do pêndulo. Lembre-se de que o sistema linear (1) só 
tem um ponto crítico em x = 0 se dei A ¥= 0. Assim, se a origem 
for assintoticamente estável, então, não só as trajetórias que co¬ 
meçam peno da origem tendem a ela, mas, de fato, todas as tra¬ 
jetórias tendem à origem. Nesse caso o ponto crítico x — 0 é dito 
globalmente assintoticamente estável. Essa propriedade de sis¬ 
temas lineares não é válida, em geral, para sistemas não-linea¬ 
res. Para sistemas não-lineares, é importante determinar (ou es¬ 
timar] a bafa de atração para cadapomo critico assintoticamente 
estável. 



FIG, 9,3,5 Retratos de fase para o pêndulo amortecido do Exemplo 4. 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 4. verifique que (0. Ü) ê um ponto critico, mostre 
que o sistema é quase linear e discuta o tipo e a estabilidade do pon¬ 
to critico (0, 0) examinando o sistema linear correspondente. 

1 . dx/dt—x-y 1 , dy/dt = x - 2y 4-jr 

2. dx /dl = -x-\-y + 2x >\ dy/dt = -4x — y 4 x 2 — y 2 


3 , dx/dt = (1 -h x) seny, dy/dt — 1 — x — cos v 

4, dx/dt =x + y 2 , dy/dt = x + y 

Nos problemas de 5 a 16: 

(a) Determine todos os pontos críticos do sistema de equações 
dado. 
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fb) Encontre o sistema linear correspondente peito de cada ponto 
crítico. 

(c) Encontre os autovalores de cada sistema linear O que você 
pode concluir sobre o sistema não-linear? 

(d) Desenhe um retrato de fase do sistema não-linear para con¬ 
firmar suas conclusões, on para estendê-las nos casos em que o 
sistema linear não fornece informações definidas sobre o siste¬ 
ma não-linear, 

5, dx/dt = (2 + x)(y - x), dy/dt — (4 - x)(y + x) 

6 , dx/dt = x — x 2 — xy , dy/dt = 3 y - xy - 2y 2 

7, dx/dt = 1 - y, dy/dt —x 2 - y 2 

8 , dx/dt = x -x 2 - xy, dy/dt = \y - - \xy 

9, dx/dt =-(x - y)(\ - x-y), dy/dt =x(2 + y) 

10 . dx/dt — x + x 2 + y 2 , dy/dt = y — xy 

11 . dx/dt = 2x + y + *)> 3 , dy/dt = x - 2y - xy 

12 . dx/dt = (1 -j-jç)sen>\ dy/dt — 1 — a — cosy 

13. dx/dt = jc — y 2 1 dy/dt — y — x 2 

14. dx/dt = 1 — a v, dy/dt = a — y 2 

15* dx/dt = —2a — y — a (a 2 + y 2 ), 

dy/dt = a — v + y(.Y" + y 2 ) 

16. dx/dt = V HF a (i — x 2 — v 2 }, 

í/y /rí/ = -a 4- y(l — x 1 — y 2 ) 

17. C onsídere o si ste ma au tôn omo 

dx/dt = y , ríy/rír — a 4- 2a\ 

(a) Mostre que o ponto crítico (0, 0} é um ponto de sela. 

(b) Esboce as trajetórias para o sistema linear correspondente 
integrando a equação para ríy/rí.v Mostre, da forma paramétrica 
da solução, que a única trajetória na qual x -> 0, y —> 0 quando 
t 3= éy = —a, 

(c) Determine as trajetórias para o sistema não-líncar integran¬ 
do a equação para ríy/rír, Esboce as trajetórias para o sistema 
não-linear que correspondem ay - —a e ay = a para o sistema 
linear, 

18. Co ns Í dere o s isrema au tô n o mo 

dx/dt = a, dy/dt — -2 y + a 3 . 

(a) Mostre que o ponto crítico (0. 0) é um ponto de sela. 

(b) Esb oce a s traj et óri as para o s i slem a 1 í n ear corre s p onde n t e ^ 22. 
e mostre que a trajetória na qual a —> 0 . v —» 0 quando t —$ * 
é x = 0. 

(c) Determine as trajetórias para o sistema não-linear para a ¥= 

0 integrando a equação para dyfdx, Mostre que a trajetória cor¬ 
respondente a a - 0 para o sistema não-linear não se altera, mas 
que a correspondente ay — 0 éy — x75. Esboce diversas traje¬ 
tórias para o sistema não-linear, 

19. A equação de movimento de um pêndulo sem amortecimento 
é d 2 6/dt + ar sen 6 = 0, onde ar = g/L Faça x = 9 ? y = d&dt 
para obter o sistema 

dx/dt = y. dy/dt = -ai 2 sen a, 

(a) Mostre que os pontos críticos são ( ±mr, 0), n = 0,1,2,,, , T 
e que o sistema é quase linear na vizinhança de cada ponto crí¬ 
tico, 

(b) Mostre que o ponto crítico (0, 0) é um centro (estável) do 
sistema linear correspondente, Usando o Teorema 9.3,2, o que 
se pode dizer sobre o sistema não-linear? A situação é seme¬ 
lhante nos pontos críticos (±2nm 0), n = L 2, 3, .... Qual a 
interpretação física desses pontos críticos? 

(c) Mostre que o ponto crítico (m 0) é um ponto de sela (instá¬ 
vel) do sistema linear correspondente. O que você pode con¬ 
cluir sobre o sistema não-linear? A situação é semelhante nos 
pontos críticos [±(2 n - 1)77, 0], n = 1. 2, 3. .... Qual a inter¬ 
pretação física desses pontos críticos? 


(d) Escolha um valor para ar e faça o gráfico de algumas traje¬ 
tórias do sistema não-linear na vizinhança da origem. Você pode 
concluir mais alguma coisa sobre a natureza do ponto crítico 
(0, 0) para o sistema não-linear? 

(e) Usando o valor de ar do item (d), desenhe um retrato de fase 
para o pêndulo, Compare seu gráfico com o da Fíg. 9.3.5 para 
o pêndulo com amortecimento. 

20, (a) Resolvendo a equação para ríy/rír. mostre que as equações 
das trajetórias do pêndulo sem amortecimento do Problema 19 
podem ser escritas na forma 

^y 2 + éu 2 (1 - cosa) c, (i) 

onde c é uma constante de integração. 

(b) Multiplique a Eq. (i) por mL 1 e, depois, expresse o resulta¬ 
do cm termos de 9 para obter 

1 r Wd9\ 2 , t 

— 1 + mgL(\ - cos#) = E. (ii) 

onde E = mL~c. 

(c) Mostre que o primeiro termo na Eq, (ii) é a energia cinética 
do pêndulo e que o segundo termo é a energia potencial devida 
à gravidade. Logo, a energia total E do pêndulo é constante ao 
longo de qualquer trajetória; seu valor é determinado pelas 
condições iniciais. 

21. O movimento de determinado pêndulo sem amortecimento é 
descrito pelas equações 

dx/dt — >\ dy/dt — -4seriA* 

Se o pêndulo é colocado em movimento com um deslocamen¬ 
to angular A e sem velocidade iniciai, então as condições inici¬ 
ais são a(0) = A, y{0) = 0, 

(a) Considere A = 0,25 e faça o gráfico de a em função de r, Do 
gráfico, estime a amplitude Re o período T do movimento re¬ 
sultante do pêndulo. 

(b) Repita o item (a) para A = 0,5: 1,0; 1,5 e 2,0, 

(c) De que modo a amplitude e o período do movimento do 
pêndulo dependem da posição inicial A? Desenhe um gráfico 
para mostrar cada uma dessas relações. Você pode dizer algu¬ 
ma coisa sobre o valor-limite do período quando À 0? 

(d) Seja A = 4 e faça o gráfico de a em função de r. Explique 
por que esse grafico difere dos gráficos nos itens (a) e (b), Para 
que valor de A acontece a mudança? 

Considere, mais uma vez. as equações do pêndulo (veja o Pro¬ 
blema 21) 

dx/dt = >\ dy/dt = -4 sen a, 

Se o pêndulo é colocado em movimento a partir de sua posição 
mais baixa de equilíbrio com velocidade angular u então as 
condições iniciais são a(Ü) = 0* y(0) — u 

(a) Faça os gráficos de a em função de / para v — 2 e, também, 
para v - 5, Explique os movimentos diferentes do pêndulo re¬ 
presentados por esses dois gráficos. 

(b) Existe um valor crítico de ik que denotaremos por tu tal que 
um tipo de movimento ocorre para v< v ( . e o outro tipo ocorre 
para v > v c . Estime o valor de v c . 

23. Esse problema estende o Problema 22 para o caso de um pên¬ 
dulo amortecido. As equações de movimento são 

dx/dt — y, dy/dt - -4 sen a - yy. 

onde y é o coeficiente de amortecimento, com condições inici¬ 
ais x(0) = 0, y(Q) = u 

(a} Para y = 1/4, faça o gráfico de x em função de / para v = 
2 e v — 5. Explique esses gráficos em termos dos movimen¬ 
tos do pêndulo que representam. Explique, também, qual a 
relação entre eles e os gráficos correspondentes no Proble¬ 
ma 22{a). 

(b) Estime o valor crítico v L , da velocidade inicial onde ocorre a 
transição de um tipo de movimento para outro. 
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(c) Repita o item {b) para outros valores de y e determine como 
u L . depende de y. 

24. O Tcorem a 9.3.2 nào d ã inf ormaç ào sobre a e stabili dade de u m 
ponto crítico de um sistema quase linear. se esse ponto é um 
centro do sistema linear correspondente. Que isso tem que acon¬ 
tecer é ilustrado pelos sistemas 

dx/dt = v+A-Íjr 4 v 2 ), 

_ (i) 

dy/dt = —x + yCv“ 4 y 2 ) 

e 

dx/dt = v -*C* 2 + v 2 ) t 

J ■> (H) 

dy/dt = -x - y( x 1 + y 2 ), 

(a) Mostre que (0. 0) é um ponto crítico de cada um dos siste- 
mas e que. além disso, é um centro do sistema linear corres¬ 
pondente. 

(b) Mostre que cada sistema é quase linear. 

(c) Seja r = .r 4 y : e note que x dx/dt 4 v dy/dt = rdridt. Para 
o sistema íii), mostre que dr/dt < 0 e que r —^ 0 quando r 
portanto, o ponto crítico é assi n to ti c amente estável, Para o sis¬ 
tema (iX mostre que a solução do problema de valor inicial para 
r com r = r 0 em f — 0 toma-se ilimitada quando t —> 1/2 r 0 - e, 
portanto, o ponto crítico é instável. 

25, Neste problema, vamos mostrar como pequenas mudanças nos 
coeficientes de um sistema de equações lineares podem afetar 
um ponto crítico que é um centro. Considere o sistema 



Mostre que os autovalores são ±f de modo que (G f 0) é um 
centro. Considere, agora o sistema 

*' = (-! í)* 

onde |é| é arbitrariamente pequeno. Mostre que os autovalores 
são é ± i. Assim, independem emente do quão pequeno for \e\ 
4 0. o centro torna-se um ponto espiral. Se £ < 0, o ponto 
espiral é as sinteticamente estável; se t > 0, o ponto espiral 6 
instável. 

26. Neste problema, vamos mostrar como pequenas mudanças nos 
coeficientes de um sistema de equações lineares podem afetai 1 
um ponto crítico quando os autovalores são iguais. Considere 
o sistema 



Mostre que os autovalores são r, = - L r : = — L de modo que 
o ponto crítico (0, 0) é um nó assint oticamente estável. Consi¬ 
dere, agora, o sistema 



onde e é arbitrariamente pequeno. Mostre que, se £ > 0, então 
os autovalores são — I ± Ve . de modo que o nó assintotica- 
meme estável se transformou em um ponto espiral assintotica- 
mente estável. Se £ < 0, então as raízes são — 1 ± A e e o ponto 
crítico permanece sendo um nó as sintaticamente estável. 

& 27. Neste problema, vamos deduzir uma fórmula para o período 
natural de um pêndulo não-línear sem amortecimento [c = 0 
na Eq. (10) da Seção 9.2]. Suponha que a massa é puxada por 
um ângulo positivo cv e, depois, solta com velocidade zero, 

(a) Pensamos, em geral, em 8e dôldr como funções de t. No 
entanto, invertendo os papéis de t e 0, podemos considerar r 
como função de í?e ? portanto, podemos pensar, também, em 


dB/di como função de 0. Deduzimos, então, a seguinte se- 
qiiência de equações: 


- mL — 
2 dô 


'doy 

,dt) 


— —mgL sen# y 


/ dÔ\ 2 

4 ) - 


dl — - 


mgL{ cos# - coso;). 

L dÔ 
y 2g v^os 9 — coso 


Por que foi escolhida a raiz quadrada negativa na ultima equação? 

(b) Se T é o período natural de oscilação, deduza a fórmula 

T _ j~L dÔ 

4 y 2g J a y/cosÔ — cosa 

(c) Usando as identidades cos 6 = 1-2 sen : (0/2) e cos a = 1 
- 2 sen : (a/2). seguidas pela mudança de variável sen(Étô) = k 
sen ò, com k = sen(a/2), mostre que 


r..., z 1 r d * 

V 8 Jo y l — k 2 sen 2 <p 

Essa é uma integral elíptica de primeira espécie. Note que o 
período depende da razão Lfg e, também, do deslocamento ini¬ 
cial, através de k = sen (a/2). 

(d) Calculando a integral na expressão para T y obtenha valores 
de 7 que você possa comparar com as estimativas gráficas ob¬ 
tidas no Problema 21. 

28. Uma generalização da equação do pêndulo amortecido discutida 
no texto, ou de um sistema massa-mola, é a equação de Liénard' 


d 2 x dx , 

7 T +cOf)-+gW = 0 . 

dr dt 


Se c{x) for constante e gU) - fcv, então esta equação tem a for¬ 
ma da equação linear do pêndulo [substitua sen tfpor 6 na Eq. 
(12) da Seção 9.2]; caso contrário, o amortecimento c(x)dx/dt 
e a força restauradora g{x) são não-lineares. Suponha que c é 
continuamcntc diferenciável que g é duas vezes continuamen¬ 
te diferenciável e que g(0) - 0. 

(a) Escreva a equação de Liénard como um sistema de duas equa¬ 
ções de primeira ordem, introduzindo a variável y = dx/dt. 

(b) Mostre que (0,0) é um pomo crítico e que o sistema é quase 
linear em uma vizinhança de (0, 0). 

(c) Mostre que, se c(0) > 0 e g'íG) > 0. então o ponto crítico é 
assintoticamente estável e t se r(0) < 0 ou se g'(0) < 0, então o 
ponto crítico é instável 

Sugestão: Use a série de Taylor para aproximar c e g em uma 
vizinhança de .r — 0, 


9.4 Espécies em Competição 

Nesta seção e na próxima, vamos explorar a aplicação da análi¬ 
se do plano de fase em alguns problemas em dinâmica popula¬ 
cional Esses problemas envolvem duas populações interagindo 
e são extensões dos discutidos na Seção 2.5, que trataram de uma 
única população. Embora as equações discutidas aqui sejam ex¬ 
tremamente simples, se comparadas às relações complexas que 


'Alfred-Marie Liénard (1869-1958), professor da École des Mines em Paris, trabalhou em 
eletricidade, mecânica e matemática aplicada. Sua investigação dessa equação diferencial 
foi publicada em 1928. 
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existem na natureza, ainda é possível compreender algumas coi¬ 
sas sobre princípios ecológicos pelo estudo desses modelos. 

Suponha que, em algum ambiente fechado, existam duas es¬ 
pécies semelhantes competindo por um suprimento limitado de 
comida: por exemplo, duas espécies de peixe em um lago, ne¬ 
nhuma sendo presa da outra, mas ambas competindo pela comi¬ 
da disponível Vamos denotar por x e y as populações das duas 
espécies em um insiante f. Como discutimos na Seção 2.5* va¬ 
mos supor que a população de cada espécie, na ausência da ou¬ 
tra* seja governada por uma equação logística. Então, 

dx/dt — x(€ { — a } x), (la) 

dy/dt = y(€ 2 - a 2 y), (lb) 

respectivainente, onde e, e € : são as taxas de crescimento das duas 
populações, e € a Í(t x e e./ov são seus níveis de saturação. No en¬ 
tanto, quando ambas as espécies esiao presentes, cada uma vai 
afetar o suprimento de comida disponível para a outra. De fato. 


das reduzem as taxas dc crescimento e as saturações, uma da 
outra. A expressão mais simples para reduzir a taxa de cresci¬ 
mento da espécie x devido à presença da espécie v é substituir o 
fator de crescimento e L - <x,x na Eq. (la) por € l — a x x - a 3 v, 
onde a ] é uma medida do grau de interferência da espécie y so¬ 
bre a espéciex. Analogamente, substituímos e 2 — o\y na Eq. ( lb) 
por € 2 - avr — acc. Obtemos, então, o sistema de equações 

dx/dt — x(é. — cr,x — df, y), 

( 2 ) 

dy/dt = y(e 2 - o 2 y - a 2 x). 

Os valores das constantes positivas é,. cr t . e 2t a 2 e a 2 depen¬ 
dem das espécies particulares em consideração e têm que ser 
determinados, em geral, através de observações. Estamos inte¬ 
ressados nas soluções das Eqs. (2) para as quais x e v não são 
negativos. Nos dois exemplos a seguir, discutimos dois proble¬ 
mas típicos em detalhe. Voltaremos às equações gerais (2) no 
final desta seção. 


Exemplo 1 


Discuta o comportamento qualitativo das soluções do sistema 


dx/dt = x(l — jc — y ) t 
dy/dt = y(0,75 - y - 0,5jt). 


(3) 


Encontramos os pontos critícos resolvendo o sistema de equa¬ 
ções algébricas 

jc(1 — jc — y) = 0, y(0J5 - y- G,5x) ^ 0. (4) 

Existem quatro pontos que satisfazem as Eqs. (4), a saber* (0,0), 
(0, 0,75), Cl. 0) e (0,5: 0,5); eles correspondem às soluções de 
equilíbrio do sistema (3). Os três primeiros desses pontos envol¬ 
vem a extinção de uma das espécies ou dc ambas: apenas o últi¬ 
mo corresponde à sobrevivência, a longo prazo, de ambas as 
espécies. Outras soluções são representadas por curv as ou traje¬ 
tórias no plano xv, que descrevem a evolução das populações ao 
longo do tempo. Para começar a descobrir seu comportamento 
qualitativo, vamos proceder da seguinte maneira. 


A Fig. 9.4,1 mostra um campo de direções para o sistema 
(3) no quadrante positivo; os pontos maiores nessa Figura são 
os pontos críticos, ou soluções de equilíbrio. Baseados no cam¬ 
po de direção, parece que o ponto (0,5; 0,5) atrai outras solu¬ 
ções e 6, portanto, as sintaticamente estável, enquanto os outros 
três pontos críticos são instáveis, Para confirmar essas conclu¬ 
sões, podemos olhar as aproximações lineares perto de cada 
ponto critico. 

O sistema (3) é quase linear em vizinhanças de cada ponto cri¬ 
tico. Existem duas maneiras de se obter o sistema linear perto de 
um ponto critico (X. Y). Primeiro, podemos usar a substituição x 
= X -f u, y — Y + unas Eqs. (3) ? retendo* apenas, os termos line¬ 
ares em a e v. A segunda maneira é usar a Eq. (13) da Seção 9.3* 
isto é* 


é(:)-( 


F x {X, Y ) F y (X, Y ) 
G r (X,Y) G y (X t Y) 


)(:)■ 


(5) 


0,75*— ■ 


/ / / / / ////SSSSS 
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FIG. 9.4,1 Pontos critícos e campo de direções para 0 sistema (3). 
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onde, para o sistema (3), 


F(x , >') = x(l -x - y), 
G(x>y) = y(0J5-y-0.5x). 
Logo, a Eq* (5) fica 


( 6 ) 


d_ 

dt 


(A_(\-2X-Y 
\v)~{ -o,sy 


0.75—2y-0,5A' 


■)(“) 


(7) 


x = 0, y = 0. Esse ponto crítico corresponde ao estado em que 
ambas as espécies morrem como resultado da competição. Co¬ 
locando o sistema (3) na forma 


d 

dt 


© = (i 2 , 5 ) 0 - (oi 


+ xy 
5xy + v 2 



ou* fazendo X = Y = 0 na Eq, (7). vemos que, perto da origem, 
o sistema linear correspondente é 


7, 0 " (í 2.75) 0' 

Os autovalores e autovetores do sistema (9) são 



de modo que a solução geral do sistema é 

0 =‘ 00 +“( 0 ra - (I1) 
Então, a origem é um nó instável de ambos os sistemas, do line¬ 
ar í 9) e do não-linear (8) ou (3). Em uma vizinhança da origem, 
todas as trajetórias são tangentes ao eixo dos v, exceto por uma 
trajetória que está contida no eixo dos a\ 


x = L v = 0. Esse ponto corresponde a um estado em que a es¬ 
pécie x sobrevive à competição, mas a espécie _v, não, O sistema 
linear correspondente é 



Seus autovalores e autovetores são 



e sua solução geral é 

0= c '(j)*" +ca (-í) ,u *- <i4) 

Como os autovalores têm sinais opostos, o ponto (1.0) é um ponto 
de sela e, portanto, é um ponto de equilíbrio instável do sistema 
linear (12) e do sistema não-linear (3), O comportamento das 
trajetórias próximas de (L0) pode ser visto da Eq. (14). Se c 2 = 
0 , então existe um par de trajetórias que se aproximam do ponto 
critico ao longo do eixo dos x. Todas as outras trajetórias se afas¬ 
tam de uma vizinhança de (L 0), 


x = 0, y = 0,75* Nesse caso, a espécie y sobrevive, mas x não. A 
análise é semelhante à análise para o ponto (1.0). O sistema li¬ 
near correspondente é 

— í u \ = ( °’ 25 0 

dt\vj (—0,375 —0,75/ (i’/ 

Os autovalores e autovetores são 

r j = 0,25, 

r 2 = -0J5, | 12) - Q , 

de modo que a solução geral da Eq. (15) é 

0 = C .(- 3 S ) em + C : 0 e "°' 7! ' U7) 

Logo, o ponto (0; 0,75) também é um ponto de sela, Todas as 
trajetórias deixam uma vizinhança desse ponto* exceto um par 
que se aproxima ao longo do eixo dos v* 

x — 0,5, y = 0,5. Esse pomo crítico corresponde a um estado de 
equilíbrio misto, ou de coexistência, na competição entre as duas 
espécies. Os autovalores e autovetores do sistema linear corres¬ 
pondente 

è 0 = (:& :«)0 <’ 8 > 

são 

r, = (-2+^V4S-0.146. Í (U = (^f) í 

/ fX\ 0^) 

r 2 ~ (—2—v5)/4 = —0,854, g í2) = í V |j * 

Portanto, a solução geral da Eq. (18) é 

c i(^) e_a!46! + c 2(' / ?) e " 0 ' 8S4f ' < 2 °) 

Como ambos os autovalores são negativos, o ponto crítico (0,5; 
0,5) é um nó assinto ti c amente estável do sistema (1S) e do siste¬ 
ma não-linear (3). Todas as trajetórias se aproximam do ponto 
crítico quando / —> 0 ° Um par de trajetórias tende ao ponto críti¬ 
co ao longo da reta com coeficiente angular v2/Z determinada 
pelo autovetor fj í21 * Todas as outras tendem ao ponto crítico 
tangencial mente à reta com coeficiente angular -y 2/2. deter¬ 
minada pelo autovetor Éj' 1 ** 

A Fig. 9.4.2 mostra um retrato de fase do sistema (3). Olhan¬ 
do bem de peito as trajetórias perto de cada ponto crítico, você 
pode ver que elas se comportam da maneira prevista pelo siste¬ 
ma linear perto daquele ponto. Além disso, note que os termos 
quadráticos à direita do sinal de igualdade na Eq. (3) são todos 
negativos. Como esses são os termos dominantes para x e y po¬ 
sitivos e grandes, segue que, longe da origem no primeiro qua¬ 
drante, ambos x* e y* são negativos, isto é, as trajetórias estão 
orientadas para dentro. Logo, todas as trajetórias que começam 
em um ponto (a 0 , y Q ) com _v 0 > 0 e _y 0 > 0 vão acabar tendendo ao 
ponto (0,5; 0.5). 



(15) 


(16) 
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Exemplo 2 

Discuta o comportamento qualitativo das soluções do sistema 

dx/dt =x(\ - * — v) T 

/ ' ( 21 ) 

dyjdt = v(0.5 - 0.25? - 0,75*), 

onde .v e y não são negativos. Observe que esse sistema é, tam¬ 
bém, um caso particular do sistema (2) para duas espécies em 
competição. 

Mais uma vez, existem quatro pontos críticos, a saber, (0,0), 
(1,0), (0, 2) e (0,5: 0,5). correspondendo às posições de equilí¬ 


brio do sistema (21), A Fig, 9,4.3 mostra um campo de direções 
para o sistema (21), junto com os quatro pontos críticos. Do cam¬ 
po de direções, parece que a solução de equilíbrio misto (0,5; 0,5) 
é um ponto de sela e, portanto, instável, enquanto os pontos (1, 
0) e (0, 2) são assintoticamente estáveis. Logo, para a competi¬ 
ção descrita pelas Eqs, (21), uma espécie vai acabar sobrepujan¬ 
do a outra, levando-a à extinção. A espécie sobrevivente é deter¬ 
minada pelo estado inicial do sistema. Para confirmar essas con¬ 
clusões, vamos olhar as aproximações lineares em vizinhanças 
de cada ponto crítico. 
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FIG. 9.4.3 Pontos críticos e campo de 
direções para o sistema (21), 
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x = ü ? _y = 0. Desprezando os termos não-lineares nas Eqs. (21), 
obtemos o sistema linear 


d 

di 


GK -)(:')■ 


que é válido perto da origem. Os autovalores e autovetores do 
sistema (22) são 



r, = 0,5, | (2 > = Q , 


de modo que a solução geral é 



Portanto, a origem é um nó estável do sistema linear (22) e, tam¬ 
bém, do sistema não-linear (21). Todas as trajetórias deixam a 
origem tangcncialmcntc ao eixo dosy, exceto por uma trajetória 
que esta contida no eixo dos x 


x = 1 , 3 ? = 0. O sistema linear correspondente é 



Seus autovalores e autovetores são 


e sua solução geral é 

(-$)■■*“ ■ <2?i 

O ponto (1.0) é um nó assintoticamente estável do sistema line¬ 
ar (25) e do sistema não-linear (21). Se os valores iniciais de x e 
v estão sullcientemente próximos de f L 0), então o processo de 
interação vai chegar, finalmente, a esse estado, isto é, à sobrevi¬ 
vência da espécie reà extinção da espécie y. Existe um par de 
trajetórias que tendem ao ponto crítico ao longo do eixo dos x 
Todas as outras trajetórias tendem a (1,0) tangendalmente à reta 
com coeficiente angular —3/4, determinada pelo autovetor 

x = 0 9 y — 2, A análise neste caso é semelhante à análise para o 
ponto (1.0). O sistema linear apropriado é 



Os autovalores e autovetores desse sistema são 



e sua solução geral é 


r, = -0,25, 



(26) 




1 


1,25 


x 


FIG, 9.4.4 Um retrato de fase 
do sistema (21). 
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Logo, o ponto crítico (0,2) é um nó assintotícamente estável do 
sistema linear (28) e do sistema não-linear (21). Todas as traje¬ 
tórias tendem ao ponto crítico ao longo do eixo dos y, exceto por 
uma trajetória que se aproxima ao longo da reta com coeficiente 
angular 3. 


x = 0,5-. y = 0,5* O sistema linear correspondente é 



Os autovalores e autovetores desse sistema são 


r j = 

s U) = 


r 2 

e(2> 


—5 + y/n 

16 


^ 0 . 1594 . 


( c _3_ V57)/g) ~ (-1,318?) 

= — - ^ = -0,7844. 

16 

= ((—3 + !/ 57 )/ s ) ^ ( o ,5687 ) ' 


(32) 


de modo que a solução geral é 



Como os autovalores têm sinais opostos, o ponto crítico (0,5; 0,5) é 
um ponto de sela e* portanto, instável, como tínhamos deduzido 
anteriormente, Um par de trajetórias se aproxima do ponto crítico 
quando t —> as outras se afastam dele. Ao se aproximar do ponto 
crítico, as trajetórias entram tangencialmente à reta com coeficiente 
angular K 57 - 3)/8 = 0,5687, determinada pelo autovetor | (2) , 

A Fig, 9,4,4 mostra um retrato de fase do sistema (21). Peno de 
cada ponto crítico, as trajetórias do sistema não-linear se compor¬ 
tam como previsto pela aproximação linear correspondente. De in¬ 
teresse especial é o par de trajetórias que entra no ponto de sela, Essas 
trajetórias formam uma separatriz que divide o primeiro quadrante 
em duas baías de atração. As trajetórias começando acima da 
separatriz acabam se aproximando do nó em (0.2), enquanto as tra¬ 
jetórias começando abaixo da separatriz tendem ao nó em (1.0). Se 
o ponto inicial pertence à separatriz. então a solução Çv, y) tende ao 
ponto de sela quando r —¥ =£, No entanto, a menor perturbação ao se 
seguir essa trajetória vai deslocar o ponto (x, v) da separatriz e fazer 
com que ele se aproxime de um dos dois nós. Logo, na prática, uma 
espécie vai sobreviver à competição e a outra não. 


Os Exemplos 1 e 2 mostram que, em alguns casos, a com¬ 
petição entre duas espécies leva a um estado de equilíbrio de 
coexistência, enquanto em outros casos a competição resul¬ 
ta, finalmente, na extinção de uma das espécies, Para compre¬ 
ender mais claramente como e por que isso acontece, e para 
aprender como prever qual situação vai ocorrer, vamos olhar, 
mais uma vez. para o sistema geral (2), Existem quatro casos 




a serem considerados, dependendo da orientação relativa das 
retas 

é, - u { x - üíj y = 0 e € 2 - a 2 y — cc 2 x = 0. (34) 

como mostra a Fig, 9,4,5, Essas retas são chamadas, respecti¬ 
vamente, de miliclinais de x e y, jã que x f se anula na primei¬ 
ra e y* na segunda. Denote por (X F) qualquer ponto crítico 



FIG* 9.4*5 Os diversos casos para o sistema de espécies em competição (2). 
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em qualquer um dos quatro casos, Como nos Exemplos I e 2, 
o sistema (2) é quase linear em uma vizinhança desse ponto, 
já que a expressão à direita do sinal de igualdade em cada 
equação diferencial é um polinómio de grau 2. Para estudar o 
sistema (2) em uma vizinhança desse ponto crítico, vamos 
olhar o sistema linear correspondente obtido da Eq. (13) da 
Seção 9.3, 


d_ íu\ = Í€-2u { X-a x Y 
dt \v/ \ -ot 2 Y 


-a,X \íu\ 
€ 2 — 2 a 2 Y—a 2 X) \v) 


■ (35) 


Vamos usar, agora, a Eq, (35) para determinar as condições 
sob as quais o modelo descrito pelas Eqs. (2) permite a coexis¬ 
tência das duas espécies a e y, Dos quatro casos possíveis ilus¬ 
trados na Fig. 9.4,5, a coexistência só é possível nos casos (e) e 
(d). Nesses casos, os valores não-nulos de X e Y são obtidos, 
imediatamente, resolvendo-se as equações algébricas (34); o 
resultado é 


x = (36) 
— OLyOt^ °\ G 2 “ QtyCij 

Além disso, como e, — i 7 3 X —a, Y = 0 e — (t z Y — ayX = 0, a 
Eq. (35) se reduz, imediatamente, a 



Os autovalores do sistema (37) são encontrados a partir da equa¬ 
ção 

r 2 + (cr x X ■+ cr 2 Y)r + (oqo^ — ot^x^XY = 0. (38) 

Logo, 


-(<r 1 X+ t r ! K)±Ía,X+a ! y) ! -4(ff 1 cr 2 -<, ia ,)Xl' 

r W=- 2 -• (39> 

Se cr x a 2 - a } a 2 < 0, então a expressão dentro da raiz quadra¬ 
da na Eq. (39) é positiva e maior do que (u t X + cr 2 K) 2 , Logo, os 
autovalores são reais e de sinais opostos. Em conseqüência, o 
ponto crítico (X Y) é um ponto dc sela (instável) e a coexistên¬ 
cia não é possível Esse é o caso no Exemplo 2, onde cy = L aq 
= 1, ít : = 0,25, a : = 0,75 e cr— a,Oi “ “0,5. 

Por outro lado. se <t s ít : - a } a 2 > 0, então a expressão den¬ 
tro da raiz quadrada na Eq. (39) é menor do que (tr^X + (t 2 Y) 2 > 
Então, os autovalores são reais negativos e distintos, ou com¬ 
plexos conjugados com parte real negativa. Uma análise di¬ 
reta da expressão dentro da raiz quadrada na Eq, (39) mostra 
que os autovalores não podem ser complexos (veja o Proble¬ 
ma 7), Portanto, o pomo crítico é um nó assintoticamente es¬ 
tável e uma coexistência sustentável é possível, isso está ilus¬ 
trado no Exemplo 1, onde cr, = I, cr, = 1, a 2 = 1, a 2 = 0,5 e 
<T|Cr : — oyoy = 0,5. 

Vamos relacionar esse resultado com as Figs. 9,4,5c e 9.4.5rí. 
Na Fig. 9.4.5c, temos 



ou €^2 > € 2 <j 1 e 

ou € 2 a l > f! íj 2+ 


(40) 


Essas desigualdades, acopladas com a condição de que X e Y 
dados pela Eq. (36) são positivos, nos leva à desigualdade 


< a } a 2 . Logo, nesse caso, o pomo crítico é um ponto de sela. 
Por outro lado, na Fig, 9.4.5rí. temos 


€ I é 2 

— < — ou qo;, < cr, e 

G l <*Z - 

*2 € l 

— < — ou e^a ] < c,cr^. 

cr, of, 


(41) 


A condição de que lei são positivos nos leva, agora, a u x g 2 > 
a E a 2 . Portanto, o ponto crítico é assintoticamente estável. Para esse 
caso. podemos mostrar, também, que os outros pontos críticos (0, 
0), (e/a,. 0) e (0, € : /ay) são instáveis. Assim, para quaisquer valo¬ 
res iniciais positivos para a e y, as duas populações vão tender ao 
estado de equilíbrio de coexistência dado pelas Eqs. (36). 

As Eqs. (2) fornecem a interpretação biológica do resultado 
de que a coexistência ocorre ou não, dependendo se cr, ay - a,rv ; 
é positivo ou negativo. Os a medem o efeito inibitório que o 
crescimento de cada população tem sobre si mesma, enquanto 
os a medem o efeito inibitório que o crescimento de cada popu¬ 
lação tem sobre a outra. Então, quando cr joy > a } a 2y a interação 
(competição) é “fraca" e as espécies podem coexistir; quando 
tr,oy < a interação é “forte" e as espécies não podem coe¬ 
xistir — uma tem que ser extinta. 


Problemas 

Cada um dos problemas dc 1 a 6 pode ser interpretado como descre¬ 
vendo a interação de duas espécies com populações x e y. Eiu cada 
um desses problemas, faça o seguinte: 

(a) Desenhe um campo de direções e descreva como as solu¬ 
ções parecem se comportar. 

(b) Encontre os pomos críticos. 

(c) Para cada ponto crítico, encontre o sistema linear correspon¬ 
dente. Encontre os autovalores c autovetores do sistema linear; 
classifique cada ponto crítico em relação ao Lipo e determine 
se é assintoticamente estável, estável ou instável. 

(d) Esboce as trajetórias em uma vizinhança de cada ponto crítico, 

(e) Calcule e faça o gráfico de um numero suficiente de trajetó¬ 
rias do sistema dado de modo a mostrar, ciaram ente, o com¬ 
portamento das soluções, 

(f) Determine o comportamento-1 imite de x e y quando 
interprete os resultados em termos das populações das duas 
espécies. 

£ 1. dx/dt = x(l,5 - a — 0,5y) 

dy/dt = v (2 — y — 0,75a) 

£ 2. dx/dt = x(l,5 “A - 0,5y) 

dy/dt = y(2 - 0,5y - 1*5 a) 

,4 3. dx/dt = a(1,5 — 0,5a — y) 

dy/dt — y(2 — y ^ 1,125a) 

4. dx/dt = a(1,5 - 0.5a - y) 
dy/dt = y(0,75 - y - 0,125a) 

5. dx/dt = x(l — x “ y) 
dy/dt = y(l,5 - y - a) 

6. dx/dt = x(l — a + G,5y) 
dy/dt = y(2,5 — l,5y + 0,25 a) 

7. Mostre que 

(g^X + g^Y) 1 - 4(a x a 2 -ce l a 2 )XY = (g 1 X-g 2 Y) 2 + 4a l oí 2 XY, 

Portanto, conclua que os autovalores dados pela Eq. (39) nun¬ 
ca podem ser complexos. 
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8, Duas espécies de pei xe que competem por comida, mas um não 
é presa do outro, são lepomis macrochirus, um peixe de água 
fresca e cor azulada que habita as águas norte-americanas, e 
lepomis microloftts, um peixe do sudeste e centro dos Estados 
Unidos com guelra vermelha brilhante. Suponha que um lago 
está cheio desses dois tipos de peixes e denote por ,v e v, res¬ 
pectivamente. as populações de lepomis macrochirus e lepomis 
microloftts no instante ;. Suponha, ainda, que a competição é 
modelada pelas equações 

dx/dt = x(€ l — (XjJt — a { y), 
dy/dt = y(* 2 - a 2 y - a 2 x). 


mostre que .v n = 0,5 e v 0 — 0,5, confirmando, assim, que, na 
falta de imigração ou emigração, o ponto critico é (0,5; 0,5). 
íc) Dos termos lineares em Ó, mostre que 

x, = 4a -4b, = —2a -h 4b , (iv) 

(d) Suponha que a > 0 e b > 0. de modo que a imigração ocorra 
em ambas as espécies. Mostre que a solução de equilíbrio resul¬ 
tante pode representar um aumento em ambas as populações, ou 
um acréscimo em uma e um decréscimo em outra. Explique, in¬ 
tui tivamente, por que esse é um resultado razoável, 

12. O sistema 

x* - y = -yy - a (a - 0,15) Cr - 2) 


éi 


(a) Se e,/os > ejcr ] e e : /tr : > €ja t , mostre que as únicas popula¬ 
ções de equilíbrio no lago são sem as duas espécies, sem o peixe 
azulado ou sem o de guelra vermelha. O que vai acontecer? 
fb) Se e/cr, > tJa z e mostre que as únicas popu¬ 

lações de equilíbrio no lago são sem as duas espécies, sem o peixe 
azulado ou sem o de guelra vermelha, O que vai acontecer? 

9. Considere a competição entre lepomis macrochirus e lepomis 
tnicrolqfus mencionada no Problema 8. Suponha que eJa z > 
eJ(T { e e l /a [ > €jçr ly de modo que, como mostrado no texto, 
existe um ponto de equilíbrio estável no qual ambas as espécies 
podem coexistir. E conveniente reescrever as equações do Pro¬ 
blema 8 em termos das capacidades de saturação do lago para 
lepomis macrochirus {B — 6,/(r E ) na ausência de lepomis 
mkrolofus, e para lepomis micralofus (R = çJlt-J na ausência 
de lepomis macrochirus. 

(a) Mostre que as equações do Problema 8 tomam a forma 


resulta de uma aproximação das equações de Hodgkín-Huxley? 
que moderam a transmissão de impulsos neurais ao longo de 
um axônto. 4 

(a) Encontre os pontos críticos e das si fique-os. investigando o 
sistema linear aproximado próximo a cada um, 

(b) Desenhe os retratos de fase para y - 0.8 e y = 1,5. 

(c) Considere a trajetória que deixa o ponto critico (2,0). Encon¬ 
tre o valor de y para o qual essa trajetória se aproxima da origem 
quando r Desenhe um retrato de fase para esse valor de y. 

Pontos de Bifurcação, Considere o sistema 

x' - F(x f y, a.), y - Gix, r. al (i) 

onde a é um parâmetro. As equações 

Fix, y, cl) — 0» G{x p y t a) = 0 (ii) 


dx 

= € i x 
dt 1 



dy * (\ 




onde y, — ajtr } e y 2 = Determine o ponto de equilíbrio 
de coexistência (X, Y) em função de B, R, e y±, 

(b) Suponha, agora, que um pescador só pesca lepomis 
macrochirus, o que reduz 8, Qual o efeito disso nas populações 
de equilíbrio? E possível, pescando, reduzir a população de 
lepomis macrochirus a tal nível a ponto de serem extintos? 

10. Considere o sistema (2) no texto c suponha que cr [ cr : — a { a 2 = 0. 

(a) Encontre iodos os pontos críticos do sistema. Observe que 
o resultado depende se — o z € } é nulo ou não, 

(b) Se o*, — a 2 e \ >0. classifique cada ponto critico e determine 

se é assintoticamente estável, estável ou instável. Note que o Pro¬ 
blema 5 é desse tipo. Depois, faça o mesmo se tr,£ 2 — < 0. 

(c) Analise a natureza das trajetórias quando a e_ — ase = 0. 
I í. Considere o sistema 03) no Exemplo 1 do texto. Lembre-se de 

que esse sistema tem um ponto crítico assintoticamente estável em 
(0.5; 0,5), correspondente ã coexistência estável das populações 
das duas espécies. Suponha, agora, que a imigração ou emigração 
ocorram com taxas constantes ôa e ôb para as espécies x e y, res¬ 
pectivamente. Nesse caso, as Eqs. (3) são substituídas por 


dx/dt — x(l — x — v) + ôa, 

CO 

dy/dt = y(0J5 - y - 0,5x) + Sb. 

A pergunta é que efeito isso tem na localização do ponto de 
equilíbrio estável. 

(a) Para encontrar o novo ponto crítico, precisamos resolver as 
equações 


determinam as nulíclinais de x e y, respectiva mente; qualquer pomo 
onde uma nuliclinal de x intersecta uma nuliclinal de y é um ponto 
crítico, Quando a varia e a configuração das nuliclinais muda. pode 
acontecer que. para urn determinado valor de a, dois pontos críticos 
se unem, transformando-se em um e que. para outra variação de a , o 
ponto crítico desaparece totalmente. Ou o processo pode acontecer 
em ordem inversa: para um determinado valor de a, duas nuliclinais 
que não se intersectavam antes passam a se intersectar, criando um 
ponto crítico que, por sua vez. pode se dividir em dois após outras 
mudanças de a. Um valor de a no qual pomos críticos são perdidos 
ou obtidos é um ponto de bifurcação. Como um retrato de fase de 
um sistema depende muito da localização e da natureza dos pontos 
críticos, uma compreensão de bifurcações é essencial para entender 
o comportamento global das soluções do sistema. Os problemas de 
13 a 17 ilustram algumas das possibilidades. 

Em cada um dos problemas de 13 a 16: 

t a) Esboce as nulíclinais e descreva como os pontos críticos se mo¬ 
vem quando a aumenta, 
fb) Encontre os pontos críticos, 

íc) Seja a — 2. Classifique cada ponto crítico investigando o siste¬ 
ma linear correspondente. Desenhe um retrato de fase em um retân¬ 
gulo contendo os pontos críticos. 

(d) Encontre o ponto de bifurcação no qual os pontos críticos 
coincidem. Localize esse ponto crítico e encontre os autovalores do 
sistema linear correspondente. Desenhe um retrato de fase. 
íe) Para cl > não existem pontos críticos. Escolha um desses 
valores para a e desenhe um retrato de fase. 

4 13. x' - —4x + y + x 2 t /= §a-y 


-v( 1 — x — y ) -b Sa = 0, 
_y(0,75 - y - 0,5 a ) + Sb = 0. 


(ii) & 14 y = I a ~ y' = -4x + y H- a 2 

£ 15. x' = —4a -f y+ x 2 , y = -a - x 4- y 


Um modo de fazer isso ê supor que x e y são dados por séries 4 / 16, x — —a — x 4 - v\ y* — —4a + v + a 2 

de potências no parâmetro ô; então. 


x = a 0 + a, S -h * “ t y = y 0 + 4 - . (üi) 

Substitua as Eqs. (iií) nas Eqs, (ii) e junte os termos de acordo 
com as potências de 0 . 

(b) Dos termos constantes (os termos que não envolvem õ ), 


Aían L. Hodgkin«5914-1998 > e Andrcu F, Htixley {1917-1 ganhuram o premto Nobel em 
fisiologia e medicina em 1963 por seu trabaJho sobrt a esciiaçào e ü iransmissao de impul¬ 
sos neurais. publicado pela primeira vez em 1952, quando estavam na Universidade de 
Cnmbrídge. 

'Prolongamento da célula ren'osa; cilindro-eixo. (MD 
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17. Suponha que um determinado par de espécies em competição 
é descrito pelo sistema 

dx/dt = x(4 - x - >■), dy/dt =y(2 + 2a -y-ax) t 
onde a > 0 é um parâmetro. 

(a) Encontre os pontos críticos. Note que (2,2) é um ponto crí¬ 
tico para todos os valores de a\ 

(b) Determine a natureza do ponto crítico (2, 2) para a = 0 .15 
e para a = 1.25, Existe um valor de a entre 0,75 e 1,25 onde a 
natureza do pomo crítico muda abruptamente. Denote esse va¬ 
lor por a 0 ; ele é chamado, também, de ponto de bifurcação, 
embora nenhum ponto crítico tenha sido obtido ou perdido, 
íc) Encontre o sistema linear que aproxima o sistema dado per¬ 
to do ponto (2, 2) em função de e*, 

(d) Encontre os autovalores do sistema linear no item (c) como 
funções de a. Depois determine o ponto de bifurcação a t) . 

(e) Desenhe retratos de fase perto de (2, 2) para a = a ü e para 
valores de a ligeiramente menores e ligeiramente maiores do 
que ce u . Explique como ocorre a transição no retrato de fase 
quando a passa por a 0 , 


Vamos denotar por * e y as populações, respectivamente, da 
presa e do predador, em um instante r. Ao construir a interação 
de duas espécies, fazemos as seguintes hipóteses: 

1- Na ausência do predador, a população de presas aumenta a 
uma taxa proporcional à população atual: assim, dx/dt — ax, 
a > 0 , quando y = 0 . 

2. Na ausência da presa, o predador é extinto; assim, dy/dt = 
—cy\ c > 0, quando * = 0, 

3. Ü numero de encontros entre predador e presa é proporcional 
ao produto das duas populações. Cada um desses encontros 
tende a promover o crescimento da população de predadores 
e a inibir o crescimento da população de presas. Assim, a taxa 
de crescimento da população de predadores é aumentada por 
um termo da forma yxv, enquanto a taxa de crescimento para 
a população de presas é diminuída por um termo da forma 
-oay. onde y e a são constantes positivas. 

Em consequência dessas hipóteses, somos levados às equações 


9.5 Equações Predador-Presa 

Na seção anterior, discutimos um modelo de duas espécies que 
interagem competindo por um suprimento comum de comida ou 
outro recurso natural. Nesta seção, vamos investigar a situação 
cm que uma das espécies (predador) sc alimenta da outra (pre¬ 
sa). enquanto a presa se alimenta de outro tipo de comida. Con¬ 
sidere, por exemplo, raposas e coelhos em uma floresta fechada: 
as raposas caçam os coelhos, que vivem da vegetação na flores¬ 
ta, Outros exemplos são peixes que se alimentam dos peixes de 
guelra vermelha, que encontramos anteriormente, em um mes¬ 
mo lago ou joaninha como predador e pulgão como presa. 
Enfatizamos, mais uma vez. que um modelo envolvendo apenas 
duas espécies não pode descrever completamente as relações 
complexas que ocorrem, de fato, na naLureza, Apesar disso, o 
estudo de modelos simples é o primeiro passo para a compreen¬ 
são de fenômenos mais complicados. 


dx/dt — ax — axy — x(a — ay), 
dy/dt — —cy -rí yxy — y(—c A /*). 


(D 


As constantes cl c, a c y são todas positivas; a e c são as taxas de 
crescimento da população de presas e a taxa de morte da popu¬ 
lação dc predadores, respectivamente, e a e y são medidas do 
efeito da interação entre as duas espécies. As Eqs. (1) são cha¬ 
madas de equações dc Lotka-Volterra, Foram desenvolvidas em 
artigos escritos por Lotka^ em 1925 e por Voltemrí em 1926. 
Embora essas equações sejam bem simples, das caracterizam 
uma grande classe de problemas. Ao final desta seção e nos pro¬ 
blemas, discutimos maneiras de tomã-las mais realistas, Nosso 
objetivo aqui é determinar o comportamento qualitativo das so¬ 
luções (trajetórias) do sistema {]) para valores iniciais positivos 
arbitrários de x e de y. Vamos fazer isso primeiro para um exem¬ 
plo específico e voltaremos, depois, no final desta seção, às equa¬ 
ções gerais (1). 


Exemplo 1 

Discuta as soluções do sistema 

dx/dt — x( 1 — 0,5 v) — x — 0,5* v, 

( 2 ) 

dy/dt = v{—0,75 H- 0,25*) = -0,75y + 0,25*y 
para x e y positivos. 

Os pontos críticos desse sistema são as soluções das equações 
algébricas 

x(\ - 0,5y) = 0. v(—0,75 + 0,25*) = 0. (3) 


a saber, os pontos (0, (» e (3, 2), A Fig. 9.5.1 mostra os pontos 
críticos e um campo dc direções para o sistema (2), Dessa figura 
podemos concluir que as trajetórias no primeiro quadrante po¬ 
dem ser curvas fechadas em torno do ponto crítico (3, 2), 
Vamos examinar, a seguir, o comportamento local das solu¬ 
ções próximas a cada ponto critico. Perto da origem, podemos 
desprezar os termos não-lineares nas Eqs. (2) para obter o siste¬ 
ma linear correspondente 

sCMí -Uri 


' i Àlfnad J- Lotka (ISSO-1949). um biofteieo americano, nasceu onde é hoje a Ucrânia e foi educado, pnncipaJmente, na Europa. É lembrado. cm ocraL por sua formulação das equações de 
Lotka-Võlterra. Foi. também, o autor, em L924. do primeiro livro sobre biologia matemática, disponível, atualmente, com o título de EUments r?/ Murfmmt&al Biohgy (Nova York: 
Dover, 1956). 

"Vito Voltem (1860-1940), um matemático italiano importante, foi catedrático em Pisa, Turim e Roma. É famoso, principalmètlte. por seu trabalho em equações integrais e anáííse fun¬ 
cional, De fato, uma das maiores dastes de equações integrais Seva seu nome: veja o Problema 21 da Seção 6.6. Sua teoria de espécies interagindo foi motivada por dados obtidos por um 
-ligo. D’ Aecoeel, relativos à pesca no Mar Adriático, Uma tradução (pam o inglês) de seu artigo de 1926 pode ser encontrada em um apêndice do livro de R. N. Chapman, Animal Ecology 
Spedal Reference to hisects [Nova York: McGraw-Hili, 1931). 
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FIG* 9*5,1 Pontos críticos e campo de direções para o sistema predador-presa (2). 


Os autovalores e auto vetores da Eq. (4) são 


= <• 


-G) 

r 2 = —0,75, 

! e) 

+) 

de modo que a solução geral é 





Assim* a origem 6 um ponto de sela para ambos os sistemas, o 
linear (4) e o não-linear (2), e* portanto, instável. Um par de tra¬ 
jetórias entra na origem ao longo do eixo dos v; todas as outras 
trajetórias se afastam de uma vizinhança da origem* 

Para examinar o ponto crítico (3.2), podemos fazer a substi¬ 
tuição 

-V = 3 + w, v = 2 + v (7) 

nas Eqs* (2) e depois desprezar os termos não-lineares em u e u 
ou, então, nos referir à Eq. (13) da Seção 9.3. Em qualquer dos 
casos* obtemos o sistema linear 


SH- 

ii 

Ui 

■o 5 )(:)- 

(8) 

Os autovalores e atuo vetores desse sistema são 


Vã* >(f 

, ( ! \ 


r i = 2 • ? 

= (-.7V5j : 

(9) 

\Í3 i p 



r 2 = 2 ■ t 

“ O7V3J ■ 



Como os autovalores são imaginários, o ponto critico (3,2) é um 
centro do sistema linear (8) e, portanto, é um ponto critico está¬ 
vel para esse sistema. Lembre-se* da Seção 9.3* que esse é um 
dos casos em que o comportamento do sistema linear pode ser o 
mesmo* ou não. do sistema não-linear, de modo que a natureza 


do ponto (3,2) para o sistema não-linear (2) não pode ser deter¬ 
minada por essa informação, A maneira mais simples de encon¬ 
trar as trajetórias do *sistema linear (8) é dividir a segunda das 
Eqs. (8) pela primeira, de modo a obter a equação diferencial 

dv dv/dt ü*5íí u 

da du/dt — l,5u 3u 
ou 

u d lí + 3vdv — 0. (10) 

Em consequência* 

ir + 3r 2 = k> (J1) 

onde k ê uma constante arbitrária* não-negativa* de integração. 
Logo, as trajetórias do sistema linear (8) são elipses centradas 
no ponto critico e um tanto alongadas na direção horizontal. 

Vamos voltar para o sistema não-linear (2). Dividindo a se¬ 
gunda das Eqs. (2) pela primeira, obtemos 

dy = y{- 0.75 + 0,25*) 
dx x(l-0,5y) 

A Eq. (12) é uma equação separável e pode ser colocada na forma 

l-0.5y f -0/75 +0,25* 

——— dy = —-— dx , 

V * 

donde segue que 

0*75 ln * + ln y - 0,5y — 0,25* = c, (13) 

onde c é uma constante de integração* Embora não possamos 
resolvera Eq, (13), explicitamente* usando apenas funções ele¬ 
mentares* para qualquer uma das variáveis em função da outra, 
é possível mostrar que o gráfico da equação para um valor fixo 
de c é uma curva fechada em torno do ponto (3.2). Logo. o pon¬ 
to crítico também é um centro para o sistema não-linear (2)* e as 
populações de predadores e presas exibem uma variação cíclica. 

A Fig. 9.5*2 mostra um retrato de fase para o sistema (2). 
Para algumas condições iniciais* a trajetória representa peque¬ 
nas variações em * e v em tomo do pomo crítico e tem uma 
forma quase elíptica* como sugere o sistema linear. Para ou- 
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tras condições iniciais, as variações em x e y são mais pronun¬ 
ciadas e a forma da trajetória é ligeiramente diferente de uma 
elipse. Observe que as trajetórias são percorridas no sentido 
trigonométrico. A Fig. 9.5.3 mostra a dependência de x e v em 
f para um conjunto típico de condições iniciais. Note que x e y 
são funções periódicas de f, como têm que sen jã que as traje¬ 
tórias são curvas fechadas. Além disso, a oscilação da popula¬ 
ção predadora vem depois da oscilação de presas. Começando 


em um estado no qual ambas as populações, de predadores e 
de presas, são relativamente pequenas, há primeiro um aumen¬ 
to no numero de presas, jã que há poucos predadores. Então a 
população de predadores* com comida abundante, também cres¬ 
ce. Isso aumenta a caça e a população de presas tende a dimi¬ 
nuir. Finalmente* com uma disponibilidade menor de comida, 
a população de predadores também diminui* e o sistema volta 
ao seu estado original 



FIG. 9.5.3 Variações nas populações de presas e de predadores em relação ao tempo para o sistema (2). 


O sistema geral (1) pode ser analisado exatamente do mesmo 
modo que no exemplo. Os pontos críticos do sistema (I) são as 
soluções de 

x(a ay) = 0, y(—c + yx) = 0* 

isto é, os pontos {0, 0) e (c/y, da). Vamos examinar, primeiro, 
as soluções do sistema linear correspondente perto de cada pon¬ 
to crítico. 

Em uma vizinhança da origem* o sistema linear correspon¬ 
dente é 

j, © - (s -?)(;)• 


Os autovalores e autovetores são 



de modo que a solução geral é 



Logo. a origem é um ponto de sela e* portanto, instável. A 
entrada no ponto de sela é através do eixo dos y: todas as 
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outras trajetórias se afastam de uma vizinhança do ponto 
crítico. 

Vamos considerar, agora, o ponto crítico (c/y. ala). Se x = 
(c/y) + u e v = (a/a) + u então o sistema linear correspondente 
é 



Os autovalores do sistema (17) são r = ±/\ ac\ de modo que o 
ponto crítico é um centro (estável) para o sistema linear. Para 
encontrar as trajetórias do sistema (17). podemos dividir a se- 
gunda equação pela primeira para obter 

dv dv/dt (ya/a)u 

du du/dt (ac/y)v " 

ou 

y 2 au du + a 2 cv dv — 0. 

Em consequência, 

y 2 au 2 4- a 2 cv 2 = k , 

onde k é uma constante de integração não-negativa. Logo. as tra¬ 
jetórias do sistema linear são elipses, como no exemplo. 

Voltando, rapidamente, ao sistema (1), note que ele pode ser 
reduzido a uma única equação, 

dy _ dy/di _ y(—c + yx) 
dx dx/dt x(a - ory) 

A Eq. (21) é separável e tem solução 

alny - ay + cln* — yx = C, 

onde C é uma constante de integração. Mais uma vez, c pos- 
sível mostrar que o gráfico da Eq. (22) é uma curva fechada, 
para C fixo, em torno do ponto crítico (c/y, ai a), Logo, o ponto 
crítico também é um centro para o sistema geral não-linear 
(1). 

A variação cíclica das populações de predadores e de pre¬ 
sas pode ser analisada em mais detalhe quando os desvios em 
relação ao ponto (c/y, a/a) são pequenos e pode-se usar o sis¬ 
tema linear (17). À solução do sistema (17) pode ser escrita na 
forma 


( 21 ) 

( 22 ) 


(18) 

(19) 

( 20 ) 


u = 

V = 

onde as constantes K 
ciais. Assim, 


— K cos {^/ãci + <(>), 
Y 


(23) 


Q I £ 

-J-K sen (\fãct + 0) f 
a V a 

e 0 são determinadas pelas condições ini- 


£ Q 

x = — b — K cos( ^Jãct + 0), 


y = — + - J-K s en(^/ãct +0). 
a ay a 


(24) 


Essas equações são boas aproximações para as trajetórias 
quase elípticas perto do ponto crítico (c/y, a/a), Podemos usá- 
las para tirar diversas conclusões sobre a variação cíclica das 
populações de predadores e de presas em tais trajetórias. 


1- Os tamanhos das populações de predadores e de presas vari¬ 
am de forma senoidal com período 2tt \ ac, Esse período de 
oscilação é independente das condições iniciais. 

2. As populações de predadores e presas estão defasadas por um 
quarto de ciclo. O número de presas aumenta primeiro, de¬ 
pois aumenta o número de predadores, como explicado no 
exemplo. 

3. As amplitudes das oscilações são Kc/y para a população de 
presas e aycK/a Ja para a de predadores e, portanto, depen¬ 
dem das condições iniciais, assim como dos parâmetros do 
problema. 

4. As populações médias de predadores e de presas em um ciclo 
completo são c/y e a/ a, respectivamente. Elas são iguais a 
populações de equilíbrio: veja o Problema 10. 

Variações cíclicas nas populações de predadores e de pre¬ 
sas, como previsto pelas Eqs. (I), foram observadas na natu¬ 
reza. Um exemplo impressionante foi descrito por Odum (pp. 
191-192); baseado nos registros da Companhia Hudson Bay 
do Canadá, a abundância de linces e de lebres, como indica¬ 
do pelo número de peles compradas no período 1845-1935. 
mostra uma clara variação periódica com período de 9 a 10 
anos. Os picos de abundância são seguidos por declínios rápi¬ 
dos. e os picos das populações de lince e de lebre estão defasa¬ 
dos, com os das lebres antecedendo os dos linces por um ano 
ou mais. 

O modelo de Lotka-Volterra revelou uma variação cíclica que 
talvez pudesse ter sido antecipada. Por outro lado, a aplicação 
do modelo de Lotka-Volterra em outras situações pode levar a 
conclusões que não são intuitivamente óbvias, Um exemplo que 
sugere uma possibilidade de perigo ao se usar inseticidas é dado 
no Problema 12. 

Uma crítica das equações de Lotka-Volterra é que, na ausên¬ 
cia de predadores, a população de presas aumenta sem limites. 
Isso pode ser corrigido permitindo-se o efeito natural inibidor que 
uma população crescente tem sobre a taxa dc crescimento popu¬ 
lacional: por exemplo, a primeira das Eqs. (1) pode ser modifi¬ 
cada de modo que, quando v = 0. ela se reduza a uma equação 
logística para x (veja o Problema 13). A conseqüência mais im¬ 
portante dessa modificação é que o ponto crítico em (c/y, a/a) 
se move para (dy, a/a - ac/ay) e torna-se um ponto assintoti- 
camente estável, EIc é um nó ou um ponto espiral, dependendo 
dos valores dos parâmetros nas equações diferenciais. Em qual¬ 
quer dos casos, outras trajetórias não são mais curvas fechadas, 
mas se aproximam do ponto crítico quando t 


Problemas 

Cada um dos problemas de 1 a 5 pode ser interpretado como descre¬ 
vendo a interação entre duas espécies com densidades populacionais 
x e v- Para cada um desses problemas, faça o seguinte: 

(a) Desenhe um campo de direções e descreva como as solu¬ 
ções parecem se comportar, 
íb) Encontre os pontos críticos. 

(c) Para cada pomo crítico, ache o sistema linear correspondente. 
Encontre os autovalores e auto vetores do sistema linear; clas¬ 
sifique cada ponto crítico em relação a tipo e determine se é as- 
si nt oticamente estável, estável ou instável. 

(d) Esboce as trajetórias em uma vizinhança dc cada ponto crí¬ 
tico. 

(e) Desenhe um retrato de fase para o sistema. 
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(f) Determine o comportamento-limite áex ey quando r —* « e 
interprete os resultados cm termos das populações das duas es¬ 
pécies. 

0 1. dxjdt = x(\ f 5 - 0,5y) 

dy/dt — y(—0*5 + x) 

£ 2. dx/di = jc(l — 0,5y) 

dy/dt = y(— 0,25 + 0,5x) 

* 3. dxjdt = x(l-Q,5x-Q i 5y) 

dy/dt = y (-0,25 + 0,5*) 

4 4, dx/dt = x(ll25-x-0,5y) 

dy/dt = y(—1 + x) 

0 } 5 * dxjdt — jc(— 1 + 2,5* - 0,3 y - x 2 ) 

dy/dt = y(—1,5 + x) 

6. Neste problema, vamos examinar a diferença de fase entre as 
variações cíclicas das populações de predadores e presas dadas 
pelas Eqs. (24) desta seção. Vamos supor que K > 0 e que o 
tempo t é medido a partir de um instante onde a população de 
presas (ar) é máxima; então ó = 0. Mostre qne a população (y) 
de predadores tem um máximo em r = - 12S ac = 774, onde T 
é O período da oscilação, Quando a população de presas esta 
crescendo o mais rapidamente possível? Quando está diminu¬ 
indo o mais rapidamente possível? Quando atinge um mínimo? 
Responda às mesmas perguntas para a população de predado¬ 
res. Desenhe uma trajetória elíptica típica em tomo do ponto 
(c/y. ala) e marque esses pontos nela, 

0 7. (a) Encontre a razão entre as amplitudes das oscilações das po¬ 

pulações de presas e dc predadores em tomo do ponto crítico (d 
y, ala) usando a aproximação (24) , válida para oscilações peque¬ 
nas. Observe que a razão é independente das condições iniciais. 

(b) Calcule a razão encontrada no item (a) para o sistema (2). 

(c) Estime a razão entre as amplitudes para a solução do siste¬ 
ma não-linear (2) ilustrada na Fig. 9.5.3. Esse resultado está de 
acordo com o obtido da aproximação linear? 

(d) Determine a razão entre as amplitudes presa-predador para 
outras soluções do sistema (2), isto é, para soluções satisfazen¬ 
do outras condições iniciais. À razão é independente das con¬ 
dições iniciais? 

éi 8. (a) Encontre o período de oscilação das populações de presas e de 
predadores, usando a aproximação (24), válida para pequenas osci¬ 
lações. Note que o período independe da amplitude das oscilações, 

(b) Para a solução do sistema (2) ilustrada na Fig, 9,5,3* estime 
o período o melhor possível. O resultado é o mesmo que para a 
aproximação linear? 

(c) Calcule outras soluções do sistema (2) t isto é, soluções sa¬ 
tisfazendo outras condições iniciais, e determine seus períodos. 
O período é o mesmo para todas as condições iniciais? 

0 9. Considere o sistema 

dxjdt = ax[ 1 — (y/2)] T dy/dt = by[— 1 + (x/3)j, 

onde a e b são constantes positivas. Observe que esse sistema é 
o mesmo que o do exemplo no texto se a = 1 e h — 0,75, Supo¬ 
nha que as condições iniciais são Jt(0) = 5 e y(0) = 2* 

(a) Sejam a - 1 e b — 1. Desenhe a trajetória no ptano de fase 
e determine (ou estime) o período da oscilação. 

(b) Repita o item (a) para a = 3 e a = 1/3, com b — 1, 

(c) Repita o item (a) para b = 3 e b — 1/3, com a — 1. 

(d) Descreva a dependência do período e da forma da trajetória 
em a e b. 

0 10, As populações médias de presas e predadores são dadas por 

y rA+T y fA-\-T 

X=jj x(t) dt, y = — j y(t) dt , 

respectivamente, onde Té o período de um ciclo completo e A 
é uma constante nao-negativa arbitrária. 

(a) Usando a aproximação (24), que é válida perto do ponto crí¬ 
tico, mostre que x — d ye y - aí a. 


(b) Para a solução do sistema não-linear (2) ilustrada na Fig. 9.5.3, 
estime x e y o melhor que puder Tente determinar se x e y 
são dados por c/y e a/a. respectivamente, nesse caso. 
Sugestão: Considere como você pode estimar o valor de uma 
integral mesmo sem ter uma fórmula para o integrando, 

(c) Calcule outras soluções do sistema (2), isto é, soluções satisfa¬ 
zendo outras condições iniciais e determine x e y para essas solu¬ 
ções. Os valores de x e y sao os mesmos para todas as soluções? 

11. Suponha que as equações predador-presa (1) do texto descre¬ 
vam raposas (y) e coelhos (x) em uma floresta. Uma compa¬ 
nhia está preparando armadilhas para pegar raposas e coelhos, 
e vender as peles. Explique por que é razoável para a compa¬ 
nhia conduzir suas operações de modo a tomar a população de 
cada espécie próxima do centro (c/y, a/a). Quando é melhor 
pegai* raposas? Coelhos? Raposas e coelhos? Nenhum dos dois? 
Sugestão: Veja o Problema 6, Basta um argumento intuitivo. 

12. S u ponha q ue uma população de insetos x sej a control ada por uma 
população de predadores naturais y de acordo com o modelo (1), 
de modo que existem pequenas variações cíclicas das populações 
em tomo do ponto crítico (c/y. a/a). Suponha que se use um inse¬ 
ticida com o objetivo dc reduzir a população de insetos e suponha 
que esse inseticida também é tóxico para os predadores: de fato, 
suponha que o inseticida mate tanto a presa quanto o predador a 
taxas proporcionais às suas respectivas populações. Escreva as 
equações diferenciais modificadas, determine os novos pontos de 
equilíbrio c compare com os pontos dc equilíbrio originais. 

Certamente não seria prudente banir inseticidas baseado nes¬ 
se modelo simples com resultados contra a intuição. Por outro 
lado. também não é prudente ignorar a possibilidade genuína de 
existência de um fenômeno sugerido por um tal modelo. 

13. Como mencionado no texto, uma melhoria do modelo preda¬ 
dor-presa é modificar a equação para a presa dc modo que te¬ 
nha a forma de uma equação logística na ausência do preda¬ 
dor. Então, no lugar das Eqs. (1), vamos considerar o sistema 

dx/dt = x(a - <t x — ay), dy/dt — y(—c + yx) y 

onde a , cr. a. c e y são constantes positivas. Note que os Proble¬ 
mas 3 e 4 são dessa forma. Determine todos os pontos críticos e 
discuta sua natureza e características de estabilidade. Suponha que 
a/cr c/y. O que acontece para dados iniciais x i= 0 e y # 0? 


9.6 O Segundo Método de Liapunov 

Mostramos, na Seção 9.3, como a estabilidade de um ponto crí¬ 
tico de um sistema quase linear pode ser estabelecida, ern geral, 
através dc um estudo do sistema linear correspondente. No en¬ 
tanto, nada se pode concluir quando o ponto crítico é um centro 
do sistema linear correspondente. Exemplos dessa situação são 
o pêndulo não-amortecido, as Eqs. (1) e (2) abaixo e o problema 
predador-presa discutido na Seção 9.5. Para um ponto crítico 
assintoticamente estável, pode ser importante, também, investi¬ 
gar a bacia de atração, isto é, o domínio no qual todas as solu¬ 
ções que começam nesse domínio tendem ao ponto crítico, Como 
a teoria de sistemas quase lineares é uma teoria local, ela não for¬ 
nece informações sobre esse problema. 

Nesta seção vamos discutir uma outra abordagem, conhecida 
como o segundo método de Liapunov 7 ou método direto. O 


T Aiexaiidr M, Liapunov (1057*1918,). um aluno de Chebyshev em S3o Fetersburgo, ensi¬ 
nou na Universidade de Kharkov de í 885 u 1901. quando se tomou acadêmico em matemá¬ 
tica aplicada na Academia de Ciências de São Petersburgo. Em 1 9 E 7 se mudou para O dessa, 
devido à sadde frágil de sua esposa. Sua pesquisa em estabilidade incluiu tanto a análise 
teóriea quanto aplicações a diversos problemas físicos. Seu segundo método está em seu 
trabalho mais influente. General Probtem ofStabiliry ofMoüon {Problema Geral de Estabi¬ 
lidade do Movimento)* publicado em 1892. 
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método também é conhecido como método direto porque não há 
necessidade de se conhecer algo sobre a solução do sistema de 
equações diferenciais. Em vez disso, chega-se a conclusões so¬ 
bre a estabilidade ou instabilidade de um ponto crítico através 
de uma função auxiliar apropriada. Essa é uma técnica muito 
poderosa que fornece um tipo de informação mais global por 
exemplo, uma estimativa da extensão da bacia de atração de um 
ponto crítico. O segundo método de Liapunov também pode ser 
usado para estudar sistemas de equações que não são quase line¬ 
ares: no entanto, não discutiremos tais problemas. 

Basicamente, o segundo método dc Liapunov é uma genera¬ 
lização de dois princípios físicos para sistemas conservativos, a 
saber, ( 1 ) uma posição de repouso é estável se a energia potenci¬ 
al é um mínimo local caso contrário é instável e (ii) a energia 
total é constante durante todo o movimento, Para ilustrar esses 
conceitos, considere, novamente, o pêndulo nao-amortecido (um 
sistema mecânico conservatívof que é governado pela equação 

^-7 + — sen 9—0, (1) 

dr L 

O sistema de primeira ordem correspondente é 



dy 

dí 


— — senA\ 


( 2 ) 


É importante observar que, em qualquer ponto (x, y), a taxa 
de variação de V ao longo da trajetória que passa por aquele ponto 
foi calculada sem se resolver o sistema (2), É precisamente esse 
fato que nos permite usar o segundo método de Liapunov para 
sistemas cujas soluções não conhecemos e essa é a principal ra¬ 
zão de sua importância. 

Nos pontos críticos estáveis, x = ±2mr. y — 0, n — 0 # 1, 2. 
....a energia V é nula. Se o estado inicial digamos (x b y,), do 
pêndulo está sufi ciente mente próximo de um ponto crítico, en¬ 
tão a energia Vlq, y\) ê pequena e 0 movimento (trajetória) as¬ 
sociado a essa energia permanece próximo do ponto crítico. Por 
exemplo, suponha que 0q, y x ) está perto de (0,0) e que V(x [? y,) 
é muito pequena. A equação da trajetória com energia V(x [t é 

V(x , y) = mgL( \ - cosa) + \mL 2 y 2 = V(x v y L ). 

Para x pequeno, temos 1 - cos x — 1 - (1 — .r/2! + — x 2 í 

2. Logo, a equação da trajetória é, aproximadamente, 

\mgLx 2 + \mL l y 2 = V(x v y } ), 
ou 

a" jr _ j 

2 V (.v,, v|)/ mgL + 2 V(x !, v, )/mL 2 


onde x = Ô e y = dúfdt. Se omitirmos uma constante arbitrária, 
a energia potencial Ué o trabalho feito ao se levantar o pêndulo 
para uma posição acima da sua posição mais baixa, a saber, 

U (a, y) = mgL{ 1 - cosa); (3) 

veja a Fig. 9.2.2. Os pontos críticos do sistema (2) são a = ±mr, 
y = 0, n = 0, 1,2,3,,> correspondendo a 8 = ±fi7r, dúldi = d 
FisicamenLe, esperamos que os pontos x = 0, y = 0; x = ±2tt, y 

= 0; correspondendo a & = 0, ±2rr .sejam estáveis, já 

que, para eles, 0 eixo do pêndulo esta na posição vertical com o 
peso para baixo: além disso, esperamos que os pontos a = ± 7 r, 
y = 0; a - ±37t. y — 0; ..., correspondendo a 0= ± 7 r, ±3 tt, 
sejam instáveis, já que, para eles, o eixo do pêndulo está na 
posição vertical com o peso para cima, Isso está de acordo com 
(i)Jã que nos pontos anteriores U é um mínimo igual a zero e 
nos pontos posteriores é um máximo igual a 2 mgL. 

Considere, agora, a energia total V, que é a soma da energia po¬ 
tencial U com a energia cinética \mLr(ddidtf. Em tennos de xcy } 

V(x , y) = mgL( 1 - cosx) + \mL 2 y 2 . (4) 

Em uma trajetória correspondente à solução x = é(r)< y = tftí) 
das Eqs. (2), V pode ser considerada uma função de /. A deriva¬ 
da de V[<f>(t), ip(t)] em relação a / é chamada de taxa de variação 
de V ao longo da trajetória. Pela regra da cadeia, 


dV[<p(t), jf(t)] 
di 

= v r [^(í),^{0]^37^ + 


dr 

dx dy 

— (mgL sen a) — 4- mL^y — 
dt dí 


dr 


(5) 


onde está subentendido que x = é(t) e y = f), Finalmente, 
substituindo dxídt e dy/dt na Eq. (5) pelas Eqs. (2), vemos que 
dVídt — 0. Logo, V é constante ao longo de qualquer trajetória 
do sistema ( 2 ), o que é a afirmação (ii). 


Isso é uma elipse em torno do ponto crítico (0,0); quanto menor 
V(x, } y { ), menores são os eixos da elipse. Fisicamente, a trajetó¬ 
ria fechada corresponde a uma solução periódica no tempo — o 
movimento é uma pequena oscilação em tomo do ponto de equi¬ 
líbrio. 

Se existe amortecimento, no entanto, é natural esperar que a 
amplitude do movimento diminua com o tempo e que o ponto 
crítico estável (centro) se tonie um ponto crítico assintoticamente 
estável (ponto espiral). Veja o retrato de fase do pêndulo amor¬ 
tecido na Fig. 9.3.5. Isso quase que pode ser argumentado a par¬ 
tir de dVidi. Para o pêndulo amortecido, a energia total ainda é 
dada pela Eq. (4), mas agora, pelas Eqs. ( 8 ) da Seção 9.3, dxldr 
= y e dy/dt = -(g/L) sen a - (cíLm)y. Substituindo dxídt e dy/dt 
na Eq, (5), obtemos dVIdt = “dy 2 < 0. Portanto, a energia é 
não-decrescente em qualquer trajetória e, exceto pela reta y = 0 . 
o movimento é tal que a energia diminui. Logo, cada trajetória 
tem que se aproximar de um ponto de energia mínima — um 
ponto de equilíbrio estável Se dVídt < 0, em vez de dVídt < 0, 
é razoável esperar que isso conti nue válido para todas as trajetó¬ 
rias que começam suficíentemente próximas da Origem, 

Para continuar aprofundando essas idéias, considere o siste¬ 
ma autônomo 

dxjdt = F( a, y), dy/dt = G(.v, y), ( 6 ) 

e suponha que o ponto x = 0 . y = 0 é um ponto crítico assinto¬ 
ticamente estável. Então existe algum domínio D contendo (0, 
0) tal que toda trajetória que começa em D tende à origem quan- 
do t —> Suponha que existe uma função “energia” V tal que V 
^ 0 para (a, y) em D, com V = 0 apenas na origem. Como cada 
trajetória em D tende à origem quando t —> ■», então, seguindo 
qualquer trajetória particular, V tende a zero quando t tende a 
infinito. O tipo de resultado que queremos provar é, essencial- 
mente, a recíproca: se, em todas as trajetórias, V tende a zero 
quando r tende a infinito, então as trajetórias têm que se aproxi¬ 
mar da origem quando t —> e, portanto, a origem é assintotica- 
mente estável. Primeiro, no entanto, precisamos de várias defi¬ 
nições. 
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Suponha que Vestã definida em um domínio D comendo a ori¬ 
gem. A função V é dita positiva definida em D se V(tX 0) = 0 e Vi.x, 
y) > 0 em todos os outros pontos de D. Analogamente, V é negativa 
definida em D se HO, 0) = 0 e V(x> y ) < 0 para todos os outros pon¬ 
tos de D . Se as desigualdades > e < são substituídas por ^ e en- 

Exemplo 1 

A função 

V(x , y) = sen(x“ + v 2 ) 

é positiva definida em x 2 + y 2 < tt/2 , já que HO,0) = 0 e V(x. y) 


tão Vê dita positiva semidefinida e negativa se mi defini da, res¬ 
pectivamente, Enfatizamos que, ao se falar de uma função positi¬ 
va definida (negativa definida, „,)emum domínio D contendo 
a origem, a função tem que se anular na origem, além de satisfa¬ 
zer a desigualdade apropriada em todos os outros pontos de D. 

> 0 para 0 < x 2 + y 2 < tt/2. No entanto, a função 
V(x.y) = (a + y) 2 

só é positiva semidefinida. já que V(x, v) = 0 na reta y = -a. 


Queremos considerar, também, a função 

V(x. y) = V x (x, y)F(x, y) + V y (jt ,y)G(x,y). (7) 

onde F e G são as funções das Eqs, (6), Vamos escolher essa 
notação porque V(x, y) pode ser identificada com a taxa de va¬ 
riação de V ao longo da trajetória do sistema (6) que passa pelo 
ponto (a, y) . Em outras palavras, se x = <p(t ), y = t/<r) é uma 
solução do sistema (6), então 

dV[<p(t), i/HO] 
dt 

d(p(J) , . d${i) 

= v T [$u). tio] n o] 

d! ■ dt 

= V t (x, y)F( a, y) + V v (a, y)G(x, v) 

= 0(jr,y). (8) 

Vamos nos referir à função V. muitas vezes, como a derivada 
de V em relação ao sistema (6). 

Vamos enunciar dois teoremas de Líapunov. o primeiro so¬ 
bre estabilidade e o segundo sobre instabilidade. 

Teorema 9.6.1 

Suponha que o sistema autônomo (6) tenha um ponto crítico iso¬ 
lado na origem. Se existir uma função H contínua com deriva¬ 
das parciais contínuas, que seja positiva definida e para a qual a 
função H dada pela Eq. (7), seja negativa definida em algum 
domínio D no plano xy contendo a origem, então a origem é 
um ponto crítico assintoticameme estável. Se V for negativa 
semidefinida. então a origem é um ponto crítico estável. 


Teorema 9.6.2 

Suponha que a origem seja um ponto crítico isolado do sistema 
autônomo (6), Seja V uma função contínua com derivadas par¬ 
ciais contínuas. Suponha que V((X 0) = 0 e que, em toda vizi¬ 
nhança da origem, existe pelo menos um ponto onde V é positi¬ 
va (negativa), Se existir um domínio D contendo a origem tal que 
a função K dada pela Eq. (7), seja positiva definida (negativa de¬ 
finida) em Z), então a origem é um ponto critico instável 

A função V é chamada de uma função de Líapunov, Antes de 
esboçarmos argumentos geométricos para os Teoremas 9,6.1 e 9.6.2, 
observamos que a dificuldade na utilização desses teoremas é que 
eles não nos dizem como construir uma função de Liapunow su¬ 
pondo que exista uma. Nos casos em que o sistema autônomo (6) 
representa um problema físico, é natural considerar, primeiro, a 
energia total do sistema como uma função de Líapunov possível. 
Entretanto, os Teoremas 9,6,1 e 9.6.2 podem ser aplicados em ca¬ 
sos onde o conceito dc energia física não c pertinente. Em tais ca¬ 
sos, pode ser necessária uma abordagem envolvendo tentativa e erro. 

Vamos considerar a segunda parte do Teorema 9.6.1, isto é* o 
caso em que V < 0, Seja c^0 uma constante e considere a curva 
no plano xy dada por V(*< y) = c. Para c = 0, a curva se reduz a 
um tiníco ponto x — 0, y = 0. Vamos supor que. se 0 < c ] < c :? 
então a curva V(x , y) = c È contém a origem e está contida no inte¬ 
rior da curva V f (a, y) = c 2 , como ilustrado na Fíg. 9.6.1a. Vamos 
mostrar que uma trajetória começando no interior de uma curva 
fechada V{x, y) = c não pode cruzar a curva para sair. Logo, dado 
um círculo de raio e em tomo da origem, escolhendo c suficiente- 
mente pequeno, podemos garantir que toda trajetória começando 



< 6 ) 


FIG. 9,6,1 Interpretação geométrica do 
método dc Líapunov, 
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no interior da curva fechada Vu\ y) = c, permanece no interior do 
círculo de raio e: de fato, permanece dentro da própria curva V(x, 
y) = c. Portanto, a origem é um ponto crítico estável. 

Para mostrar isso, lembre-se do cálculo que o vetor 

W(.v, y) = V x fa y) i + V y (x. y) j T (9) 

conhecido como o gradiente de V, é normal à curva VU\ y) = c 
e aponta na direção do crescimento de V. No caso atual. V au¬ 
menta quando se afasta da origem, logo VV aponta para longe 
da origem, como indicado na Fig. 9.6, IF Considere, agora, uma 
trajetória x - (bit), v = iftf) do sistema (ó) e lembre que o vetor 
T{í) = d>'(/)i H- j é tangente à trajetória em cada ponto: veja 
a Fig. 9,6. \b. Sejam x } = é(q), y, = i/íq) uni ponto da trajetória 
e V(x, y) = c uma curva fechada. Nesse ponto, ,) = F(.q t yj, 

i //ff,) = G(jq,y,), logo, da Eq. (7), obtemos 

VCtpy,) 

= F v U r y 1 )0'(f í ) + V y U r y t )^ÍM 
= [V; v (Jfp yji + y,)j | ■ [*'<f,)i + ^'CíjJJ] 

= ^V(x p y l )-T(ri). (10) 

Portanto, V(x lt y t ) é o produto escalar do vetor VVJq, v,) 
com o vetor T(íj), Como V(x l , y,) — 0. segue que o co-seno 

Exemplo 2 

Use o Teorema 9.6.1 para mostrar que (0, 0) é um ponto crítico 
estável para as equações do pêndulo sem amortecimento (2), Use, 
também, o Teorema 9.6.2 para mostrar que (tu 0) é um ponto 
crítico instável. 

Seja V a energia total dada pela Eq, (4): 

V(x , y) = mgL{ 1 - cos.v) + \mL 2 y 2 , (4) 

Se escolhermos D como o domínio - tt/2 < x < ví 2. < y < 

oo r então V é positiva aí exceto na origem, onde é zero. Logo, V 
é positiva definida em D. Além disso, como já vímos. 

V = (mgL$enx){y) + {mL 2 y)(-g$enx)/L — 0 

para todo.v e v. Logo V é negativa semi definida em D . Em con¬ 
sequência. pela última parte no Teorema 9.6.1, a origem é um 
ponto crítico estável para o pêndulo não -a morre eido. Observe que 
essa conclusão não pode ser obtida pelo Teorema 9,3.2, já que 
(0. 0) é um centro para o sistema linear correspondente. 

Considere, agora, o ponto crítico ( t t, 0), A função de Liapunov 
dada pela Eq. (4) não é mais apropriada, já que o Teorema 9.6.2 
pede uma função V 7 para a qual V é positiva ou negativa defini¬ 
da, Para analisar o ponto ( tt. 0). é conveniente mover esse ponto 


De um ponto de vista prático, estamos mais interessados, 
muitas vezes, na bacia de atração. O teorema a seguir fornece 
alguma informação sobre o assunto. 

Teorema 9.6.3 

Suponha que a origem seja um ponto isolado do sistema au¬ 
tônomo (6). Seja V uma ámção contínua com derivadas par¬ 


do ângulo entre VV(jq, y ( ) e T(r,) também é menor ou igual a 
zero; portanto, o ângulo está no intervalo [vil, 3 77/2]. Logo. 
o movimento da trajetória, em relação a V(a\ y) = c. é para 
dentro ou, no pior caso, é tangente a essa curva. As trajetóri¬ 
as que começam dentro de uma curva fechada V(x lt v,) = c 
(não importa o quão pequeno seja c) não podem escapar, de 
modo que a origem é um ponto estável. Se V{x ]y y,) < 0, en¬ 
tão as trajetórias passando por pontos na curva dirigem-se, de 
fato, para dentro. Em consequência, pode-se mostrar que as 
trajetórias começando suficientemente próximas da origem 
têm que se aproximar da origem; portanto, a origem é assimo- 
ticamente estável 

Um argumento geométrico para o Teorema 9.6.2 segue de 
maneira análoga. De fato, suponha que V é positiva definida e 
suponha que, dado qualquer círculo em tomo da origem, existe 
um ponto interior (jq, y\) no qual V(.v L , y L ) > 0. Considere uma 
trajetória que comece em (jq, >y). Ao longo dessa trajetória, V 
tem que crescer, pela Hq, (8) Já que V(x l , y\) > 0; além disso, 
como V(.q, y,) > 0, a trajetória não pode se aproximar da ori¬ 
gem. pois V(0, 0) “ 0. Isso mostra que a origem não pode ser 
assintoüearaente estável. Explorando mais o fato de que V(jq. y,) 
> 0, é possível mostrar que a origem é um ponto estável: no 
entanto, não faremos esse argumento. 


para a origem através da mudança de variáveis x — v + u,y = 
v. Então, as equações diferenciais ficam 

du/dt — tu dv/dt = j- senu. (11) 

e o ponto crítico no plano <ívé (0, 0), Considere a função 

v) = i 1 senw (12) 

e seja D o domínio - rr/4 < u < 77/4, —^ < v < oc. Então. 

V — (v cos u ) ( v) + (sen u ) [(g/ L) sen u ] 

= v 2 cos u + (g/L) sen 2 u (13) 

é positiva definida cm D. A única coisa que falta é verificar se 
existem pontos em todas as vizinhanças da origem onde o pró¬ 
prio Vé positivo. DaEq, (12), vemos que VUt, v) > 0 no primei¬ 
ro quadrante (onde ambos sen u e usão positivos) e no terceiro 
quadrante (onde ambos são negativos). Logo, as condições do 
Teorema 9.6.2 são satisfeitas, e o ponto (0, 0) no plano iw, ou o 
ponto (tt, 0) no plano xy\ é instável 

As equações para o pêndulo amortecido são discutidas no 
Problema 7. 


ciais de primeira ordem contínuas. Se existe um domínio li¬ 
mitado D k , contendo a origem, onde V(x y y) < K , Vé positiva 
definida e V é negativa definida, então toda solução das Eqs. 
(6} que começa em um ponto em D K tende à origem quando i 
tende a 


Em outras palavras, o Teorema 9.6.3 diz que, se x = 0(f), 
y = ijj(t) é uma solução das Eqs, (6) com dados iniciais em 
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D k , então fx, y) tende ao ponto crítico (0. 0) quando t ^* 
Logo* D a é uma região de estabilidade assintótica: é claro que 
pode não ser toda a bacia dc atração. Esse teorema é demons¬ 
trado mostrando-se que (i) não existe solução periódica do 
sistema (6) em D Kt e (ii) não existem outros pontos críticos 
em D k . Segue. então* que as trajetórias começando em D k não 
podem escapar e, portanto„ têm que tender à origem quando t 
tende a 

Os Teoremas 9.64 e 9,6,2 fornecem condições suficientes para 
a estabilidade e a instabilidade* respectivamente. No entanto, essas 
condições não são necessárias* nem a nossa falha em determinar uma 
função de Liapunov adequada significa que não existe uma* Infe- 
lizmente* não existe método geral para a construção de funções de 
Liapunov; entretanto, já foi feito um extenso trabalho de constru¬ 
ção de funções de Liapunov para classes especiais de equações. O 
próximo teorema, enunciado sem demonstração, fornece uni resul- 

Exemplo 3 

Mostre que o ponto critico (0* 0) do sistema autônomo 

dxjdt — —x —xy 2 , dy/dt = —y — rv (17) 
é assintoticamente estável. 

Vamos tentar construir uma função de Liapunov da forma (14 ), 
Então V x (x, y) “ 2ax 4- by, V v (a\ y) = bx + 2cy. de modo que 

Vfx, v) 


tado algébrico elementar que é útil, muitas vezes, na construção de 
funções positivas definidas ou negativas definidas. 


Teorema 9.6.4 


A função 


V(x. y) — ax 2 4- bxy +■ cy 2 

(14) 

é positiva definida se, e somente se. 


a > 0 e 4 ac — ir > 0, 

(15) 

e c negativa definida se, e somente se. 


a < 0 e 4 ac - b 2 > 0. 

(16) 


O uso do Teorema 9.6.4 é ilustrado no próximo exemplo. 


= (2ru + by){—x — xy 2 ) H- (bx + 2c y )(—y — x 2 y) 

= -pííU 2 +jt : v 2 ) +b(2xy+xy 3 +x i y) -f 2c(y‘+jc\y 2 )]. 

Se escolhermos b = 0 e a e c como sendo dois números positi¬ 
vos quaisquer* então V é negativa definida e Vé positiva defini¬ 
da pelo Teorema 9,6,4. Logo* pelo Teorema 9,64, a origem é 
um ponto critico assintoticamente estável. 


Exemplo 4 

Considere o sistema 


dx/dt = x(l - x — y), 
dy/dt = y(0,75 - y - 0,5x). 


( 18 ) 


Vimos, no Exemplo 1 da Seção 9,4, que esse sistema modela um 
determinado par de espécies em competição e que o ponto criti¬ 
co (0,5: 0,5) é assintoticamente estável. Confirme essa conclu¬ 
são encontrando uma função de Liapunov. 

Simplifica se colocarmos o ponto (0,5: 0,5 ) na origem. Para 
isso, sejam 


x =0,5 +K, y = 0,5 + l\ (19) 

Então, substituindo x e y nas Eqs. (18), obtemos o novo sistema 


d ii/di = — 0 ,5w — O.õr — ir - uv , 

, ( 20 ) 

dv/dt = -0,2 5it — 0 t 5 u — 0,5 uv — v 2 . 

Para manter os cálculos relativamente simples, considere a 
função V(iL v) = u 2 + ir como uma função de Liapunov pos¬ 
sível, Essa função é, claramente, positiva definida, de modo 
que precisamos, apenas, determinar se existe uma região con¬ 
tendo a origem no plano nu onde a derivada V em relação ao 
sistema (20) é negativa definida. Calculamos V{u,v ) e encon¬ 
tramos 

É du dv 

V{u. v) ~ V ——h V —— 

" dr 1 dt 

— 2w(— 0 t 5u— 0,5i>— u 2 — iiv)+2v(—0 t 25u—Ú/5v — QJSuv—v"). 


ou 

V[ii. v ) = -[(u 2 4- L 5uv + v 2 ) 

4- (2íi 3 + 2 irv ±uv 2 + 2r 3 )], (21) 

onde juntamos os termos quadráticos e os cúbicos* Queremos 
mostrar que a expressão entre colchetes na Eq. (21) é positi¬ 
va definida, pelo menos para u e usufidentemente pequenos. 
Observe que os termos quadráticos podem ser escritos na For¬ 
ma 


u 2 +h5uv + v 2 =Qa5(u 2 +v 2 ) + 0J5(u + vf. (22) 

de modo que esses termos são positivos definidos. Por outro lado* 
os termos cúbicos na Eq, (21) podem ter qualquer sinal, Precisa¬ 
mos mostrar, então* que, em alguma vizinhança de u = 0 , v = 0 * 
os termos cúbicos são menores, em módulo, do que os termos 
quadráticos, isto é. 

|2ír 4- 2 icv -f uv 2 + 2l i3 [ 

< 0,25(n 2 + v 2 ) + 0,75(1/ + y) z . (23) 

Paia estimar a expressão à esquerda do sinal de desigualdade na 
Eq. (23), vamos introduzir coordenadas polares a = rc os O.v — 
r sen 0, Então, 

|2« 3 + 2u 2 v + uv 2 + 2v*\ 

= 7'’|2cos'' 0 + 2cos ; f)sen£) + cosOserr 9 + 2serr (J| 

< r |2i cós 3 0\ + 2 cos 2 f?|sen#| + |eos0[sen 2 É) + 2|seir (?|] 

< 7r 3 . 
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já que sen í?|, |cos 6 ^ 1. Paia satisfazer a Eq. (23). é, certamen- 
te T suficiente satisfazer a condição mais forte 

7r 3 < 0,25 Ur 4- ir) ~ 0,25r", 

que fornece r < 1/28. Logo* pelo menos nesse disco, as hipóteses 
do Teorema 9.6,1 são satisfeitas, de modo que a origem é um ponto 
crítico assíntoticamente estável do sistema (20)* O mesmo é verda¬ 
de. então, para o ponto crítico (0.5; 0,5) do sistema original (18). 


Referindo-nos ao Teorema 9.6.3, o argumento precedente mos¬ 
tra. também, que o disco com centro em (0.5:0.5 > e raio 1/28 é uma 
região de estabilidade assintótíca para o sistema (18). Essa região é 
bem menor do que a bacia de atração inteira, como mostra a discus¬ 
são na Seção 9.4. Para obter uma estimativa melhor da bacia de atra¬ 
ção do Teorema 9.6.3, os termos na Eq. (23) teriam que ser estima¬ 
dos de modo mais preciso, ou teria que ser usada uma função de 
Liapunov melhor (e, possivelmente, mais complicada), ou ambos. 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 4. construa uma função de Liapunov adequa¬ 
da da forma ax~ -r cv% onde a e c devem ser determinados. Depois, 
mostre que o ponto crítico na origem é do tipo indicado. 

1. í/a fd / = 3 4 x v “ dy/dl = —2a ~v— yassimotícamente estável 

2. dx /dl = - |jr 3 -4 2 xy 2 . dy/dl — —y 3 : assintodeameme estável 
I» dx/dt = -.r 3 42y 3 dy/dt——2xy 2 : estável (pelo menos) 

4 dx/dt — x 3 - vI dy/dl =—2..vy 3 +4x : y+2y 1 : instável 

5. Considere o sistema de equações 

dx/dt - y — xfix, y), dyjdt — —x - yf(x,y) t 

onde/é contínua e tem derivadas parciais de primeira ordem 
contínuas. Mostre que. se/fr. >■) > 0 em alguma vizinhança da 
origem, então a origem c um pomo crítico assintoticamente 
estável e. se /t.v, v) < 0 em alguma vizinhança da origem, então 
a origem é um ponto crítico instável. 

Sugestão: Construa uma função de Liapunov da forma c(jt + y 2 ). 

6. Uma generalização da equação do pêndulo não -amorteci do é 

d 2 ii/dt 2 + g(u) = 0, (i) 

onde gíü) = 0, g(u) > 0para 0 < u < ke g(u) < 0para -k < 
tt < 0, isto é 7 ug(u) > 0 para u # Q : — k < u < k. Note que g{u) 
= sen u tem essa propriedade em ( — tt/2. tt/2). 

(a) Fazendo x ~ w, y = duldL escreva a Eq. (i) como um sistema 
dc duas equações e mostre que x — Ü T y = 0 é um ponto crítico. 

I b) Mostre que 

V (x, y) = 4- f g{s ) ds, —k<x< k (ü) 

i/O 

ê positiva definida e use esse resultado para mostrar que o pon¬ 
to crítico (0,0) é estável. Note que a função de Liapunov V dada 
pela Eq, (ii) corresponde ã função energia V(x, y) — (1/2)4 4 
{I — cos a) para o caso em que giit) — sen u. 

7. Introduzindo variáveis adimensionais adequadas, podemos es¬ 
crever o sistema dc equações não-lineares para o pêndulo amor¬ 
tecido [Eq. (18) da Seção 9.3J na forma 

dx/dt — v. dy/dl = - v — sen a, 

(a) Mostre que a origem é um ponto crítico. 

(bj Mostre que. enquanto V{x> y) = 44 v : é positiva definida. 
V(x* v) toma valores positivos e negativos em qualquer domí¬ 
nio contendo a origem, logo V não é uma função de Liapunov. 
Sugestão: x — sen x > 0 para x > 0 e x — sen x < 0 para x < 0, 
Considere os casos com v positivo, mas tão pequeno que y 2 pode 
ser desprezado se comparado a y, 

(c) Usando a função de energia Vfx, y) = (1/2 )y : 4(1— cosa), 
mencionada no Problema ó(b), mostre que a origem é um pon* 
lo crítico estável, Como existe amortecimento no sistema, po¬ 
demos esperar que a origem seja assintoticamente estável. No 
entanto, não é possível chegar a essa conclusão usando-se essa 
função de Liapunov. 

(d) Para mostrar a estabilidade assintó ti ca. é necessário cons^ 
truir uma função de Liapunov melhor do que a usada no item 
(c). Mostre que V{a\ y) = (l/2)(x 4 y)- + jr 4 (l/2jrí é uma 


função de Liapunov e conclua que a origem é um ponto crítico 
assíntoticamente estável. 

Sugestão: Da fórmula de Taylor com resto, segue que sen x — 
x — a.v-73!. onde a depende de x. mas 0 < a < 1 para — 77/2 < 
x < 77/2. Então, fazendo x = r cos 6. y = r sen 0. mostre que 
Vif cosft. r sen0 ) = -r[ [ 4 h(r. 0)], onde h{i\ 8)\ < 1 se r 
for suficientemente pequeno. 

8, A equação de Liénard (Problema 28 da Seção 9,3) é 


d~u du 

—- q -a{u) — + giu) = 0. 
dr dt 

onde g satisfaz as condições do Problema 6 c c(u) > 0. Mostre 
que o ponto u = 0, duldt — 0 é um ponto crítico estável. 

9. (a) Um caso particular da equação de Liénard do Problema 8 é 


d 2 u du 
dr + dt 


-Vgiu) = 0. 


onde g satisfaz as condições do Problema 6. Fazendo x = w, y 
— duídt, mostre que a origem é um ponto crítico do sistema 
resultante. Essa equação pode ser interpretada como descreven¬ 
do o movimento de um sistema massa- mo la com amortecimento 
proporcional à velocidade e uma força restauradora não-linear. 
Usando a função de Liapunov do Problema 6. mostre que a 
origem é um ponto crítico estável, mas note que, mesmo com o 
amortecimento, não podemos concluir a estabilidade assintóti- 
ca com essa função de Liapunov. 

(b) A estabilidade assintótíca do ponto crítico (0.0) pode ser 
estabelecida construindo-se uma função de Liapunov melhor, 
como foi feito no item (d) do Problema 7. No entanto, a aná¬ 
lise para uma função g geral é um pouco mais sofisticada c 
vamos mencionar, apenas, que uma forma apropriada para 
Vé 


V(x, y) — \y 2 4 Àygix) 4 / g{s) ds , 

J o 

onde A é uma constante positiva a ser escolhida de modo que V 
seja positiva definida e V seja negativa definida. Para o proble¬ 
ma do pêndulo [g(x) = sen xf use V como na equação prece¬ 
dente com A = 1/2 para mostrar que a origem é assíntoticamente 
estável. 

Sugestão: Use .sen x = x = ctc73! e cosa - = I — /3x72L onde a 
e dependem de a, mas 0<t*<leG</3<l para — tt/2 < 
x < tt/2; sejam x — r cos d , y — r sen 0, e mostre que 
V(r cos0 , r sentí ) — —(1/2)r[l 4 (1/2) sen 20 4 h(t\ 0)]. 
onde 0)| < 1/2 para r suficientemente pequeno, Para mostrar 
que V ê positiva definida, use o fato de cos A = 1 — ,r/2 4 yrV4!. 
onde y depende de x. mas 0 < y < 1 pai a — tt/2 < x < tt/2. 

Nos Problemas 1 ü e 11, vamos provar parte do Teorema 9.3.2: se o 
ponto crítico (0, 0) do sistema quase linear 

dx/dt — íi| jA 4 fl p y + Fj (a, y), 

dyjdt — a 2] x +a 12 y 4 G,(.v, y) 


(í) 
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é um pomo critico assintoticamente estável do sistema linear cor¬ 
respondente 

dx/dt = a ] [X H- a n y, dy/dt = a 2] x 4- a r y\ (ii) 

então ele é um ponto crítico assintoticamente estável do sistema quase 
linear (i). O Problema 12 trata do resultado correspondente para a 
instabilidade, 

10. Considere o sistema linear (ii). 

(a) Como ( 0, 0) é um ponto crítico assinto ti çámente estável, 

mostre que a u 4 < 0 e a n a 12 - a r _a 2l > 0. (Veja o Proble¬ 

ma 21 da Seção 9, L) 

(b) Construa uma função de Liapunov VU\ y) = Ari + Bxy 4 Cri 
Lai que Vi posidva definida e V é negativa definida, Um modo de 
garantir que V seja negativa definida é escolher ,4, B e C tais 
que VU\ >■) = -.ri — v : . Mostre que isso leva ao resultado 

ÍÍ2] H - H“ (O [ j íJptf 7 | ) Cl píl-n 4* íí] j CIji 

Â =---————- ~ D = ^ -" T 

2 A A 

_ af] +gfz + f a Ll g 22- tl U g 2|) 

2A 

onde A = (tfjj + “ a n a 2 ^ 

(c) Usando o resultado do item (a), mostre que A > 0 e depois 
mostre que ísão necessários vários passos algébricos ) 

AC-B'= —--—————■ - , u --i4 -—=-=-■ >0. 

A" 

Logo, pelo Teorema 9.6.4. V é positiva definida. 

11. Vamos mostrar, neste problema, que a função de Liapunov 
construída no problema precedente também é uma função de Lia¬ 
punov para o sistema quase linear (i). Precisamos mostrar que existe 
alguma região contendo a origem na qual V ê negativa definida, 
(a) Mostre que 

V(x.y) — - (.v : +v 2 )A~(2Ax + By)F l (x,y )+(Bx+2Cy)G l (x . y), 

í b> Lembre que F ] (x. y)fr ->0e G s O, v )fr —» 0 quando r = (ri 
4 > -) J - —> 0, Isso significa que. dado qualquer e > 0, existe um 
círculo r = R em torno da origem tal que. se 0 < r < R m então 
|f,(.v, y)| < er e G,í.v. v)| < er. Escolhendo M como o máximo 
entre 24 . B e 2f. mostre, usando coordenadas polares, que 
R pode ser escolhido de modo que Vi\ r y) <0 para r < R> 
Sugestão: Escolha e suIIcíentemente pequeno em função de M. 

12. Neste problema, vamos provar uma pane do Teorema 9.3.2 
relativa à instabilidade, 

(a) Mostre que, se ci N 4 a 21 > 0 e a } - a u a 2l > 0, então o 
ponto crítico do sistema linear (ii) é instável, 

(b) O mesmo resultado é valido para o sistema quase linear (i). 


Como nos Problemas 10 e 11. construa uma função positiva 
definida V'tal que Rv, y) — ri + rL de modo que V é positiva 
definida, e invoque o Teorema 9.6.2. 


9.7 Soluções Periódicas e Ciclos-Limite 

Nesta seção, vamos discutir mais a fundo a possível existência 
de soluções periódicas de sistemas autônomos de segunda ordem 
da forma 

x = f(x). (1) 

Taís soluções satisfazem a relação 

x(/ + T) — x(t) (2) 

para todo t e para alguma constante não-negativa T chamada de 
período. As trajetórias correspondentes são cunhas fechadas no 
plano dc fase. Soluções periódicas, com freqüência, têm um pa¬ 
pel importante em problemas físicos, pois representam fenôme¬ 
nos que ocorrem repetidamente. Em muitas situações, uma so¬ 
lução periódica representa um '"estado finar para o qual todas 
as soluções "vizinhas” tendem quando a parte transiente, devido 
às condições iniciais, vai sumindo. 

Um caso particular de solução periódica c a solução constan¬ 
te x = que corresponde a um ponto crítico do sistema autô¬ 
nomo. Tal solução A claramente, periódica com qualquer perío¬ 
do. Nesta seção, ao falarmos de solução periódica, queremos dizer 
uma solução periódica não-constante. Nesse caso, o período T é 
positivo e escolhido, em geral, como o menor numero positivo 
para o qual a Eq. (2) é válida. 

Lembre-se de que as soluções do sistema autônomo linear 

x' == Ax (3) 

são periódicas se, e somente se, os autovalores da matriz A são 
imaginários puros. Nesse caso, o ponto crítico na origem 6 um 
centro, como discutido na Seção 9,1. Enfatizamos que, se os 
autovalores de A forem imaginários puros, então toda solução 
do sistema linear (3) será periódica, enquanto se os autovalores 
não forem imaginários puros, então vão existir soluções perió¬ 
dicas (não-constantes). As equações predador-presa discutidas 
na Seção 9.5, embora não-lineares, comportam-se de maneira 
análoga: todas as soluções no primeiro quadrante são periódicas. 
O exemplo a seguir ilustra um modo diferente em que podem apa¬ 
recer soluções periódicas de sistemas autônomos não-lineares. 


Exemplo 1 

Discuta as soluções do sistema 



v + .r - x(x 2 + y 2 ) 

-X + V - V(JT + f) 


)• 


(4) 


Não é difícil mostrar que (0.0) é o único ponto crítico do sis¬ 
tema (4) e, também, que o sistema é quase linear em uma vizi¬ 
nhança da origem, O sistema linear correspondente 


CH-i DC) 


tem autovalores 1 ± L Logo, a origem é um pomo espira! instá¬ 
vel, tanto para o sistema linear ( 5 ), quanto para o sistema não- 
linear (4), Assim, qualquer solução que comece próxima à ori¬ 


gem no plano de fase vai se afastar da origem ao longo de uma 
espiral. Como não existem outros pontos críticos, poderíamos 
imaginar que todas as soluções das Eqs, (4) correspondem a tra¬ 
jetórias que tendem a infinito ao longo de espirais. No entanto, 
vamos mostrar que isso não está correto, porque, muito longe da 
origem, as trajetórias estão orientadas na direção da origem. 

É conveniente usar coordenadas polares re 9 } onde 

x = r cos 9, y — r sen£, ( 6 ) 

e r ^ 0. Se multiplicarmos a primeira das Eqs. (4) por .x, a se¬ 
gunda por v e depois somar, obtemos 


dx dy 7 7 , 

.y — + = (jt + R) - (x~ + y-y. 

dt ' dt 


(7) 
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Como r 2 = jc 2 + v 2 e ridrídt) = x(dxldt) + y(dyidt), segue da Eq. 
(27) que 


r~ = r 2 (l — r 2 ), (8) 

dt 


Isso é semelhante às equações discutidas na Seção 2.5, Os pon¬ 
tos críticos (para r 5: 0) são a origem e o ponto r = 1, que cor¬ 
responde ao círculo unitário no plano de fase. Da Eq, (8), segue 
que dridt > 0 se r < 1 e drfdt < 0 se r > I. Logo, no interior do 
círculo unitário, as trajetórias estão orientadas para fora, enquanto 
no exterior estão orientadas para dentro. Aparentemente, o cír¬ 
culo r — l é uma trajetória-limite para esse sistema. 

Para determinar uma equação para 9 , multiplicamos a primeira 
das Eqs. (4) por y, a segunda por x e subtraímos, obtendo 




* + V' 


(9) 


V — f —: , 9 = — / + Íq* (13) 

yj 1 + 

onde c 0 e t 0 são constantes arbitrarias. A solução (13) contém, 
também, a solução (II), que pode ser obtida fazendo-se c Q = 0 
na primeira das Eqs. {13). 

A solução satisfazendo as condições iniciais r — p. 8 = a em 
t = 0 é dada por 

r - ,- * e = -(t-a). (14) 

yi + [(l/ fi 2 )-\}e^ 

Se p < 1, então r —* 1 por dentro quando í se p > h então 
r —► 1 por fora quando t « Logo, cm todos os casos, as traje¬ 
tórias são espirais que se aproximam do círculo r — 1 quando / 
-> *. A Fig. 9.7.1 mostra diversas trajetórias. 


Calculando dxidt e dyldt das Eqs. (6), vemos que a expressão à 
esquerda do sinal de igualdade na Eq. (9) é —r(d&dt). dc modo 
que a Eq. (9) se reduz a 

— = -!. (10) 

dr 


O sistema de Eqs. (8), (10) para re 9 é equivalente ao sistema 
original (4), Uma solução do sistema (8), (10) é 


r = 1, 0 = -f + f o , (11) 

onde r u é uma constante arbitrária. Quando t aumenta, um ponto 
que satisfaz as Eqs. (11) move-se no sentido horário em cima do 
círculo. Assim, o sistema autônomo (4) tem uma solução perió¬ 
dica. Outras soluções podem ser obtidas resolveu do-se a Eq. (8) 
peio método de separação de variáveis: se r f 0 e r ^ 1. então 


A Eq, (12) pode ser resolvida usando-se frações parciais para se 
reescrever a expressão à esquerda do sinal de igualdade e, de¬ 
pois, integrar, Fazendo esses cálculos, encontramos que a solu¬ 
ção das Eqs. (10) e (12) é 



FIG, 9.7.1 Trajetórias do sistema (4): um ciclo-limite. 


Nesse exemplo, o círculo r = 1 não corresponde, apenas, 
a soluções periódicas do sistema (4). mas também atrai outras 
trajetórias não-fechadas que tendem a ele, em forma de espi¬ 
ral, quando t —>Em geral, uma trajetória fechada no plano 
de fase tal que outras trajetórias tendem a da, por dentro ou 
por fora. quando t —> é chamada de ciclo-limite. Então, o 
círculo r — I é um ciclo-limite para o sistema (4). Se todas as 
trajetórias que começam perto de uma trajetória fechada (tanto 
dentro quanto fora) se aproximam da trajetória fechada quando 
/ —> então o circuito-1 imite é assintoticamente estável, 
Como a trajetória-limite é, ela própria» uma órbita periódica, 
em vez de um ponto de equilíbrio, esse tipo de estabilidade é 
chamado, muitas vezes, de estabilidade orbital. Se as traje¬ 
tórias de um lado tendem à trajetória fechada» enquanto as do 
outro lado se afastam quando t —» então o ciclo-limite é dito 
semi-estãveL Se as trajetórias de ambos os lados da trajetó¬ 
ria fechada se afastam quando r —> «s então a trajetória fechada 
é instável. Também é possível existir trajetórias fechadas tais 
que outras trajetórias nem se aproximam nem se afastam dela, 
por exemplo, as soluções periódicas das equações predador- 


presa na Seção 9.5. Nesse caso, a trajetória fechada é está¬ 
vel 

A existência de um ciclo-limite assintoticamente estável foi 
estabelecida no Exemplo 1, resolvendo-se as equações explici¬ 
tamente. Infelizmente, isso não é possível em geral, de modo que 
vale a pena conhecer teoremas gerais relativos à existência ou 
não-existência de ciclos-Iimite para sistemas autônomos nao-li- 
neares. Para discutir esses teoremas, é conveniente escrever o 
sistema {1) em forma escalar: 

dxfdt — F(x,y). dy/dt — G(.v, v). (15) 

Teorema 9.7.1 

Suponha que as funções Fe G tenham derivadas parciais de 
primeira ordem contínuas cm um domínio D do plano xy. Uma 
trajetória fechada do sistema (15) tem, necessariamente, que 
conter, em seu interior, pelo menos um ponto crítico (de equi¬ 
líbrio), Se contém apenas um ponto crítico, esse ponto não 
pode ser de sela. 
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Não vamos demonstrar esse teorema, mas é fácil mostrar exem¬ 
plos dele, Um é dado pelo Exemplo 1 e Fig. 9;7,l t no qual a trajetória 
fechada contém, em seu interior, o ponto crítico (0, 0), um ponto es¬ 
piral. Um outro exemplo é o sistema de equações predador-presa na 
Seção 9.5; veja a Fíg, 9.5,2. Cada trajetória fechada contém, em seu 
interior, o ponto crítico (3,2); nesse caso, o ponto crítico é um centro. 

O Teorema 9,7.1 também é útil de maneira negativa, Se uma dada 
região não contém pontos críticos, não podem existir trajetórias fe¬ 
chadas inteiramente contidas na região. À mesma conclusão pode 
ser obtida se a região contém um único ponto crítico que é de sela. 
Por exemplo, no Exemplo 2 da Seção 9.4, um exemplo sobre espé¬ 
cies em competição, o único ponto crítico no interior do primeiro 
quadrante é o ponto de sela (0,5; 0,5). Portanto, esse sistema não 
tem trajetórias fechadas contidas no primeiro quadrante. 

Um segundo resultado sobre a não-existência de trajetórias 
fechadas é dado pelo teorema a seguir 

Teorema 9.7.2 

Suponha que as funções Fe G tenham derivadas parciais de 
primeira ordem contínuas em um domínio simplesmente co¬ 
nexo D do plano xy* Se F r 4 G v tem o mesmo sinal em todos 
os pontos de D , então não existe trajetória fechada do siste¬ 
ma (15) inteiramente contida em D , 

Um domínio simplesmente conexo em duas dimensões é um 
que não tem buracos. O Teorema 9.7.2 é uma conseqüência direta 
do Teorema de Green no plano; veja o Problema 13, Note que, se 
F, H- G v muda de sinal no domínio, não podemos concluir coisa 
alguma; podem existir ou não trajetórias fechadas em D. 

Para ilustrar o Teorema 9.7.2, considere o sistema (4). Um 
cálculo rotineiro mostra que 

F x (x,y) + G Y (x t y) = 2-4(x 2 +y 2 ) — 2(1-2 r 2 ), (16) 

onde, como de hábito, r — x 1 4- y 2 , Logo, F x 4 G y é positiva para 
0 < r < I/n 2, de modo que não existe trajetória fechada nesse 
disco. É claro, mostramos no Exemplo 1 que não existe trajetória 
fechada na região maior r < 1. Isso ilustra que a informação dada 
pelo Teorema 9.7,2 pode não ser o melhor resultado possível 
Referindo-nos, maís uma vez, à Eq. (16), note que F. 4 G y < 0 
para r > l/v2, No entanto, o teorema não se aplica nesse caso, já 
que essa região anular não é simplesmente conexa. De fato, como 
mostramos no Exemplo 1, ela comem um cielo-limite. 


O teorema a seguir nos dá condições que garantem a existên¬ 
cia de uma trajetória fechada. 

Teorema 9.7.3 

(Teorema de Poincaré-Bendixson)2 Sejam FeG funções com 
derivadas parciais de primeira ordem contínuas em um domí¬ 
nio D no plano xy. Seja um subdomínio limitado de D e 
seja R a região que consiste na união de D, a sua fronteira (to¬ 
dos os pontos de R pertencem a D). Suponha que R não conte¬ 
nha pontos críticos do sistema (15). Se existe uma constante 
^ tal que x — ó(t ) 7 y = tp(t) é uma solução do sistema (15) 
que existe e permanece em R para todo / s f () , então, ou a = 
0(f), y ™ 0(r) é uma solução periódica (trajetória fechada} ou 
x — y — 0(0 tende a uma trajetória fechada quando t —> 
Em qualquer dos casos, o sistema (15) tem uma solução 
periódica em /?, 

Note que, se R contém uma trajetória fechada, então, neces¬ 
sariamente, peio Teorema 9.7.1, a trajetória tem que conter um 
ponto crítico em seu interior. No entanto, esse pomo crítico não 
pode pertencer a R. Logo, R não pode ser simplesmente conexo; 
tem que ter um buraco, 

Como aplicação do Teorema de Poincaré-Bcndíxson, consi¬ 
dere, novainente, o sistema (4). Como a origem é um ponto crí¬ 
tico, ela tem que ser excluída. Por exemplo, podemos conside¬ 
rar a região R definida por 0,5 ^ r ^ 2. A seguir, precisamos 
mostrar que existe uma solução cuja trajetória permanece em R 
para todo f maior ou igual a algum r D . Isso segue imediatamente 
da Hq, (S), Para r — 0.5. dr/dt > 0. de modo que r aumenta, en¬ 
quanto para r = 2, drídt < 0, de modo que r diminui. Logo, 
qualquer trajetória que cruza a fronteira de R está entrando em 
R. Em consequência, qualquer solução das Eqs. (4) que come¬ 
çam em R em t = r 0 não podem sair. mas têm que permanecer 
em R para t > É claro que outros números, diferentes de 0,5 e 
2, podem ser usados; o importante é que incluam r = 1. 

Não deveríamos inferir, dessa discussão dos teoremas preceden¬ 
tes, que é lãcil determinar se um sistema autônomo não-linear dado 
tem soluções periódicas; muitas vezes isso não é, absolutamente, 
simples, Com freqiiência, os Teoremas 9.7.1 e 9,7,2 não são con¬ 
clusivos, e, para o Teorema 9,7.3, é difícil muitas vezes, deter¬ 
minar uma região R e uma solução que permanece nela. 

Vamos encerrar esta seção com um outro exemplo de um sis¬ 
tema não-linear que tem um cido-limite. 


Exemplo 2 

A equação de van der PoP 

-£í 2 )u' + m =0, (17) 

onde p é uma constante não-negativa, descreve a corrente u em 
um oscílador tríodo. Discuta as soluções dessa equação. 

Se p = 0, a Eq, (17) se reduz a u" 4 n = 0 h cujas soluções são 
ondas de seno ou co-seno de período 2 77, Para p > 0 ,0 segundo 
termo na expressão à esquerda do sinal de igualdade na Eq. (17) 


também tem que ser considerado. Esse é o termo da resistência, 
proporcional a u'. com um coeficiente - p(\ — u 2 ) que depende 
de u. Para valores grandes de w. esse termo é positivo e age, como 
de hábito, para reduzir a amplitude da resposta, No entanto, para 
u pequeno, 0 termo de resistência é negativo e, portanto, faz com 
que a resposta cresça, Isso sugere que talvez exista uma solução 
de tamanho intermediário para a qual outras soluções tendam 
quando t aumenta. 


*Ivar Otto Bendixson (186M935) foi um matemático sueco. Esse teorema apareceu em um artigo publicado por ele na revista Acra Muthematica em 1901, 

■■Balihasar vau der Pol (1889-1959) foi um físico e engenheiro elétrico holandês que trabalhou no Laboratório de Pesquisa da Philips em Eindhoven. Foi pioneiro uo estudo experimental 
de fenômenos não-lineares e investigou a equação que tem seu nome em um artigo publicado em 1926. 
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Para analisar a Eq. (17) com mais cuidado, vamos escrevê-la 
como um sistema de segunda ordem através das variáveis x — ll 
y = u\ Segue, então, que 

x* — v» / = — x -f — x 2 )y. (18) 

O único ponto crítico do sistema (18) é a origem. Perto da ori¬ 
gem, o sistema linear correspondente é 



cujos autovalores são (/x ± 2 - 4 )/2 Logo, a origem é um 

ponto espiral instável para 0 < /i < 2 e um nó instável para /x > 
2. Em todos os casos, uma solução que começa próxima da ori¬ 
gem cresce quando t aumenta. 

Em relação a soluções periódicas, os Teoremas 9.7.1 e 9.7.2 
fornecem, apenas, informação parcial. Do Teorema 9.7.1 con¬ 
cluímos que, se existirem trajetórias fechadas, então a origem tem 
que estar em seu interior. Calculando F x {x, y) + G y {x, y), obte¬ 
mos 

F x { x,y) + G v C*, y) = m(1 - x 2 ). (20) 

Logo, segue do Teorema 9.7.2 que, se existirem trajetórias fe¬ 
chadas, então elas não podem estar contidas na faixa [\\ < 1, onde 
F x + G v > 0. 

A aplicação do teorema de Poinearé-Bendixson a esse pro¬ 
blema não é tão simples quanto no Exemplo 1. Usando coorde¬ 
nadas polares, encontramos que a equação para a variável radial 
ré 

r — fX(\ — r 2 cos 2 0)r sen 2 0. (21) 

Novamente, considere a região anular R dada por r, < r ^ r 2 , 
onde j - ! é pequeno e r 2 é grande. Quando r — r u o termo linear à 
direita do sinal dc igualdade na Eq. (21) domina c rí > 0. exceto 
no eixo dos v, onde sen 0 — 0 e, portanto, rí — 0 também. Logo, 
as trajetórias estão entrando em R em todos os pontos do círculo 
/- = r h com a possível exceção dos contidos no eixo dos x\ onde 
as trajetórias são tangentes ao círculo. Quando r = r 2 , o termo 
cubico à direita do sinal de igualdade na Eq. (21) é o dominante. 
Logo, rí < 0, exceto nos pontos pertencentes ao eixo dos a\ onde 
rí = 0, e nos pontos próximos ao eixo dos y, onde rí cos : 0 < 1 
e o termo linear faz com que rí > 0. Portanto, não importa o quão 
grande seja o círculo, sempre haverá pontos sobre ele (a saber, 
os pontos pertencentes ou próximos ao eixo dosy) onde as traje¬ 
tórias estão saindo de R. Logo, o teorema de Poincaré-Bendixson 
não é aplicável, a não ser que consideremos regiões mais com¬ 
plicadas. 

É possível mostrar, por uma análise mais elaborada, que a 
equação de van der Pol tem um único ciclo-limite, No entanto, 
não prosseguiremos com essa linha de argumentação. Em vez dis¬ 
so, vamos considerar uma abordagem diferente, onde fazemos o 
grafico de soluções calculadas numericamente. Observações 
experimentais indicam que a equação de van der Pol tem uma 
solução periódica assintoticamente estável cujo período e ampli¬ 
tude dependem do parâmetro jjl. Olhando gráficos de trajetórias 
no plano de fase e de u em função de f podemos entender melhor 
esse comportamento periódico. 

A Fig. 9.7.2 mostra duas trajetórias da equação de van der 
Pol no plano de fase para fx = 0,2. A trajetória que começa 
próxima da origem afasta-se em forma de espiral e está orien¬ 
tada no sentido horário; isso é consistente com o comportamento 



da aproximação linear perto da origem. A outra trajetória pas¬ 
sa pelo ponto ( — 3* 2) e vai para dentro, novamente no sentido 
horário. Ambas as trajetórias se aproximam de uma curva fe¬ 
chada que corresponde a uma solução periódica estável, A Fig, 
9.7.3 mostra os gráficos de u em função de / para as soluções 



FIG, 9,7.3 Gráficos de u em função dc / para as trajetórias na Fig. 9.7.2. 
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correspondentes às trajetórias na Fig, 9 ,7,2, A solução inicial- 
mente menor tem sua amplitude, gradualmente, aumentada, 
enquanto a solução maior diminui devagar. Ambas as soluções 
tendem a um movimento periódico que corresponde ao ciclo- 
limite, A Fig. 91 .3 também mostra que existe urna diferença 
de fase entre as duas soluções quando elas se aproximam do 
ei cio-limite. Os gráficos de u em função de r têm forma quase 
senoidal, consistente com o ciclo-limite, que é quase circular 
nesse caso. 

As Figs, 9.7.4 e 9,7.5 mostram gráficos semelhantes para 
o caso \± = 1, As trajetórias, novamente, movem-se no senti¬ 
do horário no piano de fase, mas o ciclo-limite é bem dife¬ 
rente de um círculo. Os gráficos de u em função de t tendem 
mais rapidamente à oscilação-limite e, mais uma vez. mos¬ 
tram uma diferença de fase. As oscilações são um pouco me¬ 
nos simétricas nesse caso, com uma subida mais íngreme do 
que a descida, 

A Fig, 9,7.6 mostra o plano de fase para At = 5,0 movi¬ 
mento permanece no sentido horário, e o ciclo-limite é ainda 
mais alongado, especiaimeme na direção do dxo dos v, A Fig. 
9,7,7 mostra um gráfico de it cm função de r. Embora a solu¬ 
ção comece longe do ciclo-limite, a oscilação-limite é prati¬ 
camente alcançada em uma fração de um período. Começan¬ 
do em um de seus valores extremos no eixo dos x no piano de 
fase, a solução move-se para a outra posição extrema, come¬ 
çando devagar, mas, depois de atingir um determinado ponto 
na trajetória, o restante da transição é completado rapidamente. 
O processo é repetido, então, na direção oposta. A forma de onda 
do ciclo-limite, como ilustrado na Fig. 9.7.7, ê bem diferente de 
um seno. 

Esses gráficos mostram, d aramente, que, na ausência de ex¬ 
citação externa, o oscilador de van der Pol tem determinados 
modos característicos de vibração para cada valor de /x, Os grá¬ 
ficos de it em função de r mostram que a amplitude dessa oscila¬ 
ção varia muito pouco com ju, mas o período aumenta quando fx 
aumenta. Áo mesmo tempo, a forma da onda muda de uma qua¬ 
se senoídal para uma muito menos suave. 

A presença de um único movimento periódico que atrai todas 
as soluções (próximas), istoé, de um ciclo-limite assintotícamenre 
estável, é um dos fenômenos característicos associados a equa¬ 
ções diferenciais não-lineares. 



FIG, 9.7,5 Gráficos de u em função de t para as trajetórias na Fig. 9.7.4. 




FIG. 9.7.7 Gráfico de u em função de r para a trajetória que vai para fora na Fig. 9,7,6. 
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Problemas 


Nos problemas de 1 a 6. um sistema autônomo está expresso em 
coordenadas polares. Determine todas as soluções periódicas, todos 
os eidos-limite e suas características de estabilidade. 

I- drfdt — r 2 { 1 — r 2 ). dÓ/dt — 1 

2. dr/dt = r(\ -r) 2 . dO/dí = -1 

3. dr/dt = rir - 1 )(r - 3). dê/dt = 1 

4. dr/dt = ríl - r)(r - 2), *»/df = -1 

5. dr/dt = sen?rr. r/íí/tf/ — I 

6. dr/rf/ = r|r - 2](r - 3)» = -1 

7,. Se x — r eos (f v = r sen mostre que yídx/dt) — jcCdy/dr) — 
—r(d0/dr). 

8. (a) Mostre que o sistema 

ri.v/í/f = -y + jc/ (r)/ h dy/dt = £ + y/(r)/ r 

tem soluções periódicas correspondentes aos zeros áefir). Qual 
o sentido do movimento nas trajetórias fechadas no plano de fase? 
fb) Seja fír) = rir — 2f{r — 4r + 3). Determine todas as solu¬ 
ções periódicas e suas características de estabilidade. 

9. Determine as soluções periódicas, se existirem, do sistema 


d± 

dt 


= v + 


/UT? 


= (.v" + jr — 2). 


dy 

dt 


= -* + 


y/x 2 4- V 2 


- { x l + y £ — 2 ), 


1 0. Usando o Teorema 9.7.2. mostre que o sistema autônomo linear 
dx/át = fitjjJT + a i2 y, dy/dt — a 2l x + a 22 y 

não tem solução periódica f diferente de x = 0 . v “ 0 ) se n JL -+- 
ü 22 # 0. 


16. 


Nos Problemas 11 e 12. mostre que o sistema dado não tem solu¬ 
ções periódicas não-con st antes, 

11 . dx/dl = x 4- y — a? — y~, dy/dt = — v+ 2 y H-Á+ y*'{% M \ 7 

12. dx/dt = -2.v — 3y — .vy : . dy/dt = v -b x* — x 2 x 

13. Prove o Teorema 9.7.2 completando o argumento a seguir. De 
acordo com o teorema de Green no plano, se C for uma curva fe¬ 
chada simples sufi ciente mente suave, e se F e G sào funções con¬ 
tínuas com derivadas parciais de primeira ordem contínuas, então 

I [F(-v, v) dy - Gu\ y) r/.v] = j j [FJx. y) + G v (a\ y)] d A . 


ía) Escreva a equação de Rayleigh como um sistema de duas 
equações de primeira ordem. 

(b) Mostre que a origem c o único ponto critico desse sistema. 
Determine seu tipo e se é estável ou instável. 

(c) Seja /a — 1. Escolha condições iniciais c calcule a solução 
correspondente para o sistema em um intervalo como 0 ^ ^ 
20. ou maior. Faça o gráfico de u em função de t e faça. tam¬ 
bém. o gráfico da trajetória no plano de fase. Observe que a 
trajetória tende a uma curva fechada (um ciclo-1 imite). Estime 
a amplitude A e o período T do cicIo-Umite* 

(d) Repita o item (c) para outros valores de fx, como ji = 
0.2; 0.5; 2 c 5, Em cada caso, estime a amplitude/! e 0 perío¬ 
do T. 

íe) Descreva como o ciclo-limite muda quando /i aumenta. Por 
exemplo, faça urna tabela e/ou um gráfico de ,4 e Tem função de jx. 
Considere o sistema de equações 

x = fJ-X -Fy - x\x 2 4- y 2 ). y '=-x +M 3 '-yU 2 +y 2 ), (i) 

onde jx é um parâmetro. Observe que esse sistema é o mesmo 
que o no Exemplo 1 : exceto pelo parâmetro fx. 

(a) Mostre que a origem é o único ponto crítico. 

(b) Encontre 0 sistema linear que aproxima as Eqs, (í) perto da 
origem e acho seus autovalores. Determine o tipo e estabilida¬ 
de do ponto crítico na origem. Como essa classificação depen¬ 
de de /f ? 

(c) Olhando o Exemplo 1 se necessário, reescreva as Eqs, (i) 
em coordenadas polares. 

(d) Mostre que. quando fx > 0. existe uma solução periódica r 
= x pi. Resolvendo o sistema encontrado no item fc). ou fa¬ 
zendo o gráfico de soluções calculadas numericamente, conclua 
que essa solução periódica atrai todas as outras soluções não- 
nulas, O bs.: Quando o parâmetro fx aumenta e passa pelo valor 
zero, o ponto crítico na origem, anteriormente as si ntotic amen¬ 
te estável, perde sua estabilidade e. simultaneamente, aparece 
uma nova solução as sintaticamente estável {0 ciclo-limite). 
Logo o ponto fx = 0 é um ponto de bifurcação: esse tipo de 
bifurcação é chamado de bifurcação de HopF. 31 

Existem determinadas reações químicas nas quais as concen¬ 
trações constituintes oscilam periodicamente ao longo do tem¬ 
po* O sistema 

x 1 = 1 — {b -b l)x -bx 2 y/4 T y f = bx —x 2 y /4 

é um caso particular de um modelo, conhecido como o Bms- 
selator. desse tipo de reação. Suponha que b é um parâmetro 
positivo e considere soluções no primeiro quadrante do plano 


onde C é percorrida no sentido trigonométrico e R é a região 
limitada por C. Suponha que x — t/áí), y = éit) ê uma solução 
do sistema (15) que é periódica com período T, Seja C a curva 
fechada dada por x = ó(f), y = tp(t} para 0 ^ t ^ 71 Mostre 
que. para essa curva, a integral de linha é zero. Depois, mostre 
que a conclusão do Teorema 9.7.2 tem que seguir. 

£ 14. (a) Examinando os gráficos de u em função de t nas Figs. 9.7.3* 

9.7.5 e 9.7.7, estime o período T do oscilador de vau der Pol 
nesses casos. 

(b) Calcule e faça 0 gráfico das soluções da equação de van der 
Pol para outros valores do parâmetro jx. Estime o período T 
também nesses casos, 

(c) Faça o gráfico dos valores estimados de T em função de jx. 
Descreva como T depende de /r. 

él 15, A equação 

u “ ^(1 — -b ff = 0 

c chamada, muitas vezes* de equação de Rayleigh* 1 " 


ía) Mostre que 0 único ponto crítico é ( L 4b), 

(b) Encontre os autovalores do sistema linear correspondente 
no ponto crítico, 

(c) Classifique o ponto crítico em relação a tipo e estabilidade. 
Como a classificação depende de bl 

íd) Quando h aumenta e passa por um determinado valor ò L)T o 
ponto crítico muda de assintoticamente estável para instável. 
Qual o valor de b 0 ? 

(e) Faça o gráfico de trajetórias no plano de fase para valores 
de b ligeiraniente menores e lígeíramente maiores do que /y,. 
Observe 0 ciclo-límíte quando b > b Q : 0 Bmsselator tem um 
ponto de bifurcação de Hopf em b Q . 
íf) Faça o gráfico de trajetórias para diversos valores de b > 
e observe como o cicio-ümite deforma quando b aumenta. 

18, G sistema 

-í' = 3(.r +y - {.t 3 - k), y = - 5 U+ 0 . 8 v - 0.7) 


lü John William Sltull i IS42-l9l9f. terceim Lord Rayleigh, fez. contribuições notáveis em 
diversos áreas da física matemática. Fora os cinco unos que esíeve como professor em 
Cambridge na cátedra Cavendish, trabalhou, basicamente, em seu laboratório particular em 
easa. Ganhou o prêmio Kobel em 1904 pela descoberta do argómo. 


Eberhard Hopf i 1902-1983) nasceu na Áustria e estudou na Universidade de Berlim* mas 
passou a maior parte de sua vida nos Estados Unidos, principal mente na Universidade de 
Indiana. As bifurcações de Hopf receberam esse nome em homenagem ao tratamento rigo¬ 
roso que deu a elas em um artigo de 1942, 
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é um caso particular das equações de Fitzhugh-Nagumo L: , que 
modelam a transmissão de impulsos neurais ao longo de um 
axônio, O parâmetro k corresponde ao estímulo externo. 

(a) Mostre que o sistema tem um ponto crítico qualquer que seja 
o valor de k. 

(b) Encontre o ponto crítico para k — 0 e mostre que é um pon¬ 
to espiral as sinteticamente estável. Repita a análise para k = 
0.5 e mostre que o ponto crítico agora é um ponto espiral instá¬ 
vel. Desenhe um retrato de fase para o sistema em cada caso. 

(c) Encontre o valor ^ onde o ponto crítico muda de assíntoti- 
camente estável para instável. Encontre o ponto crítico e dese¬ 
nhe um retrato de fase para o sistema para k — k iy 

(d) Para k>k fí o sistema apresenta um ciclodimite assimotica- 
mente estável: o sistema tem uma bifurcação de Hopf em Jt 0 . 
Desenhe um retrato de fase para k ~ 0,4; 0,5 e 0,6: observe que 
o eiclo-l imite não é pequeno quando k está perto de k (r Faça, 
também, o gráfico de x em função de i e estime o período T em 
cada caso, 

(e) Quando k aumenta mais, existe um valor k l no qual o ponto 
crítico se torna, novamente, assintoticamente estável e o ciclo- 
1 imite desaparece. Encontre k r 


9.8 Caos e Atratores Estranhos: 

As Equações de Lorenz 

Em principio, os métodos descritos neste capítulo para siste¬ 
mas autônomos de segunda ordem também podem sor aplica¬ 
dos para sistemas de ordem maior, Na prática, aparecem diver¬ 
sas dificuldades quando tentamos fazer isso. Um problema é 
que existe um número maior de casos que podem ocorrer e esse 
número cresce com a ordem do sistema (e a dimensão do espa¬ 
ço de fase). Outro problema é a dificuldade em se fazer gráfi¬ 
cos de trajetórias de maneira precisa em um espaço de fase com 
dimensão maior do que dois; mesmo em três dimensões, pode 
nao ser fácil construir um gráfico claro e compreensível das 
trajetórias, e isso torna-se mais difícil quando o número de 
variáveis aumenta. Finalmente, e isso só se tomou claro nos 
últimos anos. existem fenômenos diferentes e muito comple¬ 
xos que podem ocorrer, e o fazem com frequência, em sistemas 
de terceira ordem ou maior, que não ocorrem em sistemas de 
segunda ordem. Nosso objetivo, nesta seção, é dar uma breve 
introdução a alguns desses fenômenos, discutindo um sistema 
autônomo particular de terceira ordem que tem sido estudado 
íntensamente em anos recentes. Em alguns aspectos, a apresen¬ 
tação aqui é semelhante ao tratamento da equação de diferença 
logística na Seção 2,9. 

Um problema importante em meteorologia e em outras apli¬ 
cações de dinâmica dos fluidos trata do movimento de uma ca¬ 
mada de fluido, como a atmosfera da Terra, que é mais quente 
embaixo do que em cima; veja a Fig, 9.8.1, Se a diferença de 
temperatura vertical AT é pequena, então existe uma variação 
linear com a altitude, mas não um movimento significativo da 
camada de fluido. No entanto, se ATc suficientemente grande, 
então o ar quente sobe. deslocando o ar frio que está sobre ele, o 
que resulta em um movimento regular que se propaga. Se as di¬ 
ferenças de temperatura aumentam ainda mais, então, finalmen- 
te, o fluxo regular em propagação transforma-se em um movi¬ 
mento mais complexo e turbulento. 


i: Richard Fitzhugh 11922- t do Sen 1 iço de Saúde Pública dos Estados Unidos e Jin-khi 
Nagumo í 1926-1999) da Universidade de Tóquio propuseram, independente mente, Utna sim¬ 
plificação do modelo de Hodgkin-Huxtey de transmissão neural em tomo de 1961 


Mais frio 

o o o 

Mais quente 



\ Diferença de 
J temperatura A T 


FIG, 9,8,1 Uma camada de fluído aquecida por baixo. 


Ao investigar esse fenômeno, Edward N. Lorenz 13 foi levado 
(por um processo muito complicado para ser descrito aqui) ao 
sistema não-linear autônomo de terceira ordem 

dx/dt — cr (—x + y), 

dy/d! — rx — y — xz< (I) 

dz/dt = —bz + vv. 

As £qs, (1) são chamadas, geralmente, de equações de Lorenz. 14 
Observe que a segunda e a terceira equações contêm termos não- 
lineares quadráticos, No entanto, exceto por ser um sistema de 
terceira ordem, as equações de Lorenz parecem, superfieiaJraen- 
te. não mais complicadas do que as equações para duas espécies 
ern competição, ou predador-presa, díscuiidas nas Seções 9.4 e 9.5. 
A variável x nas Eqs. (1,} está relacionada à imensidade do movi¬ 
mento do fluido, enquanto as variáveis v e z estão relacionadas às 
variações de temperatura nas direções horizontal c vertical. As 
equações de Lorenz envolvem, também, três parâmetros cr, r e h> 
todos reais e positivos. Os parâmetros ac b dependem do materi¬ 
al e das propriedades geométricas da camada de fluido, Para a at¬ 
mosfera da Terra, valores razoáveis para esses parâmetros são a 
= 10 e b — 8/3; atribuiremos esses valores na maior parte do que 
segue, nesta seção, O parâmetro r, por outro lado, é proporcional 
à diferença de temperatura A Te nosso objetivo é investigar como 
a natureza das soluções das Eqs. (1) variam com r. 

O primeiro passo para se analisar as equações de Lorenz é 
localizar os pontos críticos, resolvendo o sistema algébrico 

ax — ay — 0 , 

rx - y — xz = 0, (2) 

-bz + xy = 0 , 

Da primeira equação, temos y = x. Então, eliminando y da se¬ 
gunda e terceira equações, obtemos 

x(r-\-z)=Q* (3) 

—bz + x 2 — 0. (4) 

Um modo de satisfazer a Eq. (3) é escolherx = 0. Segue, então, 
que .v - Oe, daEq. (4). que z = 0. Podemos, também, satisfazer a 
Eq. (3) escolhendo z~ r— 1. Então, para que a Eq. (4) seja váli¬ 
da, temos que ter x = ±^h(r — 1) e, então, v = ±^b(r — 1) tam¬ 
bém. Observe que essas expressões paia x e v só são reais quando 
r 5 : 1 . Logo. (0.0,0), que denotaremos por é um ponto crítico 


1 ■ E J ward N - Lorenz (1917- j, um meteòiologista americano. t ecebep Seu Ph.D. do Institu¬ 
to de Tecnologia de Massachusetts em 194S e ficou associado a essa instituição no longo de 
sua carreira. As equações de Lorenz foram estudadas por ele. pela primeira vez, em um ar¬ 
tigo famoso, publicado em 1963. que trata va da estabilidade de fluxos de fluidos na atmos¬ 
fera. 

:i O livro de Sparrow. listado nas referências ao final deste capitulo, contém um tratamento 
bastante completo das equações de Lorenz, 
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para lodos os valores de r e é o único ponto crítico para r < 1. No 
entanto. quando r > 1, existem outros pontos críticos, a saber. 

tv b{r - t). \b(r - 1). r — 1) e {~^b(r - 1), ~-Jb(r — 1), r - 1). 
Vamos denotar esses dois pontos porP : e respectivamente. Note 
que todos os três pontos críticos coincidem quando r = 1. Quan¬ 
do r aumenta* passando por I. o ponto crítico P, na origem bifur¬ 
ca e os pontos críticos P 2 e P ? aparecem. 

Vamos determinar, agora, o comportamento local das solu¬ 
ções cm uma vizinhança de cada ponto crítico. Embora a maior 
parte da análise a ser feiLa funcione para valores arbitrários de cr 
e h. vamos simplificar nosso trabalho usando os valores tr= 10 
e b — 8/3, Perto da origem (do ponto crítico PJ, a aproximação 
linear é 



Os autovalores são determinados da equação 

-1Ü-À 10 0 

r — 1 - À 0 

0 0 —8/3 — X 


(5) 


( 6 ) 


= —(8/3 + X)[X 2 -fia- 10(r - 1)] = 0. 

Logo, 

-ll-V81+40r 


-11 +V81+40r 
2 

Note que todos os três autovalores são negativos para r < 1: por 
exemplo, quando r = 1/2 T os autovalores são À, = —8/3. À : = 
— 10.52494 e At = —0,47506. Portanto* a origem é assintotica- 
mente estável para r nesse intervalo, tanto para a aproximação 
linear (5)* quanto para o sistema original (1). No entanto, À ; muda 
de sinal quando r = 1 e é positivo quando r > 1.0 valor r = 1 
corresponde ao início da propagação do fluxo no problema tísi¬ 
co descrito anteriormente. À origem é instável para r > I: todas 
as soluções começando perto da origem tendem a crescer* exce¬ 
to as que pertencem ao plano determinado pelos auto vetores as¬ 
sociados a À, e \ 2 [ou. para o sistema não-linear (1)* em uma 
determinada superfície tangente a esse plano na origem]* 
Vamos considerar, agora* a vizinhança do ponto crítico 

P(ç'8(r — lj/3, A 8ír — l)/3, r — LJpara r > 1. Se u, ve w são as 
perturbações do ponto crítico nas direções dos eixos de a, y e c- 
respectivamente. então o sistema linear aproximado é 




-10 10 

l -1 

*/8(/-T)/3 >/8(r-l)/3 


0 \í li \ 

— y8(r —1)/3 ] í v ■ (8) 
-8/3 J\wJ 


Os autovalores da matriz de coeficientes da Eq. (8) são determi¬ 
nados pela equação 

3à 3 + 41Â' + 8(r + 10)A + 160 (r - 1) = 0. (9) 

que é obtida através de cálculos algébricos diretos* que omiti¬ 
mos aqui. Às soluções da Eq. (9) dependem de r da seguinte 
maneira: 


Para 1 < r < r, =* 1*3456. existem três autovalores reais ne¬ 
gativos. 

Para r, < r < ** 24,737. existe um autovalor real negativo 

e dois autovalores complexos com parte real negativa. 

Para r 2 < t\ existe um autovalor real negativo e dois autova¬ 
lores complexos com parte real positiva. 

Os mesmos resultados são obtidos para o ponto crítico P y 
Logo. existem diversas situações diferentes, 

Para 0 < r < Lo único ponto crítico éP, e ele é assintotica- 
mente estável. Todas as soluções tendem a esse ponto (a origem ) 
quando / —> 

Para 1 < r < r,* os pontos críticos P 2 e P y são assintoticamente 
estáveis e Pr é instável. Todas as soluções próximas tendem a 
um dos pontos P 2 e P ? exponencial mente. 

Para < r < r 2 * os pontos críticos P 2 e são assintotica¬ 
mente estáveis e Pj é instável. Todas as soluções próximas ten¬ 
dem a um dos pontos P 2 e P 3 ; a maior parte delas tem forma de 
espiral entrando no ponto crítico. 

Para r 2 < r, todos os três pontos críticos são instáveis. A maior 
parte das soluções próximas de P 2 ou P 3 tem forma espiral e se 
afasta do ponto crítico. 

No entanto* esse não é o final da história. Vamos considerar 
soluções para r um pouco maior do que r 2 . Nesse caso P } tem 
um autovalor positivo e cada um dos pontos P 2 e P ? tem autova¬ 
lor complexo com parte real positiva* Uma trajetória só pode 
tendera um dos pontos críticos para caminhos altamente restri¬ 
tivos. O menor desvio desses caminhas faz com que a trajetória 
se afaste do ponto crítico. Como nenhum dos pontos críticos é 
estável* poderiamos esperar que a maior parte das trajetórias ten¬ 
desse a infinito para t muito grande. Entretanto* pode-se mostrar 
que todas as soluções permanecem limitadas quando veja 
o Problema 5* De fato, pode-se mostrar que todas as soluções 
acabam tendendo a um certo conjunto-1 imite de pontos com vo¬ 
lume nulo* Aliás* isso não é válido só para r > r ; , mas para to¬ 
dos os valores positivos de r. 

A Fig. 9.8.2 mostra um gráfico de valores calculados de a em 
função de / para uma solução típica com r > r 2 . Note que a solu¬ 
ção oscila entre valores positivos e negativos de um modo um 
tanto errático* De fato. o gráfico de x em função de i parece com 
uma vibração aleatória, embora as equações de Lorenz sejam 
inteiramente determmísticas e a solução esteja completamente 
determinada pelas condições iniciais. De qualquer modo, a so¬ 
lução exibe, também* uma certa regularidade * no sentido em que 
a frequência e a amplitude permanecem, essencial mente, cons¬ 
tantes no tempo. 

As soluções das equações de Lorenz são. também, extrema¬ 
mente sensíveis a perturbações nas condições iniciais* A Fig, 
9.8.3 mostra os gráficos dos valores calculados de x em função 
de t para duas soluções com condições iniciais (5* 5* 5) e (5.01: 
5: 5), O gráfico pontilhado é o mesmo que o da Fig. 9.8,2. en¬ 
quanto o gráfico sólido começa em um ponto próximo* As duas 
soluções permanecem próximas até t chegar perto de 10. quan¬ 
do elas se tomam bem diferentes e, de fato, parecem não ter re¬ 
lação entre si. Foi essa propriedade que atraiu a atenção de Lo¬ 
renz em seu estudo original dessas equações e fez com que ele 
concluísse que predições de tempo a longo prazo são* provavel¬ 
mente * i mposs íve i s, 

O conjunto atrator nesse caso. embora de volume nulo, tem 
uma estrutura bastante complicada e é chamado de atrator es¬ 
tranho. Q termo caótico tem sido usado, em geral, para descre¬ 
ver soluções como as ilustradas nas Figs. 9.8,2 e 9.8.3. 
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FIG. 9.8.2 Um gráfico de x em função de t para as equações de Lorenz (I) com r = 28; 0 ponto inicial é (5, 5, 5). 



FIG. 9.8.3 Gráficos de x em função de / para duas soluções próximas das equações de Lorenz com r — 2$; o pontd inicial para a curva pontilhada 
é (5, 5. 5) e para a curva sólida é (5.01.5. 5). 


Para determinar como e por que o atrator estranho é criado, 
pode ajudar a investigar soluções para valores menores dc r. Para 
r — 2 L a Fig, 9.8,4 mostra soluções que começam próximas de 
três pontos iniciais diferentes, Para o ponto inicial (3, 8, 0), a 
solução começa a convergir para o ponto P } quase que imediata¬ 
mente: veja a Fig, 9.8,4a. Para o segundo ponto inicial (5,5,5), 
existe um intervalo razoavelmente curto de comportamento tran¬ 
siente, depois do qual a solução converge para P 2 ; veja a Fig. 
9.8.4/?, No entanto, como mostra a Fig. 9.8.4c, para o terceiro 
ponto inicial (5, 5. 10), existe um intervalo muito mais longo de 
comportamento transiente caótico, antes de a solução acabar con¬ 
vergindo para P 2 . Quando r aumenta, a duração do comportamen¬ 
to caótico transiente também aumenta. Quando r = r 3 — 24,06, 
o comportamento caótico transiente parece durar indefinidamente 
e aparece o atrator estranho. 

Pode-se mostrar, também, as trajetórias das equações de Lorenz 
no espaço de fase tridimensional ou, pelo menos, projeções delas em 
diversos planos. As Figs. 9.8.5 e 9.8.6 mostram projeções nos planos 
xyexz, respectivamente, da trajetória começando em (5, 5,5). Obser¬ 
ve que os gráficos nessas figuras parecem se cruzar repetidamente, 
mas isso não pode ser verdade para as trajetórias no espaço tridimen¬ 
sional, devido ao teorema geral de unicidade, Esses cruzamentos apa¬ 
rentes são devidos ao caráter bidimensional das figuras. 

A sensibilidade das soluções a perturbações nos dados iniciais 
tem implicações, também, para cálculos numéricos, como os apre¬ 


sentados aqui. Tamanhos de passos diferentes, algoritmos numéri¬ 
cos diferentes ou mesmo a execução do mesmo algoritmo em má¬ 
quinas diferentes vão introduzir pequenas diferenças na solução 
calculada numericamente, o que acaba levando a grandes desvios. 
Por exemplo, a seqüência exata de laços negativos e positivos na 
solução calculada numericamente depende fortemente do algoriUno 
numérico escolhido e de sua implementação, além das condições 
iniciais, No entanto, a aparência geral da solução e a estrutura do 
conjunto atrator são independentes de todos esses fatores. 

Soluções das equações de Lorenz para outros intervalos do 
parâmetro exibem outros tipos imeressantes de comportamento. 
Por exemplo, para determinados valores de r maiores do que r 3 , 
o comportamento caótico intermitente separa intervalos longos 
de oscilação periódica aparentemente regular, Para outros inter¬ 
valos de r, as soluções mostram a propriedade de dobro de perí¬ 
odo que vimos na Seção 2,9 para a equação de diferença logística. 
Algumas dessas características aparecem nos problemas. 

Desde 1975, as equações de Lorenz e outros sistemas autô¬ 
nomos de ordem mais alta têm sido estudados intensamente, e 
essa é uma das áreas mais ativas da pesquisa matemática atual. 
O comportamento caótico de soluções parece ser muito mais co¬ 
mum do que se suspeitava anteriormente e muitas perguntas per¬ 
manecem sem resposta. Algumas delas são de natureza matemá¬ 
tica, enquanto outras estão relacionadas a aplicações físicas ou 
interpretação de soluções. 
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Problemas 

Os problemas de l a 3 pedem para você preencher alguns detalhes 
da análise das equações de Lorenz feitas no texto» 

1 , (a) Mostre que os autovalores do sistema linear (5), válidos perto 
da origem, são dados pela Eq, (7). 

(b) Determine os auto vetores correspondentes» 

(c) Determine os autovalores e autovetores do sistema (5) quan¬ 
do r — 28. 

$ 2. (a) Mostre que a aproximação linear perto do ponto critico P 2 é 

dada pela Eq. (8). 

(b) Mostre que os autovalores do sistema (8) satisfazem a Eq. (91 

(c) Para r — 28, resolva a Eq. ( 9) e determine, assim, os auto¬ 
valores do sistema (8). 

; 3, (a) Resolvendo a Eq. (9) numericamente, mostre que a pane real 

das raízes complexas muda de sinal quando r «= 24,737. 

(b) M osir e que um polinómio de grau três d a forma x y + Ar + 9 H 
Bx + C tem uma raiz real e duas raízes imaginárias puras só se 
AB - C. 

(c) Aplicando o resultado do item (b) à Eq. (9). mostre que a 
parte real das raízes complexas muda de sinal quando r = 470/ 

19. 

4. Use a função de Liapunov V(x, y, z) = x 2 + oy 2 + <tT~ para 
mostrar que a origem é um ponto critico global assintoticamente 
estável para as equações de Lorenz (1) se r < 1. 

5. Considere o elipsóide 

V(x, v. z) = rx 2 + ay 2 + a(z - 2r) 2 = c > 0, 

(a) Calcule dVidt ao longo das trajetórias das equações de Lo¬ 
renz (1), 

(b) Determine uma condição suficiente sobre c para que toda 
trajetória cruzando V(.y, v, z) = c esteja orientada para dentro. 

(O Calcule a condição encontrada no item (b) no caso em que 
cr = 10, b — 8/3. r — 28. 

Nos problemas de 6 a 10. faça as investigações pedidas sobre as 
equações de Lorenz» 

6 » Para r = 28» faça o gráfico de x em (unção de r para os casos 
ilustrados nas Figs, 9.8,2 e 9,8,3» Seus gráficos são iguais aos 


das figuras ? Lembre-se da discussão sobre cálculos numéricos 
no texto. 

éi 7. Para r = 28, faça as projeções nos planos xy e respectiva- 
mente, da trajetória que começa no ponto (5,5.5). Os gráficos 
sao iguais aos das Figs, 9.8.5 e 9,8.67 
$ 8. (a) Para r = 21, faça os gráficos de .v em função de í para as 

soluções com pontos iniciais (3,8,0), (5,5.5) e (5* 5,10). Use 
um intervalo para i de, pelo menos, 0 ^ r ^ 30. Compare seus 
gráficos com os da Fig, 9»8»4» 

(b) Repita os cálculos dapaite (a) parar = 22, r = 23 e r = 24. 
Aumente o intervalo para / o quanto for necessário para que você 
possa determinar quando cada solução começa a convergir para 
um dos pontos críticos» Registre a duração aproximada do es¬ 
tado transiente caótico em cada caso. Descrev a como essa quan¬ 
tidade depende de \\ 

(c) Repita os cálculos feitos nos itens (a) e (b) para valores de r 
ligeiramente maiores do que 24. Tente estimar o valor de r para 
o qual a duração do estado transiente caótico tende a infinito. 
Em determinados intervalos para r. as equações de Lorenz exi¬ 
bem uma propriedade de dobrar o período semelhante ao que 
ocorre na equação de diferença logística discutida na Seção 2.9. 
Cálculos cuidadosos podem revelar esse fenômeno, 
ía) Um intervalo onde o período dobra inclui o valor r— 100. 
Seja r = 100 e faça o gráfico da trajetória que começa em (5,5. 
5) ou cm outro ponto inicial dc sua escolha, A solução parece 
ser periódica? De que período? 

(b) Repita os cálculos do item (a) para valores ligeírameme 
menores de r, Quando r — 99,98, você pode ser capaz dc ob¬ 
servar que o período da solução dobra. Tente observar esse re¬ 
sultado fazendo cálculos para valores próximos de r. 

(c) Quando r diminui mais, o período da solução dobra repeti¬ 
damente, O próximo valor de r para o qual o período dobra c 
em tomo de r - 99,629. Tente observar isso traçando trajetóri¬ 
as para valores próximos de r, 

éi 10. Considere, agora, valores de r ligeiramente maiores do que os 
no Problema 9. 

(a) Faça o gráfico de trajetórias das equações de Lorenz para 
valores de r entre 100 e 100,78, Você deveria observar uma 
solução periódica regular para esse intervalo de valores de t\ 

(b) Faça o gráfico de trajetórias das equações de Lorenz para 
valores de r entre 100,78 e í 00,8. Determine, o melhor que 
puder, como e quando a trajetória periódica deixa de existir. 
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CAPITULO 


Equações Diferenciais Parciais 
e Séries de Fourier 


Em muitos problemas físicos importantes* existem duas ou mais 
variáveis independentes* de modo que o modelo matemático 
correspondente envolve equações diferenciais parciais, em vez 
de ordinárias. Este capítulo trata de um método importante para 
se resolver equações diferenciais parciais, conhecido como méto¬ 
do de separação de variáveis* Sua característica essencial é a subs- 
Lituição da equação diferencial parcial por um conjunto de equa¬ 
ções diferenciais ordinárias* que têm que ser resolvidas sujeitas a 
condições iniciais ou de contorno. A primeira seção deste capítu¬ 
lo trata de algumas propriedades básicas de problemas de valores 
de contorno para equações diferenciais ordinárias, A solução de¬ 
sejada da equação diferencial parcial é expressa, então, como uma 
soma, uma série infinita, em geral, formada por soluções das equa¬ 
ções diferenciais ordinárias. Em muitos casos, acabaremos tendo 
que lidar com uma série em senos e/ou co-senos. de modo que 
parte deste capítulo é dedicada a uma discussão de tais séries, 
conhecidas como séries de Fourier. Após o estudo da base mate¬ 
mática necessária, ilustramos, então, o uso do método de sepa¬ 
ração de variáveis em diversos problemas ligados à condução de 
calor, à propagação de ondas e à teoria do potencial. 

10.1 Problemas de Valores de Contorno 
para Fronteiras com Dois Pontos 

Até agora, neste livro, tratamos de problemas de valores iniciais 
que consistem em uma equação diferencial junto com condições 
iniciais apropriadas em um ponto dado. Um exemplo típico, bas¬ 
tante discutido no Cap, 3, é a equação diferencial 

y" + p(f)y' + qU)y — g(t), (i) 

com as condições iniciais 

?(f 0 ) = >0- /('q) = y f o- (2) 

Aplicações físicas levam, muitas vezes, a um outro tipo de pro¬ 
blema, no qual o valor da variável dependente y ou de sua deriva¬ 


da é especificado em dois pontos diferentes. Tais condições são 
chamadas condições de contorno, para distingui-las das condi¬ 
ções iniciais que especificam os valores de y e de y ! no mesmo 
ponto. Uma equação diferencial e uma condição dc contorno 
apropriada formam um problema de valores de contorno com 
dois pontos. Um exemplo típico é a equação diferencial 

y" + p{x)y' + q(x)y — g(x) (3) 

com as condições de contorno 

?(«*) = y 0 , yG8) = y r (4) 

A ocorrência natural de problemas de contorno envolve, em ge¬ 
ral, uma coordenada espacial como variável independente, de 
modo que usamos x em vez de t nas Eqs. (3) e (4), Para resolver 
o problema de valores de contorno (3 ), (4), precisamos encon¬ 
trar uma função y = <iAx) que satisfaz a equação diferencial (3) 
no intervalo a < x < /3 e que tem os valores especificados y 0 e 
y„ nos extremos do intervalo. Em geral, procuramos, primeiro* 
a solução geral da equação diferencial e depois usamos as con¬ 
dições de contorno para determinar os valores das constantes 
arbitrárias. 

Problemas de valores de contorno também podem ser postos 
para equações não-lineares* mas vamos nos restringir a uma con¬ 
sideração apenas de equações lineares* Uma classificação impor¬ 
tante de problemas de contorno lineares é se são homogêneos ou 
não. Se a função g tem valor nulo para todo x e se os valores y {) e 
y , também são nulos, então o problema (3), (4) é dito homogê¬ 
neo, Caso contrário, o problema é não-hoinogêneo. 

Embora os problemas de valor inicial (1), (2) e de contorno 
(3), (4) possam parecer, superficial mente, bem semelhantes* suas 
soluções diferem sob aspectos importantes* Os problemas de 
valor inicial, sob condições relativamente fracas, têm, certamcnte, 
uma única solução. Por outro lado. problemas de contorno sob 
condições semelhantes podem ter uma única solução, mas po- 
dem, também, não ter solução ou, em alguns casos, ter uma infi¬ 
nidade de soluções* Sob esse aspecto, problemas de contorno 
lineares se assemelham a equações algébricas lineares. 
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Vamos lembrar alguns fatos (veja a Seção 7,3) sobre o siste¬ 
ma 

Ax = b . (5) 

onde A é uma matriz dada n X /j, b é um vetor dado n X 1 e x ê 
um vetor n X Ia ser determinado- Se A for invertível, então o 
sistema (5) tem uma única solução para qualquer b. Se A for sin¬ 
gular, então o sistema (5) não tem solução, a não ser que b satis¬ 
faça uma determinada condição adicional, caso em que o siste¬ 
ma tem uma infinidade de soluções. Vamos considerar, agora, o 
si stem a h o m ogê n e o corre s pon de n te 

Àx — 0, (6) 


Exemplo 1 

Resolva o problema de valores de contorno 

y" + 2 y = 0, y( 0) = 1, yfa) = 0. (7) 

A solução geral da equação diferencial (7) é 

y = c l cos Vlv + c 2 sen VI*. (8) 

Para que a primeira condição de contorno seja satisfeita, é preci¬ 
so que C] = 1. A segunda condição de contorno implica que c, 


obtido do sistema (5) quando b = 0. O sistema homogêneo (6) 
sempre tem a solução x = 0. Se A for invertíveL então essa é a 
única solução, mas, se À for singular, então existem uma infini¬ 
dade de soluções (não-nulas). Note que é impossível para o sis¬ 
tema homogêneo não ter solução. Esses resultados podem, tam¬ 
bém, ser enunciados do seguinte modo: o sistema não-homogê- 
neo (5) tem uma única solução se, e somente se, o sistema ho¬ 
mogêneo (6) só tem a solução x “ 0. e o sistema nao-homogê- 
neo (5) não tem solução ou tem uma infinidade de soluções se, e 
somente se, o sistema homogêneo (ó) tem soluções não-nulas. 

Vamos ver alguns exemplos de problemas de contorno linea¬ 
res que têm comportamento semelhante, Uma discussão mais 
geral sobre problemas de contorno lineares aparece no Cap. 11. 


cos \ 2t t + c 2 sen \ 2 tt = 0. de modo que c 2 ~ —cot \2tt = 
—0,2762. Logo. a solução do problema de valores de contorno 

Í7)é 

y — cos \flx — cot v 2 tt sen v"" 2x. (9) 

Esse exemplo ilustra o caso de um problema de valores de con¬ 
torno não-homogêneo com uma única solução. 


Exemplo 2 

Resolva o problema de valores de contorno 

y" + y = G* y(0)—1, (10) 

onde a 6 um número dado. 

A solução geral dessa equação diferencial é 

y = Cj cos x 3- c 2 sen x (11) 

e, da primeira condição de contorno, vemos que c t = LA se¬ 
gunda condição de contorno requer, agora, que — c, = a . Essas 


duas condições sobre c x são incompatíveis se a — 1, de modo 


Correspondendo ao problema de valores de contorno não- 
hoinogêneo (3), (4), existe um problema homogêneo, que con¬ 
siste na equação diferencial 

y* + p(x)y r + q(x)y = 0 (13) 

e nas condições de contorno 


Exemplo 3 

Resolva o problema de valores de contorno 

y" + 2y = 0, y( 0) = 0. y(;r) = 0. (15) 

A solução geral da equação diferencial é, novamente, dada 
pela Eq. (8), 

y = cos V2x + c 2 sen >/2 a\ 


que o problema não tem solução nesse caso, No entanto, se a — 
— 1, então ambas as condições de contorno são satisfeitas desde 
que c, = 1. independente do valor de c 2 . Nesse caso. existe uma 
infinidade de soluções, todas elas da forma 

y = cos x -\ c 2 sen x. (12) 

onde c ; permanece arbitrário, Esse exemplo ilustra o fato de que 
um problema de valores de contorno nâo-homogêneo pode não 
ter solução e. também, que. sob condições especiais, pode ter uma 
infinidade de soluções. 


y(a) = 0, y(fi) — 0. (14) 

Observe que esse problema tem solução y = 0 para todox, inde¬ 
pendente mente dos coeficientes p(x) e q{x) . Essa solução é cha¬ 
mada. muitas vezes, de solução trivial e. rara mente, é de interes¬ 
se. O que queremos saber, em geral, é se o problema tem outras 
soluções, não-nulas. Considere os dois exemplos a seguir. 


A primeira condição de contorno requer que c j = 0, e a segunda 
nos leva a c 2 sen V 2ir = 0, Como sen \ 2t - # 0, segue que c_ 
— 0. Em consequência, y = 0 para todo x é a única solução do 
problema (15), Esse exemplo ilustra o fato de que um problema 
de valores de contorno homogêneo pode ter somente a solução 
trivial v = 0. 
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Exemplo 4 

Resolva o problema de valores de contorno 

y ff + y ~ 0 , y(0) = 0 . j(tt) = 0. (16) 

A solução geral é dada pela Eq. (11), 

y = Cj cosa + c 2 sen a. 


Os exemplos de 1 a 4 ilustram (mas não provam* é claro) que 
a relação entre problemas de valores de contorno homogêneos e 
não-homogeneos é a mesma que existe entre sistemas algébri- 
eos lineares homogêneos e não-homogêneos* Um problema de 
valores de contorno não-homogêneo (Exemplo 1) tem uma úni¬ 
ca solução e o problema homogêneo correspondente (Exemplo 
3) só tem a solução trivial. Além disso, um problema não-homo- 
gêneo (Exemplo 2) não tem solução ou tem uma infinidade de 
soluções e o problema homogêneo correspondente ( Exemplo 4) 
tem soluções não-triviais. 

Problemas de Autovalores * Lembre que a equação matricial 

Ax; = Àx (17) 

foi discutida na Seção 7.3. A Eq. (17) tem solução x = 0 para 
todo valor de A, mas, para determinados valores de A, chamados 
autovalores, existem, também, soluções não-nulas, chamadas 
autovetores, A situação é semelhante para problemas de valores 
de contorno. 

Considere o problema que consiste na equação diferencial 

y + Av — 0, (18) 

junto com as condições de contorno 

y( 0) = 0, j0r) = 0. (19) 

Observe que o problema (18), (19) é igual aos problemas nos 
Exemplos 3e4seA = 2eÀ = 1, respectí vam ente* Lembrando 
dos resultados desses exemplos, notamos que, para À = 2. as Eqs. 

(18) , (19) têm apenas a solução trivial y “ 0. enquanto para À 
= l,o problema (18), (19) tem outras soluções, não-nulas* Es¬ 
tendendo a terminologia associada à Eq. (17), os valores de À 
para os quais existem soluções não-triviais do problema (18), 

(19) são chamados de autovalores e as soluções não-triviais 
são as autofunções. Enunciando os resultados dos Exemplos 
3 e 4 de outro modo, vimos que À = 1 é um autovalor do pro¬ 
blema (18). (19) e que A. = 2 não é. Além disso* qualquer múlti¬ 
plo não-nu!o de sen a é uma autofunção correspondente ao 
autovalor À = 1. 

Vamos considerar, agora, o problema de encontrar outros 
autovalores c autofunções do problema (18). (19). Vamos preci¬ 
sar considerar, separadamente, os casos À>0, À = 0eÀ<Q,já 
que a forma da solução da Eq. (18) é diferente em cada um des¬ 
ses casos. Suponha, primeiro, que À > 0. Para evitar o apareci¬ 
mento frequente de raizes quadradas, é conveniente fazer A — 
p 2 e escrever a Eq. (18) como 

y" + /i 2 y = 0. (20) 

O polinómio característico para a Eq. (20) é r + p 2 = 0, com 
raízes r = ±/yx, de modo que a solução geral é 

y — C] cos px + c 2 sen px, (21) 


e a primeira condição de contorno requer qu eq - 0. Como sen 
77 — 0. a segunda condição de conromo é satisfeita independen¬ 
te do valor de cv Logo, a solução do problema (16) é y = c 2 sen 
jt. onde c 2 permanece arbitrário. Esse exemplo ilustra que um 
problema de valores de contorno homogêneo pode ter uma infi¬ 
nidade de soluções. 


Note que p é diferente de zero (jã que A > 0) e não há perda de 
generalidade em supor que p é positivo. A primeira condição de 
contorno requer que c, = 0 e, então, a segunda se reduz a 

c 2 sen pjT — 0. (22) 

Estamos procurando soluções não-triviais, de modo que preci¬ 
samos que c 2 A 0* Em conseqüência, sen pir tem que ser zero e 
nossa tarefa é escolher tal que isso ocorra. Sabemos que a fun¬ 
ção seno tem valor zero em todos os múltiplos inteiros de tt, de 
modo que podemos escolher p como sendo qualquer inteiro (po¬ 
sitivo). Os valores correspondentes de A são os quadrados dos 
inteiros positivos, de modo que encontramos que 

Xj = 1. Á, - 4, À 3 = 9. k n = n 2 ,... (23) 

são autovalores do problema (18), (19). As autofunções sào da¬ 
das pela Eq, (21) com c ] = 0. de modo que são, simplesmente* 

os múltiplos da função sen ha para n = 1,2, 3.Observe que 

a constante c : na Eq, (21) nunca está determinada, de modo que 
as autofunções estão determinadas a menos de uma constante 
multiplicativa arbitrária [como os autovetores do problema ma¬ 
tricial (17)]. Vamos escolher, em geral, essa constante 
multiplicativa corno sendo 1 e escrever as autofunções como 

>'] (*) = sen a* y, í.v) = sen 2 a* ,.., y n (a) = sen nx., (24) 

lembrando que múltiplos dessas funções também são autofunções. 

Vamos supor, agora, que À < 0. Fazendo À = — p~. a Eq, (18) 
fica 

/' - p 2 y = 0. (25) 

A equação característica para a Eq. (25) é r — p 2 = 0, com ra¬ 
ízes r— ± p, de modo que a solução geral pode ser escrita como 

y — c, cosh px + c^senh px. (26) 

Escolhemos as funções hiperbólicas coshí px) e senhí ^Lv), em vez 
de exp(^Lv) e expí — /ía), como um conjunto fundamental de so¬ 
luções por conveniência no cálculo das condições de contorno. 
A primeira condição de contorno requer que c { = 0 e, então, a 
segunda nos dã c_ senh pir = 0. Como p =£■ 0* segue que senh p- 
^ 0 e, portanto. c : = 0. Logo* y = 0 e não existem soluções nao- 
triviais quando A < 0. Em outras palavras, o problema (18), (19) 
não tem autovalores negativos. 

Final mente, vamos considerar o caso À = 0. Então, a Eq. (18) 
fica 

y" = 0, (27) 

e sua solução geral é 

y — c T x -j- c 2 . (28) 

As condições de contorno (19) só podem ser satisfeitas se e ] = 0 
e c 2 — 0. logo só existe a solução trivial y = 0 também nesse caso* 
isto é. À = 0 não é um autovalor. 
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Resumindo nossos resultados: mostramos que o problema 
(13), (19) tem uma seqüência infinita de autovalores positivos 
À rt = n l para n = 1.2, 3, ... e que as autofunçoes correspon¬ 
dentes são proporcionais a sen nx. Além disso, não existem 
outros autovalores reais. Resta a possibilidade de autovalores 
complexos; lembre-se de que uma matriz com coeficientes re¬ 
ais pode muito bem ter autovalores complexos. No Problema 
(23), esboçamos um argumento que mostra que o problema 
particular (18), (19) não pode ter autovalores complexos. Mais 
adiante, na Seção 11.2, discutiremos uma classe importante de 
problemas de valores de contorno que inclui (18), (19). Uma 
das propriedades úteis dessa classe é que todos os autovalores 
são reais. 

Em seções mais adiante neste capítulo, vamos encontrar, 
muitas vezes, o problema 

/' + ky - 0, y( 0) = 0 t y{L) = 0, (29) 

cuja única diferença do problema (18), (19) é que a segunda 
condição de contorno é imposta em um ponto arbitrário x ~ L. 
em vez de x = tt. O processo de solução para A > 0 é exatamen¬ 
te o mesmo que antes até o passo onde se aplica a segunda con¬ 
dição de contorno. Para o problema (29), essa condição requer 
que 


14. 

v" + ky = 0, 

y(0) = 0. 

y'(jr) = 0 

15. 

y" + Av = 0. 

v'(0) = 0. 

y(;r) = 0 

16. 

v" 4- Av = 0, 

v'(Q) = 0. 

yV) =0 

17. 

v" + Xy 0, 

y'(0) = 0, 

y(L) = 0 

18. 

y" 4- Ay « 0, 

/(O) = 0. 

y'(L) = 0 

19. 

y" - Ay = 0. 

y(0) = 0. 

y'(L) = 0 

20. 

x 2 y ,f — xy } 4 Ay 

II 

O 

11 

p 

v 

2: 

ii 

P 

r* 

V 

21, 

O fluxo laminar axialmente simétrico de ura fluido incompres- 
sível viscoso ao longo de um cano com seção reta circular sob 


um gradiente de pressão axial constante é conhecido como flu¬ 
xo de Poiseuille 1 . A velocidade axial w e uma função só da 
variável radial r e satisfaz o problema de valores de contorno 


„ 1 G 

w" + - vv' = - —■ ,w(R) = 0, w(r) 
r M 

limitado para 0 < r < R, onde Ré o raio da seção reta do cano. 
G é o gradiente de pressão e pi é o coeficiente de viscosidade 
do fluido. 

(a) Encontre a velocidade axial wír), 

(b) Integrando w(r) sobre uma seção reta, mostre que a taxa de 
fluxo total Q ê dada por 

Q = 


c 2 sengiL = Q (30) 

em vez da Eq. (22), como no caso anterior. Logo. fiL tem que 
ser um múltiplo inteiro de 77 , de modo que jjl — nir/L, onde n é 
um inteiro positivo. Portanto, os autovalores e auto vetores do 
problema ( 29) são dados por 

À ír — ;z 2 jt 2 / L 2 , y rt (jc) — sen(nnx/L), « — 1.2,3, — (31) 

Como de hábito, as autofunçoes y n (x) estão dcLermínadas a me¬ 
nos de uma constante multiplicativa, Do mesmo modo que para 
o problema (18), (19), você pode mostrar que o problema (29) 
não tem autovalores ou autofunçoes fora os da Eq. (31). 

Os problemas desta seção exploram, de algum modo. o efei- 
Lo de condições de contorno diferentes sobre autovalores e auto- 
funções. Uma discussão mais sistemática de problema de valo¬ 
res de contorno com dois pontos aparece no Cap. 11. 


Problemas 

Nos problemas de j a 13, resolva o problema de valores de contorno 
dado ou mostre que não tem solução. 


1. 

rt 

y 

+ y — 

0, 

y (0) = 0, 

/(ff) = 1 

2. 

tt 

y 

+ 2y = 

= 0, 

,v'(0) = í, 

y'(n) =0 

3, 

tt 

y 

+ v = 

0, 

y (0) = 0, 

y(L) = 0 

4. 

tt 

y 

+ y = 

0, 

y'(0) = i, 

y(L) = 0 

5. 

tt 

y 

+ y = 

X, 

O 

II 

O 

y(n) = 0 

6. 

/ 

+ 2v = 

= x, 

y(0) = 0, 

y (jt ) = 0 

7. 

y" 

+ 4y = 

- cosx. 

y (0) = 

0, y(jt) = 0 

8. 

tt 

V 

+ 4y = 

= senx. 

y(0) = 

0. y(ír) = 0 

9. 

v" 

+ 4y = 

= cosx. 

y'(0) = 

O 

ff 

■ —- 

p*\ 

o' 

10. 

y" 

+ 3v = 

= cos.v. 

y'(0) = 

= 0. y'(ff) = 0 

11, 

.ry 

" - 7xy 

' + 2y = 

= 0 , y(l) = - 

■l.y(2)= 1 


12. x*y n + 3xy' + v = x 2 , v( 1) = 0, y(e) = 0 

13. xV + 5xy* 4- (4 H- 7T)y = Inx, y(l) = 0, y(e) = 0 

Nos problemas de 14 a 20, encontre os autovalores e autofunçoes 
do problema de valores de contorno dado. Suponha que todos os 
autovalores são reais. 


Como Q,R e G podem ser medidos, esse resultado fornece um 
modo prático de determinar a viscosidade 

(c) Suponha que R é reduzido a V 4 de seu valor original. Qual a 
redução correspondente para Q ? Esse resultado tem implica¬ 
ções para o fluxo de sangue através de artérias reduzidas pela 
presença de placas. 

22. Considere uma viga horizontal de metal com comprimento L 
sujeita a uma carga vertical fix) por unidade de comprimento. 
O deslocamento vertical resultante da vigay(x) satisfaz a equa¬ 
ção diferencia] 

d 4 v 

E! 7F = W> 

onde £ é o módulo de Young c I 6 o momento de inércia da 
seção reta cm torno de um eixo perpendicular ao plano xy con¬ 
tendo o centróide. Suponha que /tx)/£/ é uma constante k. Para 
cada uma das condições de contorno dadas a seguir, resolva para 
o deslocamento y{x) e faça o gráfico de y em função de x no 
caso em que L = I e k — — L 

(a) Apoiada nas duas extremidades: v(G) = y"(0) — v(£) - 
y”(L ) = 0. 

(b) Presa nas duas extremidades: y(0) - y'(G) = y[L) — y'(L) = 0. 

(c) Presa em x = 0, livre emjc = L v(0) - v'(0) — y”(L) - 
y t,r m - 0, 

23* Vamos esboçar, neste problema, uma demonstração de que os au¬ 
tovalores do problema de valores de contorno í 18), (19) são reais. 

(a) Escreva a solução da Eq, (18) como y = £,exp(//AV). + 
^exp(-rgtx), onde A - fx 2 , e imponha as condições de contorno 
(19). Mostre que existem soluções não-triviais se, e somente se, 

exp(í/ í.t) - exp(— ipiJi) — 0. (i) 

(b) Seja M - v + /tre use a relação de Euler exp()W| = cos( vtt) 
+ i sen(i^r) para determinar as partes real e imaginária da Eq. (i). 

(c) Considerando as equações encontradas no item (b), mostre 
que v é inteiro e que cr = (1 Em consequência, jx é real e A também. 


'Jean Lcuis Marie Poiseuille (t797-J869) foi um médico francês que também estudou ma¬ 
temática e ffsica, Ele se interessava particular mente pelo fluxo de sangue e publicou seu 
primeiro artigo sobre o assunto em 1840, 
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10.2 Séries de Fourier 


Mais adiante, ainda neste capítulo, você vai descobrir como re¬ 
solver muitos problemas importantes envolvendo equações di¬ 
ferenciais parciais, desde que possa expressar uma função dada 
como uma série infinita de senos e/ou co-seiios. Nesta e nas duas 
próximas seções, vamos explicar em detalhe como isso pode ser 
feito, Essas séries trigonométricas são chamadas séries de 
Fourier; 2 elas são análogas às séries de Taylor no sentido de que 
ambos os tipos de séries fornecem um modo de se expressar fun¬ 
ções bastante complicadas em lermos de certas funções elemen¬ 
tares familiares. 

Vamos começar com uma série da forma 


a 


o 


2 



mnx 

cos-- 

L 


+ K 


mjrx ^ 
~L~) m 


(D 


No conjunto de pontos onde a série (1) converge, ela define uma 
função / cujos valores em cada ponto x é a soma da série para 
aquele valor de x. Nesse caso. dizemos que a série (1) é a série 
dc Fourier de / Nossos objetivos imediatos são determinar que 
funções podem ser representadas como uma soma de uma série 
de Fourier e encontrar maneiras de calcular os coeficientes na 
série correspondente a uma função dada. O primeiro tenno na 
série (1) é escrito como aJ2, em vez de simplesmente a 0 , para 
simplificar uma fórmula para os coeficientes que deduziremos 
mais adiante. Além de sua associação ao método de separação 
de variáveis e às equações diferenciais parciais, as séries de Fou¬ 
rier são, também, úteis de muitas outras maneiras, como na aná¬ 
lise de sistemas mecânicos ou elétricos sob a ação de forças ex¬ 
ternas periódicas. 


Periodicidade das Funções Seno e Co-seno. Para discutir as 
séries de Fourier, é necessário desenvolver certas proprieda¬ 
des das Tunções trigonométricas sen (rmrx/L) e cos (imrx/L), 
onde m é um inteiro positivo, A primeira propriedade é seu 
caráter periódico. Uma função/é dita periódica com perío¬ 
do T > 0 se o domínio de/contém ,v 4- T sempre que contiver 
x e se 


f(x + T) = f(x) (2) 

para todo valor de A Fig. 10.2,1 mostra um exemplo de uma 
função periódica. Segue imediatamente da definição que, se T 
é um período de / então 2 T também o é como. de fato, qual¬ 
quer múltiplo inteiro de T, O menor valor de 7" para o qual a 
Eq, (2) é válida é chamado período fundamental de / Uma 
função constante é periódica com período arbitrário, mas não 
tem período fundamental. 

Se/e g são duas funções periódicas com período comum 
7) então seu produto fg e qualquer combinação linear c/ + 
c 2 g também sao periódicas com período T. Para provar essa 


: 0 nome séries de Fourier é era homenagem a Joseph Fourier. o primeiro a fazer uso siste¬ 
mático dessas séries, embora em uma investigação não compEeiamente rigorosa, em seus 
artigos de 1807 e (811 sobre a condução de calor. De acordo com Riemann, quando Fourier 
apresentou seu primeiro artigo na Academia de Paris cm 1807, dizendo que uma função 
arbitrária podia ser expressa como uma série da forma [ 1). o matemático Lagrange ficou tão 
surpreso que negou, categoricamente, que isso fosse possível. Embora a afirmação de Fou¬ 
rier seja forte demais, seus resultados inspiraram um fluxo de pesquisa importante que con¬ 
tinua até hoje. Veja os livros de Gtüttan-Guinness ou de Carslaw [introdução Histórica] para 
uma história detalhada das séries de Fourier. 



FIG, 10,2,1 Uma função periódica. 


última afirmação, seja F(x) = c/(x) + t\g(x); então, para 
qualquer x, 

F(x + T) = c x f{x + T) + c 2 g(x + T) = c ] f{x)-Ec 2 g(x) = F(x ), (3) 

Além disso, pode-se mostrar que a soma de qualquer número 
finito, ou até a soma de uma série infinita convergente, de fun¬ 
ções dc período T também é periódica com período 7 1 , 

Em particular, as funções sen {m^rxíL) e cos (mirxíL), m — 1, 

2.3.são periódicas com período fundamental T— 2L/m. Para 

ver isso, lembre-se de que sen ,v e cos x têm período fundamen¬ 
tal 2 t7ê que sen ctx e cos ax têm período fundamental 27r/a, Es¬ 
colhendo a = muiL. vemos que o período T de $en(m7rx/L) c de 
cos (mm/L) é dado por T = IrrLImir = 2 Um. 

Além disso, como todo múltiplo inteiro de um período tam¬ 
bém é um período, cada uma das fimções senfw ttxIL) e cos(rci77x/ 
L) tem o período comum 2Z,. 


Ortogonalidade das Funções Seno e Co-seno. Para descrever 
uma segunda propriedade essencial das funções sen(m7tv/L) e 
QQS(m7rx/L), vamos generalizar o conceito de ortogonalidade 
de vetores {veja a Seção 7.2), O produto interno padrão (u, 
v) de duas funções reais u e ono intervalo a < x ^ (36 defini¬ 
do por 

(u, u) — f n(jr)t/(x} dx . (4) 

J a 

As funções u e usão ditas ortogonais em a < x ^ (3 se seu pro¬ 
duto interno é nulo, isto é, se 

u(x)v(x) dx = 0. (5) 

Um conjunto de funções é dito um conjunto ortogonal se cada 
par de funções diferentes pertencentes ao conjunto é ortogonal. 
As funções sen/wm/Z) e cos(mm/L) t m = 1.2.for¬ 

mam um conjunto ortogonal de funções no intervalo —L ^ 
j < L De fato, elas satisfazem as seguintes relações de ortogo¬ 
nalidade: 




cos 

sen 

sen 


mrx 

~T~ 

nizx 

~T~ 

nnx 

~ 


dx 

dx 

dx 



0, 

u 


m / n , 
m — n\ 

para todo m , n ; 

m ^ n, 
m — n. 


( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 
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Esses resultados podem ser obtidos por integração direta. Por 
exemplo, para deduzir a Eq. (8). note que 


dade na Eq, (10) é o termo onde m = n no primeiro somatório. 
Logo, 



mnx 


sen 


L 


nnx 


sen — 
L 


dx 



dx = La fj , n — 1,2. 


( 11 ) 


1 f L f (m — n)7tx (m-F re)jr jc 1 

— - / cos-cos- dx 

2 L l L L L J 

, L 

1 L Jsen[(í» — ti)nx/L] sen[{m + n)nx/L] 

2 n 1 m — n m -h n 

1 —L 

= 0 . 

desde que m + n e m — n sejam diferentes de zero. Como m e 
n são positivos, m + n i=- 0. Por outro lado. se m — n — 0, en¬ 
tão m = n e a integral tem que ser calculada de outra maneira. 
Nesse caso, 


/: 


mnx nm 
sen-sen 


nx . f / mnx\ 2 

T~ dx = J L ( m ~L~) dx 

-\Lb 


2mnx 


~ 2 A ~ 


= L. 


$&n{2mnxfL) 
2 mn/L 


dx 

L 

—L 


Isso prova a Eq, (8); as Eqs. (6) e (7) podem ser verificadas por 
cálculos análogos. 


As Fórmulas de Euler-Fourier. Vamos supor, agora, que 
uma série da forma (1) converge e vamos chamar essa soma 
de/x): 


a x\ 

/w = f+E 


' mnx mnx 

a m cos --h £> sen ——- 


)• (9) 


Como consequência das condições de ortogooalidade (6), (7) 
e (8), podemos encontrar a relação entre os coeficientes a m% b m 
e/x). Primeiro, multiplique a Eq, í9í por cosiniucfL), onde n é 
um inteiro positivo f n > 0) fixo. e integre em relação a a de — L 
a L. Supondo que a série pode ser integrada termo a termo,' ob¬ 
temos 



dx 


K aL 

+ 2>. L 
m=l J ~ L 


mnx mi x 

cos —— cos - dx 

L L 


oe r l 

+E*./, 

m= 1 l L 


mnx httx 
sen —-— cos —— dx. (10) 


Mantendo em mente que n está fixo enquanto m varia sobre to¬ 
dos os inteiros positivos, segue das relações de ortogonalidade 
(6) e (7) que o único termo não-nulo à direita do sinal de igual- 


Para determinar a n , podemos integrar a Eq. (9) de —L a L. ob¬ 
tendo 

f L _ . _ % f L ^ f l mnx 

j ^ f(x) dx = — J dx H- 2_, a m J cos dx 

vA f r L mnx 

+ Z2 b ml sen 7“ dx = La Qt (12) 

m=\ J ~ L L 

jã que cada integral envolvendo uma função trigonométrica é 
zero. Assim, 


1 f ^ 7%7TX 

a n = — / f{x) cos —— dx , n = 0. I, 2,_ (13) 

L J_ L L 

Escrevendo o termo constante na Eq. (9) como aj 2, é possível 
calcular todos os a fí da Eq. (13). Caso contrário, teríamos que 
usar urna fórmula separada para a 0 . 

Uma expressão semelhante para b n pode ser obtida multi- 
plicando-se a Eq. (9) por ^ninnxíL). integrando termo a ter¬ 
mo de —L ale usando as relações de ortogonalidade (7) e 
(8); assim. 


b n = y J f{x)sen^fdx, n = 1,2,3,- (14) 

As Eqs. (13) e (14) são conhecidas como as fórmulas de Euler- 
Fourier para os coeficientes de uma série de Fourier Portanto, 
se a série (9) converge para /a) e se a série pode ser integrada 
termo a termo, então os coeficientes têm que ser dados pelas Eqs. 
(13) e (14). 

Note que as Eqs. (13) e (14) são fórmulas explícitas para a n e 
b„ em função de f c que a determinação de qualquer coeficiente 
particular é independente de qualquer outro coeficiente. É claro 
que a dificuldade em calcular as integrais nas Eqs, (13) e (14) 
depende muito da função particular/. 

Observe, também, que as fórmulas (13) e (14) dependem ape¬ 
nas dos valores de/ a) no intervalo — L <x ^ L. Como cada um 
dos termos na série de Fourier (9) é periódico com período 2L. a 
série converge para todo x sempre que com erg ir em — L ^ x ^ 
L e sua soma também é uma função periódica de período 2Z.. 
Logo. fix) é determinada para todo x por seus valores no interva¬ 
lo —L ^ a ^ L. 

E possível mostrar (veja o Problema 27) que, se g é periódi¬ 
ca com período T. então todas as integrais de g em um interva¬ 
lo de comprimento T têm o mesmo valor. Aplicando esse re¬ 
sultado às fórmulas de Euler-Fourier (13) e (14), segue que o 
intervalo de integração, —L < x < L. pode ser substituído, caso 
seja mais conveniente, por qualquer interv alo de comprimento 
2 L. 


3 E&saé urna hipótese não-trivial, já que nem todas as séries convergentes com termos variáveis podem ser integradas desse modo, Para o caso especial de séries de Kourier, no entanto, a 
integração termo a termo sempre pode ser justificada. 
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Exemplo 1 


Suponha que existe uma série de Fourier convergindo para a 
função / definida por 


/(*) = 


-x, -2 < a < 0, 

x, 0 < x < 2; 


Para m > 0, a Eq. (13) nos dã 
1 mnx . 


1 / mnx 1 

= í]J- X)m — ÍX + -2j 0 1 


mnx . 

x cos —— dx. 
2 



Essas integrais podem ser calculadas integrando-se por partes, 
com o resultado que 


a m = - 

ffi o 


2 mnx ( 2 V mnx 

-—x sen —— - — I cos —— 

m n 2 \mn / 2 

L x 7 J -2 

1 2 mnx í 2 \ 2 mnx 

+ n -* sen—— + -1 cos —— 

2 mn 2 \mn / 2 

/ 2 \ 2 / 2 \ 2 

— - + - cos mn 

\mn } \mn } 

( 2 \ 2 í 2 \ 2 ‘ 

+ I -—- I cos mn - I ■—- 
\mn/ \mn} 


f(x + 4) = f(x). 

Determine os coeficientes dessa série de Fourier. 

Essa função representa uma onda triangular (veja a Fig. 10.2.2) 
e é periódica com período 4. Então, nesse caso, L = 2 e a série 
de Fourier tem a forma 

... a n / mnx t mnx\ 

f(x) = j + \ a m c°s — + K sen —J , (16) 

m=l 

onde os coeficientes são calculados pelas Eqs. (13) e (14) com 
L = 2. Substituindo//) na Eq. (13) com m = 0, temos 

1 1 f 2 

a o = 2 J (lX + 2 J X dX = 1 + 1 " 


— ---(cosmjr — 1), m = 1, 2,.., 

(mnr) 

_ —8/ (mn) 2 m ímpar, 

0, m par. (18) 

Finaimente, segue, de maneira análoga, daEq. (14) que 

b m — 0, m=l t 2 . (19) 

Substituindo os coeficientes encontrados nas Eqs. (17), (18) e (19) 
na série (16). obtemos a série de Fourier de/: 

_ . 8 / nx 1 3nx I 5tt jr \ 

f (x) = 1 - —I cos —■+ — cos ——+-? cos ——h - * ■ J 

7T 2 \ 2 3- 2 5 2 2 J 


-*-3 t 


cos{mnx/2) 




FIG, 10,2,2 Onda triangular. 


8 cos(2u — 1)jtx/2 
7t 2 L (2 n - l) 2 


Exemplo 2 


Seja 

0, —3<x< —I, 

/(*)= h -1 < x < 1, (21) 

0, 1 < x < 3 

e suponha que// + 6) = j{x ); veja a Fig. 10.2.3. Encontre os 
coeficientes da série de Fourier de/. 


Como/tem período 6, segue que L = 3 neste problema. Logo. 
a série de Fourier de/tem a forma 


_ , a o / HJTX nnx\ 

/(*) = — + 2^ i a n C0S -f- + b n sen —) ’ ^ 


onde os coeficientes a n e b n são dados pelas Eqs. (13) e (14) com 
L = 3. Temos 
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Logo, a série de Fourier de/ é 


rtTT x 


cos(jtx/3) 3- 


cos(4ttx/ 3) cos(57rx/3) 


Exemplo 3 


mente rápido. Isso é confirmado pela Fig. 10.2.4, onde aparece 
o gráfico para as somas com m — I e m — 2. Para investigar a 
convergência em maiores detalhes, vamos considerar o erro 
e m {x) —flx) — s m (x). A Fig, 10.2.5 mostra o gráfico de \e t (x)\ em 
função de x para 0 < 2. Observe que \e 6 (x) \ é maior nos pon¬ 

tos a = 0e.v= 2, onde o gráfico de/v) tem bicos, E mais difícil 
para a série aproximar a função perto desses pontos, resultando 
em um erro maior aí para um dado jj. Gráficos semelhantes po¬ 
dem ser obtidos para outros valores de m, 
pode ser usada para aproximar a função/ Os coeficientes dimi- L T ma vez compreendendo que o erro máximo sempre ocorre 
nuem como (2 n — 1de modo que a série converge razoa vel- em x — 0 ou x — 2, você pode obter uma cota uniforme para 


Considere, novamente, a função no Exemplo 1 e sua série de 
Fourier (20). Investigue a velocidade de convergência da série. 
Em particular, determine quantos termos são necessários para que 
o erro não seja maior do que 0,01 para todo x 
A m-ésima soma parcial nessa série, 

8 ^ cos(2n 


FIG. 10.2,4 Somas parciais da série de Fourier, Eq. (20), para a onda triangular. 


FTG. 10,2.5 Grafico de e 6 (x)| em função de x para a onda triangular 
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o erro para cada m calculando, simplesmente, \e tn (x)\ em um 
desses pontos. Por exemplo, para m = 6, temos eJ2) = 
0,03370, de modo que \e 6 (x)\ < 0,034 para 0 < i < 2 e, em 
consequência, para todo x. A Tabela 10.2.1 mostra dados cor¬ 
respondentes a outros valores de m; esses dados estão colo¬ 
cados em um gráfico na Fig. i 0.2.6, Dessa informação, você 
pode começar a estimar o número de termos da série que são 
necessários para se obter um nfvel de precisão dado na apro- 


TÀBELA 10,2.1 Valores do Erro 
e m (2) para a Onda Triangular 


m 

ej 2 ) 

2 

0,09937 

4 

0,05040 

6 

0,03370 

10 

0,02025 

15 

0,01350 

20 

0,01013 

25 

0,00810 


ximaçào. Por exemplo, para garantir que \e m (x) ^ 0,01, pre¬ 
cisamos escolher m = 21. 



Neste livro, as séries de Fourier aparecem principalmente como 
um meio de resolver determinados problemas em equações dife¬ 
renciais parciais, No entanto, tais séries têm uma aplicação muito 
mais ampla em ciência e engenharia, e, em geral, sao ferramentas 
valiosas na investigação de fenômenos periódicos, Um problema 
básico é decompor um sinal de entrada em seus componentes har¬ 
mônicos, o que corresponde a construir sua representação cm sé¬ 
rie de Fourier. Em algumas bandas de freqiiência, os termos sepa¬ 
rados correspondem a cores diferentes ou a tons audíveis diferen¬ 
tes. O módulo do coeficiente determina a amplitude de cada com¬ 
ponente. Esse processo é conhecido como análise espectral. 


13, 

fix) = - 

-x. 

-L 

<x < L; 

f(x + 2L) = 

fW 

14. 

fix) = 

[1. 

[0, 

^ o 

1 

o" 

V V 

* H 

VI VI 

/(x + 2L)« 

fix) 

15. 

fix) = 

k 

[0, 

—7T 

0 

< X < 0. 

< x < jt; 

f(x + 2jt) - 

fix) 

16, 

fix) = - 

[* + 

11- 

1, 

-I < x < 0, 
0 < x < 1; 

fix + 2) 

= fix) 

17, 

fix) = ' 

\x + 
[Z,, 

L t 

1 

o ty 
A IA 

A IA 

>— r-b 

f(x + 2L) = f(x) 

J ! 



0, 

-2 

< X < -1, 



18. 

fix) = • 

u. 


< X < 1, 

/(* + 4) = 

fix) 



|o. 

1 

IA 

H 

A 




Problemas 

Nos problemas de 1 a 8, determine se a função dada é periódica. Se 


for, encontre seu período fundamental. 



1 . sen5x 

2. cos2 Ttx 


3. senh2x 

4 , s trnzx/L 

éi 

5. tg 7 TX 

6. jc 2 

« s Í0* 2n — í < x < 2n, 

r f(x)= \l. 2n<x<2n + l, 

n=0,±l,±2,... 

éi 


Nos problemas de 19 a 24: 

(a) Esboce o gráfico da função dada por três períodos. 

(b) Encontre a série de Fourier da função dada, 

(c) Faça o gráfico de s m (x) em função de x para m = 5,10 e 20. 

(d) Descreva como a série de Fourier parece estar convergindo. 


19. f(x) 


-1, 

E 


—2 < x < 0, 
0 < :v < 2; 


f{x + 4) = f(x) 


20. f(x)=x, —1 < jr < 1; fix + 2) = fix) 


8. fix) 


9. 


12 


1. 


2n — 1 <x<2n, 
2n < v < 2n + 1; 


n =0,±l t ±2 t 


e scfix + 2) =fix) m encon- 


Scfix) = —x para —L < x < L e s efix + 2 L) =fix ), encontre 
uma fórmula para fix) no intervalo L < x < 2L e no intervalo 
-3 L<x< —2L. 

_ fx + l -1 < x< 0. 

\x t 0 < x < 1, 

tre uma fórmula para/x) no intervalo 1 < r < 2 e no intervalo 
8 < x < 9, 

Sc fix) = L - xpara 0 < x < 2L e s efix + 2 L) = fix), encontre 
uma fórmula para/.r) no intervalo — L < x < 0, 

Verifique as Eqs. (6) e (7) desta seção integrando diretamente. 
Nos problemas de 13 a 18: 

(a) Esboce o gráfico da função dada por três períodos, 

(b) Encontre a série de Fourier da função dada. 


10. Sc fix) 


U 


é 21 . 

é<- 22 . 

23. 

4 24, 
25. 

é 26. 


fix) 

fix) 

f(x) 

fix) 


x 2 /2, —2 < x < 2; f(x+4) = f(x) 


f{x+4) = f(x) 
f(x + 6) = f(x) 


* + 2, 

-2< x <0, , 

2-2*, 

0 < x < 2; 1 


-2 < x < 0. 

2x — 

0 < x < 2; 

0, 

- 3 < x < 0, 

jr (3 — x). 

0 < Jt <3; 


1 

2 

1 2x 


Considere a função / definida no Problema 2 1 e seja ejx) — 
fix) ~ sjx). Faça o gráfico de ■ejx) em função de x para 0 ^ 
x — 2 para diversos valores de rn. Encontre o menor valor de m 
para o qual \e m {x)\ ^ 0,01 para todo x. 

Considere a função /definida no Problema 24 e seja ejx) = fix) 
- sjx). Faça o gráfico de ejx) em função de x para 0 < a < 3 
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10.3 O Teorema de Convergência 
de Fourier 


para diversos valores de m. Encontre o menor valor de m para o 
qual je m (r)| ^ 0.1 para todo x. 

27. Suponha que g ê uma função integrável e periódica com período 7". 

(a) Se 0 ^ o ^ 7, mostre que 


Na seção precedente, mostramos que. se a série de Fourier 


Sugestão: Mostre, primeiro, que J £00 dx - J gix) dx . Con¬ 

sidere a mudança de variável s — x — T na segunda integral. 

(b) Mostre que. para qualquer valor dc a , não necessariamente 
Ü ^ a ^ 7. 


con verge e, assim, define uma função/, então/é periódica com 
período 2L e os coeficientes a m e b m estão relacionados a jlx) pelas 
fórmulas de Eu ler-Fourier 


mnx 


(c) Mostre que. para quaisquer valores de a e b , 


Nesta seção vamos supor que é dada uma função/ Se essa fun¬ 
ção é periódica com período 2 L e integrável no intervalo [-L, 
L], então pode-se calcular um conjunto de coeficientes a m e b m 
pelas Eqs. (2) e (3), e pode-se construir, fonnalmente, uma série 
da forma (I). ü problema é saber se essa série converge para 
algum valor de x e. se for esse caso. se sua soma êfíx)> Foram 
descobertos exemplos que mostram que uma série de Fourier cor¬ 
respondente a uma funçao/pode não convergir para/i.v) ou pode 
até divergir. Funções cujas séries de Fourier não convergem para 
0 valor da função em pontos isolados são fáceis de construir e 
vamos apresentar exemplos mais adiante nesta seção. Funções 
cujas séries de Fourier divergem em um ou mais pontos são mais 
patológicas e não serão consideradas neste livro. 

Para garantir a convergência de uma série de Fourier para a 
função da qual seus coeficientes são calculados, é essencial co¬ 
locar hipóteses adicionais sobre a função. De um ponto de vista 
prático, tais condições devem ser fracas o suficiente para cobrir 
todas as situações de interesse e. ainda, simples o suficiente para 
serem facilmente verificadas para funções particulares. Ao lon¬ 
go dos anos. foram desenvolvidos diversos conjuntos de condi¬ 
ções com esse propósito. 

Antes de enunciar um teorema de convergência para séries de 
Fourier. vamos definir uma expressão que aparece no teorema. 
Uma função/é dita sccdonalniente contínua em um intervalo 
a ^ x ^ b se o intervalo pode ser particionado cm um número 
finito de pontos a = < ... < x tt = b de modo que 


28. Se/é diferenciável e periódica com período T. mostre que f 
também é periódica com período T. Determine se 


é sempre periódica. 

Neste problema, indicamos algumas semelhanças entre veto¬ 
res geométricos tridimensionais e séries de Fourier. 

(a) Sejam v,. v : e v- três vetores ortogonais dois a dois em três 
dimensões, e seja u qualquer vetor tridimensional. Mostre que 

u 3 = a { v ( 4* a 2 v^ + (i) 

onde * 


Mostre que a, pode ser interpretado como sendo a projeção de 
u na direção de v, dividida pelo comprimento de v,. 

(b) Defina o produto interno tu. v) por 


&{jt)u(jc) dx 


Sejam 

= cos(rt7rx{L), «= 0 , 1 , 2 ,. 

Íf n (x) = sen(Hjrjr/L) 1 /t = 1,2,... 

Mostre que a Eq. (10) pode ser escrita na forma 


L fé contínua em cada subintervalo aberto x i _ l < x< x { . 

2./tende a um limite finito nas extremidades de cada 
subintervalo. quando aproximadas do interior do intervalo. 


(c) Use a Eq. (v) e a equação correspondente para /. tfr ft ) junto 
com as relações de ortogonal idade para mostrar que 


A Fig. 10.3.1 mostra o gráfico dc uma função seccionalmente 
contínua. 


Note a semelhança entre as Eqs. (vi) e a Eq. (ii). As funções é n 
e tftr, têm um papel semelhante ao dos vetores ortogonais v,. v, 
e v, no espaço tridimensional. Os coeficientes a n e b n podem 
ser interpretados como sendo as projeções da função /sobre as 
funções da base d>„ e 

Observe. também, que qualquer veto t tridimensional pode ser 
expresso como uma combinação linear de três vetores ortogo¬ 
nais dois a dois. De um modo um pouco semelhante, qualquer 
função suficiente mente suave definida em —L^x^L pode ser 
expressa como uma combinação linear das funções ortogonais 
cos(/i7tv/L) e sen(nm/Z.), isto é. como uma série de Fourier 


FIG, 10,3.1 Uma função seccionalmente contínua. 
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À notação fic+) é usada para denotar o limite de/x) quando 
x —> c pela direita: analogamente, fic—) denota o limite de /x) 
quando x tende a c pela esquerda. 

Note que não é necessário que a função esteja definida nos 
pontos da partição x { . Por exemplo, no teorema a seguir, supo¬ 
mos que / é secei onalmente continua; mas, cenamente, / não 
pode existir nos pontos onde a própria/é descontínua. Também 
não é essencial que o intervalo seja fechado: de também pode 
ser aberto, ou aberto em uma das extremidades e fechado na outra. 


Teorema 10.3.1 

Suponha que/e/ são seccionalmente contínuas no interv alo 
—L^x<L. Suponha, além disso, que/está definida fora do 
intervalo —L ^ x < L de modo a ser periódica com período 
2 L. Eníão/tem uma série de Fourier 

/ mitx , m7xx\ 

/<*) = y + 2(<i*cos — +* w sen—). (4) 

rti —J 

cujos coeficientes são dados pelas Eqs, (2) e (3), A série de 
Fourier converge para/ a) em todos os pontos onde/é contí¬ 
nua e converge para [fí.vT) + fix—)]f2 em todos os pontos 
onde/é descontínua. 


Exemplo 1 


Seja 


/fcO = 



—L < x < 0, 
0 < x < L, 


(5) 


e seja/definida fora desse intervalo de modo que/x + 2 L) — 
fix) para todo x, Vamos, temporariamente, deixar em aberto a 
definição de/nos pontos x = 0, ± L, exceto para dizer que seu 
valor tem que ser finito. Encontre a série de Fourier dessa fun¬ 
ção e determine onde ela converge, 

O gráfico da equação y = fix) está ilustrado na Fig, 10,3.2, es¬ 
tendido em ambas as direções. Pode-se pensar nele como repre¬ 
sentando uma onda quadrada. O intervalo [-£, L] pode ser 
particionado em dois sub intervalos abertos. (—L, 0) e (0, L ). Em 
(0, L\fix) = Le/(x) = 0. É claro que ambas,/e/, são contínuas 
e têm limites quando x —> 0 pela direita e quando x —* L pela es¬ 
querda, A situação em (-L, 0) é semelhante. Portanto, ambas/e 
/ são seccíonalmente contínuas em[-L L ), dc modo que/satis¬ 
faz as condições do Teorema 10,3.1. Se os coeficientes a m e h )tf 
forem calculados pelas Eqs. (2) e (3), a convergência da série de 
Fourier resultante está garantida em todos os pontos onde/é con¬ 
tínua. Note que os valores de a m e b m são os mesmos, independen¬ 
temente da definição de/nos pontos dc descominuidades. Isso é 
verdade porque o valor de uma integral não é afetado ao se mudar 
o integrando em um número finito de pontos. Da Eq, (2), 





y' 

L 





1 

l 
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\ 


-3L 

-2L 

L 


L 

2L 

3 L 
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Note que lfix~\~) +fix— )]/2 é o valor médio dos limites à di¬ 
reita e à esquerda no ponto x. Em qualquer ponto onde fé contí¬ 
nua, /xT) = fix —) =/x), logo é correto dizer que a série de 
Fourier converge para [f{x+) + fix-)]Í2 em todos os pontos. 
Sempre que dissermos que uma série de Fourier converge para 
uma função/ isso vai significar que ela converge nesse sentido. 

Deve-se enfatizar que as condições dadas nesse teorema são 
apenas suficientes para a convergência de uma série de Fourier; elas 
não são. de modo algum, necessárias. Nem são as condições sufici¬ 
entes mais gerais que foram descobertas. Apesar disso, a demons¬ 
tração do teorema é razoavelmente complicada e não será discutida 
aqui, 4 Sob condições mais restritivas, é possível obter uma demons¬ 
tração bem mais simples da convergência; veja o Problema 18, 

Para obter uma compreensão melhor do significado do teorema, 
vamos considerar algumas classes de funções que não satisfazem 
as condições impostas. Funções não incluídas no teorema são, prín- 
dpalmente, as que têm descontinu idades infinitas no imervalo [-L 
L], como t/.r quando x -> 0, ou In [x - L\ quando x —> L. Também 
estão excluídas funções com ura número infinito de saltos nesse 
intervalo; no entanto, tais funções são encontradas raramente. 

Vale a pena observar que uma série de Fourier pode conver¬ 
gir para uma soma que não é diferenciível, nem mesmo contí¬ 
nua. apesar do fato de que cada termo na série (4) é contínuo e 
até diferendável um número infinito de vezes. O exemplo a se¬ 
guir é uma ilustração disso, como é o Exemplo 2 na Seção 10,2. 


=jf L f ( X ) dx = r dx = 

^ J-L JQ 


-tí: 


_ MTTX 

}(x) cos—— dx = 


— 0, m ^ 0. 
Analogamente, da Eq. (3), 
*L 


1 f L v mitx 

= iL fM ™— dx = 


f 

JQ 

í 


mitx 

cos- dx 


m:ix x 

sen—-— dx 


— - -{1 — COS H17T ) 

mn 



fo. 

m par: 

= 1 

|2 L/mn, 

m ímpar. 

Portanto. 

,, . L 

2 L ( 

7TX 1 

fW = 2 

H-sen 

3 T V 

T + 3 S 


L 2 L sen(mjrx/L) 

2 7 t — rn 

m=1,5,5..» 

L 2L sen(2 n — l)7tx/L 

2 + ti " 2/í — 1 

n= 1 


( 6 ) 


'Demonstrações de convergência de uma série de Fourier podem ser encontradas na maior 
parte dos livros de cálculo avançado. Veja, por exemplo, Kaplan (Cap. 7) ou Ruck ( Cnp. 6). 
[Para uma demonstração mais simples, diferente das tradicionais, veja meu artigo Série a de 
Fourier na revista Matemática Universitária de junho de E9S6 fpp. 92-111). (À r ,7".j! 


FIG. 10.3.2 Onda quadrada. 
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Nos pontos x = 0» ±nU onde a função/não é contínua, to¬ 
dos os termos na série após o primeiro desaparecem e a soma é 
L/2 ♦ Esse é o valor médio dos limites à direita e à esquerda, como 
deve ser, Podemos, por exemplo, definir/ nesses pontos como 
tendo o valor L/2. Se escolhermos outros valores, a série ainda 
nos dá o valor U2 nesses pontos, jã que nenhum dos cálculos 
efetuados anteriormente sofre modificação; a série, simplesmen¬ 
te, não converge para a função nesses pontos a menos que/tome 
esses valores. Isso ilustra a possibilidade da série de Fourier cor¬ 
respondente a uma função não convergir para ela nos pontos de 
descontinuidade, a menos que a função seja definida apropria¬ 
damente em tais pontos. 

A maneira na qual as somas parciais 

L 2 Lí tzx 1 (2n — 1 )7tx \ 

s - 1M = I + T {*" T + ■ ■ - + 2^7 !ien —I— ) 

n = 1.2.,.. 

da série de Fourier (6) convergem para/está indicada na Fig, 
10,3 .3, onde L foi escolhido como sendo 1 e aparece o gráfi¬ 
co de s%(x). Essa figura sugere que, nos pontos onde/é contí¬ 
nua, as somas parciais tendem a/Ç*} quando n aumenta, No 
entanto, em vizinhanças dos pontos de descontinuidade, tais 
como a = Ge* — L, as somas parciais não convergem suave¬ 
mente ao ponto médio. Em vez disso, elas tendem a passar da 



HL2- -iV iU. h x 

FIG. 10,3,3 A soma parcial da série de Fourier. Eq, (6). da onda 
quadrada. 


marca em cada extremidade do salto, como se tivessem difi¬ 
culdade de se acomodar à mudança brusca que têm que fazer 
nesse ponto. Esse fenômeno é típico de séries de Fourier em 
pontos de descontinuidade c é conhecido como o fenômeno 
de Gibbs. 5 

Pode-se obter uma melhor compreensão considerando-se 
o erro eJx) = fix) - s„(jc), A Fig. 10.3.4 mostra um gráfico 
de je f j(£)| em função de x para n = 8 e L = 1. A menor cota 
superior de e È (x)\ é 0,5 e é aproximada quando jc —> 0 e x — » 
]. Quando n aumenta, o erro diminui no interior do intervalo 
[onde/ÍA) é contínua], mas a menor cota superior não dimi¬ 
nui quando n aumenta, Não podemos, emão, reduzir o erro 
uniformemente no intervalo inteiro aumentando o numero de 
termos. 

As Figs, 10,3.3 e 10.3,4 mostram, também, que a série neste 
exemplo converge mais devagar do que a no Exemplo 1 na Se¬ 
ção 10.2. Isso se deve ao fato de que os coeficientes na série (6) 
são proporcionais, apenas, a l/(2u — 1). 


k s U)| | 



0.2 0,4 0.6 0.8 1 


FIG. 10.3.4 Um gráfico do erro |e B (Jt)| em função de x para a onda 
quadrada. 


Problemas 


Nos problemas de 1 a 6. suponha que a função dada é estendida, 
periodicamente, para fora do intervalo original. 

(a) Encontre a série de Fourier da função estendida. 

(b) Esboce o gráfico da função para a qual a série converge por 
três períodos. 

t \~ 1* — 1 < a < 0. 

*■ /( *H 1 , 0<,<1 


/(*) = 


f(x) = 


0, —7T < X < 0, 

x. 0 < x <7 r 


L+x, 
L - x. 


-L < x < 0. 
0 < ,v < L 


- I 0 ' <X < 0, 

|jr, 0 < x < 1 

Nos problemas de 7 a 12, suponha que a função dada é estendida, 
periodicamente, para fora do intervalo original. 

(a) Encontre a série de Fourier da função estendida. 

íb 1 Seja e rJ (.í) =fi.x) - s/v). Encontre a menor cota superior ou 

o valor máximo (se existir) de \e n (x) para rt - lü, 20 e 40, 

(c) Se possível, encontre o menor n para o qual \e n (x)\ ^ 0,01 
para todo a. 

7 -w-(s: /&+W-/W 

(veja a Seção 10 s 2. Problema 15) 


4, f(x) = I - A 2 . -1 < -r < 1 

-7T < X < —jT/2, 
tt/2 < x < 7t/2, 
Jt/2 < X < 71 


0, 

5. f(x)= h - 
0. 


*0 fenômeno de Gibbs íevu esse nome em honra a Josíab Wijtard Gibbs (1S3949Ü3), mais 
bem conhecido por seu trabalho em análise veiorial e mecânica estatística- Gihhs foi professor 
de física matemática em Yale e um dos primeiros cientistas americanos a obter reputação in¬ 
ternacional. O fenômeno de Gibbs é discutido em mais detalhes por Carslaw fCap. 9). 
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éi 

s. 

f(x) 



fveja 

* 

9. 

f(x) 



(veja 

ti 

10. 

fOc) 



(veja 

éi 

11* 

m 



(veja 

éi 

12* 

f(x) 


x H~ 1, — 1 ^ x < G* 
1 - x, 0 < x < 1; 


f{x +2) = f(x) 


(veja a Seção 10.2, Problema 16) 

, — 1 < x < 1; /(,* + 2) = /(jt) 


x+2, 

2 - 2x 3 


-2 < x < 0, 
0 <jc < 2; 


f(x + 4) = f(x) 


-1 < x < 0. 
0 < x < I; 


/(jc+2) = f(x) 


-x\ —1 < Ar < 1; f(x + 2) = f(x) 

Forças Externas Periódicas* Neste capítulo* estamos preocupados, 
basicamente, com a utilização de série de Fourier para resolver pro¬ 
blema de valores de contorno para determinadas equações diferen¬ 
ciais parciais. No entanto* as séries dc Fourier são, também, úteis 
em muitas outras situações onde ocorrem fenômenos periódicos. Os 
problemas de 13 a 16 indicam como elas podem ser usadas para se 
resolver problemas de valor inicial com termos nao-homogêneos 
periódicos íque correspondem a forças externas periódicas no caso 
de problemas físicos). 


13. Encontre a solução do problema de valor inicial 


Essa relação entre uma função/e seus coeficientes de Fourier 
é conhecida como a identidade de Parseval 6 . Essa relação é 
muito importante na teoria de séries de Fourier; veja o Proble¬ 
ma 9 na Seção 11,6. 

Sugestão: MuUíplique aEq. (í) por/fr). integre de— LaLeuse 
as fórmulas de Euler-Fourier, 

18. Esse problema índica uma demonstração de convergência de 
séries de Fourier sob condições mais restritivas do que as do 
Teorema 103, L 

(a) Se/e/ são seccional mente contínuas em —L s x < L e se/ 
é periódica com período 2L, mostre que na n e nb n permanecem 
limitadas quando n -x. Sugestão: Use integração por partes* 

(b) Se fé contínua em —L ^ x ^ L e periódica com período 
2L e se / cf são seccional mente contínuas em ~L^ x < L 
mostre que rra fl e rrb n permanecem limitadas quando n —* =£* 
Se/é contínua no interv à\o fechado, então é contínua para todo 
x. Por que isso é importante? Sugestão: Novamente, integre por 
partes. 

(c) Usando o resultado do item (b), mostre que Ê ^ 

» = 1 rr — 1 

convergem* 

t d} Do resultado do item (c), mostre que a série de Fourier (4) 
converge absolutamente- para todo x. 

Aceleração da Convergência* No próximo problema, mostra¬ 
remos como é possível, algumas vezes, aumentar a velocidade 
de convergência dc uma série de Fourier. 

! 9, Suponha que queremos calcular valores de uma função g, onde 


y ff + ary = senjir, y{0) = 0, /(0) — 0, 

onde n é um inteiro positivo e or =£ rr. O que acontece se ox — 

14. Encontre a solução formal do problema de valor inicial 

30 

/' + w 2 y — ^ b fí sen/ir, v(0) = 0, /(O) = 0, 

n —t 

onde d) > 0 não é igual a um inteiro positivo. Como essa solu¬ 
ção é modificada se — uu onde m é um inteiro positivo? 

] 5. Encontre a solução formal do problema de valor inicial 

f + i&y = /(0* v(0) « 0, v/0) - 0. 

onde/é periódica de período 2rre 


gOO « Y ———2_sen(2n - 1 )jt x. (i) 

^ 1 + <2« - 1)- 

É possível mostrar que essa série converge, embora muito de¬ 
vagar, No entanto* observe que. para n grande, os termos na 
série (i) são aproximadamente iguais a [sen(2/i — 1)77 jc]/(2h 
- I) e que esses últimos são semelhantes aos do exemplo no 
texto, Eq. (6), 

(a) Mostre que 

oo 

y [sen(2n - l)jrx]/(2« - 1) = (x/2)[f(x) - p, (ü) 

n^\ 

onde fé a onda quadrada no exemplo com L - 1. 

(b) Subtraia a Eq. (ii) da Eq, (i) e mostre que 


/CO = 


1, 0 < t < tt : 

0, t = 0. jt. 2*t: 
-1, jt < f < 2 jt. 


Veja o Problema 1, 

16. Encontre a solução formal do problema de valor inicial 


y" + Cü 2 y = /(O, y(0) = 1, 

onde/é periódica de período 2 e 


>■'(0) = 0, 


m = 

Veja o Problema 8, 
17, Supondo que 


í-í, 

'í + f. 


0 < t < 1; 
1 </ < 2 . 


/ G 0 


iV 

-* + £(«, 


nnx , njTx 

cos-E b n sen —— 

L L 


)■ 


mostre, formal mente, que 

I l L ^ (X}]2 dX = + ^ (fl '' + b ' ,] ' 


n =1 


«(O = - 


ii-E 

n=\ 


sen (2n — 1 )vTA 

(2n — l>ri H- (2n — l) 2 ] 


(iü) 


A série (iii) converge muito mais rápido do que a série (i) 
e, assim, fornece um modo melhor de se calcular valores 
de g(x). 


10.4 Funções Pares e ímpares 

Antes de olhar outros exemplos de séries de Fourier. vamos dis¬ 
tinguir duas classes de funções para as quais a fórmula de Euler- 
Fourier pode ser simplificada. Essas classes sâo formadas pelas 
funções pares e ímpares, que são caracterizadas, geometricamen- 


*Marc-Antoine Parseval í 1755-1S36) era um matemático francês relativamente desconhe¬ 
cido cujo nome foi dado a um resultado importante. Ele apresentou uma versão precursora 
desse resultado em 1799, embora não no contexto de séries de Fourier, 

Também converge uni forme mente: para um a explicação do significado disso, veja um li¬ 
vro de cálculo avançado ou de análise. 
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te. pela propriedade de simetria em relação ao eixo dos y e à ori- 4. Se/é uma função par, então 
gem. respectivamente (veja a Fig, 10.43), 

Analiticamente, fé uma função par se seu domínio contém 
o pomo —jc sempre que contiver o ponto x e se 


f f(x) dx = 2 f f(x) dx. (5) 

J-L J o 


/( x) = f(x) (1) 

para cada x no domínio de/ Analogamente,/é uma função 
ímpar se seu domínio contém —x sempre que contiver a e se 

/(-*) = -f(x) (2) 

para cada x no domínio de/ Exemplos de funções pares são 1. 
x 2 , cos íL\\ x e jtF As funções a\ x\ sen nx e jt' 1-1 são exemplos 
de funções ímpares. Note que, de acordo com a Eq. (2),/O) tem 
que ser zero se/é uma função ímpar cujo domínio contém a ori¬ 
gem. A maioria das funções não sâo pares nem ímpares, como. 
por exemplo, e\ Apenas uma função./identicamente nula. é, ao 
mesmo tempo, par e ímpar. 

As propriedades elementares de funções pares e ímpares in¬ 
cluem as seguintes: 

1, A soma (ou diferença) e o produto (ou quociente) de duas 
funções pares é par. 

2, A soma (ou diferença) de duas funções ímpares é ímpar; o 
produto (ou quociente) de duas funções ímpares é par. 

3, A soma (ou diferença) de urna função par e uma função ímpar 
não é par nem ímpar: o produto (ou quociente) delas é ímpar. 3 

As demonstrações de todas essas afirmações são simples e 
seguem, diretamente, das definições. Por exemplo, se ambas,/ 
e/ : são ímpares e se g(x) = / (x) -F /(x), então 


5, Se/é uma função ímpar, então 



( 6 ) 


Essas propriedades ficam claras, intuitivamente, a partir da 
interpretação de uma integral como sendo uma área sob uma 
curva, mas também seguem, imediatamente, das definições. Por 
exemplo, se/for par, então 



Fazendo x — —s na primeira integral à direita do sinal de igual¬ 
dade e usando a Eq. (I), obtemos 

/(*) dx = - j f(s) ds 4- / f(x) dx 


i: 


í 

Jo 


= 2 f f(x) dx. 

J 0 

A demonstração da propriedade correspondente para funções 
ímpares é semelhante. 

Funções pares e ímpares são panicularmente importantes em apli¬ 
cações de séries de Fourier. jã que suas séries de Fourier têm uma 
forma especial e ocorrem, frequentemente, em problemas físicos. 


g(-x) = /] (-■*) + f 2 (-x) = -/]( X) - f 2 (x) 

= -[/, to+ / 2 (*>] = -«(*). (3) 

de modo que/ + / também é ímpar. Analogamente, se h(x) = 
/(xjfCx), então 


Séries em Co-senos. Suponha qu tf tf são seccionalmente con¬ 
tínuas em — L < x < L e que/é uma função periódica par com 
período 2 L. Segue, então, das propriedades 1 e 3. que/x)cos(nm/ 
L) é par e que/x)$en(u jtx/L) ê ímpar, Como consequência das 
Eqs. (5) e (6), os coeficientes de Fourier de/são dados por 


H-X) = f l (—x)f 2 (—x) = [-/[U)][-/ 2 U)] 

= f i (x)f 2 (x) = h(x), (4) 

de modo que// é par. 

Também são importantes as duas propriedades integrais de 
funções pares e ímpares que enunciamos a seguir: 




ia) (h) 

FIG. 10.4J ííz) Uma função par. (b) Uma função ímpar. 


"Essas afirmações precisam ser modificadas se uma das funções for identicamente nula. 


2 f L nnx 

a n = T / / 1 (*) C0S ~~r — dx ' 

L Jq L 

b n =0, 


« = 0 . 1 , 2 ,...; 

(7) 

« = 1,2 _ 


Logo./tem série de Fourier 


/(*) = 


2 


+ £ 


a cos 


nnx 

~7T 


Em outras palavras, a série de Fourier de qualquer função par é 
formada, apenas, pelas funções trigonométricas pares cos (nmei 
L) e pelo termo constante: é natural chamar tal série de série de 
Fourier em co-senos. De um ponto de vista computacional, 
observe que basta calctilar os coeficientes a n para n = 0, 1, 2. 

da fórmula integral (7). Cada um dos b p , n = 1, 2,_ _ é, au¬ 

tomaticamente, igual a zero para qualquer função par e, portan¬ 
to. não precisa ser calculado por integração. 


Série em Senos . Suponha que/e/ são seccionalmente contínu¬ 
as e que/ é uma função periódica ímpar de período 2L Segue, en¬ 
tão, das propriedades 2 e4. q ue/x)cos(u ttxJL) é ímpar e/x )sen(/i77x/ 
L) é par. Nesse caso. os coeficientes de Fourier de/são 




b n = 


2 

L 



nnx 


sen 


dx, 


n = 0 , 1,2 . 

( 8 ) 

« = 1,2 . 
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e a série de Fourier de/é da forma 


/J7TX 


/(.<) = £>„ sen ^ 

n=l 


Logo, a série de Fourier de qualquer função ímpar é formada, 
apenas, pelas funções trigonométricas sen(n m/L); tal série é cha¬ 
mada série de Fourier em senos. Mais uma vez. note que basta 
calcular, por integração, metade dos coeficientes, já que todos 
os /z = 0. 1. 2.são nulos para qualquer função ímpar. 


Exemplo 1 


Seja/.r) = a, -L < a < L e seja/f-L) = flL) = 0. Seja/de¬ 
finida no restante da reta de modo a ser periódica de período 
2 L (veja a Fig. 10.4.2). A função definida desse modo é conhe¬ 
cida como dente de serra. Encontre a série de Fourier dessa 
função. 

Como fé uma função ímpar, seus coeficientes de Fourier, de 
acordo com a Eq. (8), são dados por 


a n =0, n =0. 1,2,...; 



717T 



Portanto, a série de Fourier de/, a função dente de serra, é 


\n+l 


,, , 2L ^ (-1 ) n - nnx 
f(x) = — > -sen 

rr ^ >í 


(9) 


n=l 


Observe que a função periódica/é descontínua nos pontos ±L 
±3L,..., como ilustrado na Fig. 10.4.2. Nesses pontos, a série em 
(9) converge ao valor médio dos limites à esquerda e à direita, a 
saber, zero. A soma parcial da série (9) para n = 9 está ilustrada 
na Fig. 10.4.3.0 fenômeno de Gibbs (mencionado na Seção 10.3) 
ocorre, novamente, próximo aos pontos de descontinuidade. 



FIG. 10.4.3 Uma soma parcial da série de Fourier. Eq. (9). da função 
dente de serra. 


Note que, nesse exemplo. fl-L) = f(L) = 0. assim como 
f( 0) = 0. Isso é necessário para que a função/seja tanto ím¬ 
par quanto periódica com período 2 L. Quando falarmos so¬ 
bre a construção de uma série em senos para uma função defi¬ 
nida em 0 < a < L. fica subentendido que, se necessário, 
redefinimos, primeiro, a função de modo a se anular em .v = 0 
e x = L. 

Vale a pena observar que a onda triangular (Exemplo 1 da 
Seção 10.2) e a função dente de serra, que acabamos de conside¬ 
rar, são idênticas no intervalo 0 < .t < L. Portanto, suas séries 
de Fourier convergem à mesma função, fix) = a, nesse interva¬ 
lo. Assim, se for necessário representar a função fix) = a em 
0 < x < L por uma série de Fourier, é possível fazer isso com 
uma série em co-senos ou uma série em senos. No primeiro caso, 
/tem que ser estendida como uma função par para o intervalo 
-L < x < 0 e periodicamente para o resto da reta (a onda trian¬ 
gular). No segundo caso,/tem que ser estendida para o interva¬ 
lo -L < x < 0 como uma função ímpar e. para o resto da reta. 


periodicamente (a função dente de serra). Se /for estendida de 
outra maneira qualquer, a série de Fourier resultante vai conver¬ 
gir para a* em 0 < a < L mas vai envolver termos em seno e em 
co-seno. 

Ao se resolver problemas em equações diferenciais, é útil. com 
freqüência, expandir uma função / dada. originalmente, no in¬ 
tervalo [0, L], em uma série de Fourier de período 2 L. Como 
indicado, anteriormente, para a função fix) = a, existem diver¬ 
sas alternativas possíveis. Explicitamente, podemos: 


1. Definir uma função g de período 2 L tal que 


fix) 

/(--V), 


0 < a < L, 
—L < a < 0. 


( 10 ) 


A função g é, então, a extensão periódica par de/ Sua série 
de Fourier, que é uma série em co-senos, representa /em [0, 
Ll 
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2 . Definir uma função h de período 2 L tal que 


h(x) = 


/(*), 

0 , 

-/(- X), 


0 < x < L, 
x = 0, L, 
—L < x < 0. 


( 11 ) 


A função h é, então, a extensão periódica ímpar de/. Sua 
série de Fourier, que é uma série em senos, representa f em 
(0, L). 

3. Definir uma função k de período 2 L tal que 

k(x) = f(x). 0 < jc < L. (12) 

e defina k(x) em (—L 0) de qualquer maneira consistente 
com as condições do Teorema 10.3.1. Algumas vezes, é con¬ 
veniente definir k(x) como sendo zero para —L < x < 0. A 
série de Fourier de k , que envolve termos tanto em senos 
como em co-senos, também representa/em [0, L], inde¬ 


pendentemente do modo que é definida k(x) em (—L, 0). Por¬ 
tanto. existe uma infinidade de tais séries, todas convergin¬ 
do para f(x) no intervalo original. 

Em geral, a forma da expansão usada será determinada (ou, 
pelo menos, sugerida) pelo propósito para o qual é necessária. 
No entanto, se existe uma escolha sobre o tipo de série de Fou¬ 
rier a ser usada, a seleção pode se basear, em alguns casos, na 
velocidade de convergência. Por exemplo, a série em co-senos 
para a onda triangular [Eq. (20) da Seção 10.2] converge mais 
rapidamente do que a série em senos para a função dente de ser¬ 
ra [Eq. (9) nesta seção], embora ambas conviijam para a mesma 
função para 0 < ,v < L. Isso ocorre porque a onda triangular é 
uma função mais suave do que a função dente de serra, sendo, 
portanto, mais fácil de ser aproximada. Em geral, quanto mais 
derivadas contínuas tem a função no intervalo inteiro -*<x< 
mais depressa vai convergir sua série de Fourier. Veja o 
Problema 18 da Seção 10.3. 


Exemplo 2 


Suponha que 


/(*) = 


1 -Jt, 

0 , 


0 < x < 1 , 
1 < jc < 2 . 


(13) 


Como indicado anteriormente, podemos representar/ por uma 
série em co-senos ou por uma em senos. Esboce o gráfico da soma 
de cada uma dessas séries para -6 < .v < 6. 


Neste exemplo, L- 2, de modo que a série em co-senos para 
/converge para a extensão periódica par de/de período 4, cujo 
gráfico está esboçado na Fig. 10.4.4. 

Analogamente, a série em senos para / converge para a ex¬ 
tensão periódica ímpar de/de período 4. O gráfico dessa função 
está esboçado na Fig. 10.4.5. 
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FIG. 10.4.4 Extensão periódica par de /(-rí dada pela Eq. (13). FIG. 10.4.5 Extensão periódica ímpar de fix) dada pela Eq. (13). 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 6. determine se a função dada é par, ímpar ou 
nenhuma das duas. 

1. x 3 -2x 2. x 3 -2x+1 3. tg 2 jc 

4. secjr 5. |x| 3 6. e~ x 

Nos problemas de 7 a 12, é dada uma função/em um intervalo de 
comprimento L Em cada caso. esboce os gráficos das extensões par 
e ímpar de/de período 2 L. 


12. /(jc) = 4-jc 2 , 0 < jc < 1 

13. Prove que qualquer função pode ser expressa como a soma de 
duas outras funções, uma par e outra ímpar, isto é. para qual¬ 
quer função/cujo domínio contém —jc sempre que contiver .v, 
mostre que existe uma função par g e uma função ímpar li tal 
que/.v) = g(jc) 4- h(x). 

Sugestão: O que você pode dizer sobre fix) + /-.*)? 

14. Encontre os coeficientes para as séries em co-senos e em senos 
descritas no Exemplo 2. 


7. 


8. 


9. 

f(x) =2- 

10. 

f(x) =x- 

11. 

ii 

p 


0 < jc < 1, 


Nos problemas de 15 a 22, encontre a série de Fourier indicada para 
a função dada e esboce o gráfico da função para a qual a série con¬ 
verge em um intervalo de três períodos. 


15. 

16. 


/(■*) = |q ^ < v < 2* s ^ e em co-senos. período 4 
Compare com o Exemplo 1 e o Problema 5 da Seção 10.3. 

/(jc) = I*’ ^ ^ < 2* sér * e em senos ' P enodo 4 


17. /(jc) = 1, 0 < x < jt; 

18. /(jc) = 1, 0 < jc < 7r; 


série em co-senos. período 2tt 
série em senos, período 2 tt 
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19. 

20 . 
21 . 

22 . 


f(x) = 

f(x) = 
f(x) = 


[ 0, o < X < JT, 

l 1, 7T < X < 2 JT, 

[2, 2n < x < 
x, 0 < x < 1; 

L — x, 0 < x < L\ 


série em senos, período 6 tt 

série com período 1 
série em co-senos. período 2 L 


Compare com o Exemplo 1 da Seção 10.2. 

/(x) = L — x, 0 < x < L; série em senos, período 2 L 


él 

#2 

éi 

4fl 


Nos problemas de 23 a 26: 

(a) Encontre a série de Fourier indicada da função dada. 

(b) Esboce o gráfico da função para a qual a série converge em 
um intervalo de três períodos. 

(c) Faça o gráfico de uma ou mais somas parciais da série. 

23. f(x) = 0 < x < série em co-senos. período 4- 

J (0, tt < x < 2n\ 

24. /(x) = —x, — n < x < 0; série em senos, período 2 tt 

25. /(x) = 2 — x 2 , 0 < x < 2; série em senos, período 4 

26. /(x) = x 2 — 2jc, 0 < x < 4; série em co-senos. período 8 


éí 

4fl 

*2 

4fl 


Nos problemas de 27 a 30. é dada uma função em um interv alo 0 < .v < L 

(a) Esboce os gráficos das extensões periódicas par g(x) e ím¬ 
par h(x) de períodos 2 L da função dada em um intervalo de três 
períodos. 

(b) Encontre as séries de Fourier em co-senos e senos da fun¬ 
ção dada. 

(c) Faça os gráficos de algumas das somas parciais de cada série. 

(d) Para cada série, investigue a dependência em n do erro 
máximo em [0. L]. 


27. 

f(x) 

= 3— x, 0<x<3 


28. 

/Cr) 

í*. 

jo, 

0 < x < 1, 

1 <x <2 


29. 

/Cr) 

II 

£ 

Kl 

— 4x - 3)/4, 

0 < x < 2 

30. 

/Cr) 

= Jt 3 - 

5x 2 +5* + 1, 

0 < x < 3 

31. 

Prove 

que. se/é uma função par. 

então 


£ f(x) dx = 0. 

32. Prove as propriedades 2 e 3 de funções pares e ímpares, como 
enunciadas no texto. 

33. Prove que a derivada de uma função par é ímpar e que a deri¬ 
vada de uma função ímpar é par. 

34. Seja F(x) = f f(t)dt . Mostre que. se/é par. então F é ímpar 

Jo 

e que. se/é ímpar, então F é par. 

35. A partir da série de Fourier da onda quadrada no Exemplo 1 da 
Seção 10.3, mostre que 


36. 


37 . 




(- 1 )" 

2 n + 1* 


Essa relação entre tt e os inteiros positivos ímpares foi desco¬ 
berta por Leibniz em 1674. 

A partir da série de Fourier da onda triangular (Exemplo 1 da 
Seção 10.2), mostre que 

^ 1 1 ^ i 

8 + 3 2 + 5 2 + "' ~ó (2n+ l) 2 

Suponha que/tem uma série de Fourier em senos 

CO 

f(x) = sen(Aur.Y/L), 0 < x < L. 

n =1 

(a) Mostre, formalmente, que 


Ijí^/WÍ dx = f^b 2 n . 



Compare esse resultado com o do Problema 17 na Seção 10.3. 
Qual o resultado correspondente se/tem uma série em co-se- 
nos? 

(b) Aplique o resultado do item (a) à série da função dente de 
serra, dada pela Eq. (9). mostrando, assim, que 



Essa relação foi descoberta por Euler em tomo de 1735. 

Séries de Fourier Mais Especializadas. Seja/uma função de¬ 
finida. originalmente. em0<.r<Le satisfazendo aí as condi¬ 
ções de continuidade do Teorema 10.3.1. Mostramos, nesta se¬ 
ção. que é possível representar/por uma série em senos ou por 
uma série em co-senos. através da construção da extensão pe¬ 
riódica ímpar ou par de/, respectivamente. Os problemas de 38 
a 40 tratam de algumas outras séries de Fourier mais especiali¬ 
zadas que convergem à função/dada no intervalo (0. L ). 

38. Estenda/ao intervalo (L, 2L) arbitrariamente. Depois, estenda 
a função resultante a ( -2L. 0) como uma função ímpar e ao resto 
da reta como periódica de período 4 L (veja a Fig. 10.4.6). Mostre 
que essa função tem uma série de Fourier em senos formada 
pelas funções sen(nml2L). n = 1. 2. 3....; isto é, 

/(.r) = ^b n sen(«T.r/2L), 

nssl 

onde 

i r 2L 

b n = — I f(x)sen(n7Tx/2L) dx. 

L J o 

Essa série converge para a função original em (0. L). 

39. Estenda, primeiro,/a (L. 2L) de modo que seja simétrica em 
relação à reta x = L isto é, de modo que/2L — jc) =J{x) para 
0 < x < L Estenda a função resultante a (— 2L. 0) como ímpar 
e ao resto da reta real (veja a Fig. 10.4.7) como periódica de 
período AL. Mostre que essá função tem série de Fourier for- 



FIG. 10.4.7 Gráfico da função no Problema 39. 
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madapelas funções sen(7r\'/2L). sen(377A'/2L), sen(57rv/2L), 
isto é. 


onde 


f(x) = sen 


( 2 n - 1 )ttx 
2L 


b 


n 


2 

L 



( 2n — 1)7Tjc 
2L 


dx. 


Essa série converge para a função original em (0, L]. 

40. Como deve-se estender/, definida originalmente em [0. L], de 
modo a se obter uma série de Fourier envolvendo, apenas, as 
funções cos(7TJc/2L), cos(37tjc/2L), cos(5toc/2L), ...? Veja os 
Problemas 38 e 39. Seflx) = x para 0 ^ x ^ L esboce a função 
para a qual essa série de Fourier converge para —4Z. ^ x ^ 4 L. 


10.5 Separação de Variáveis; Condução 
de Calor em uma Barra 

As equações diferenciais parciais básicas de condução de calor, 
propagação de ondas e teoria do potencial, que vamos discutir 
neste capítulo, estão associadas a três tipos distintos de fenôme¬ 
nos: processos de difusão, processos oscilatórios e processos 
independentes do tempo ou estacionários. Essas equações são. 
portanto, de importância fundamental em muitos ramos da físi¬ 
ca. Elas também são muito importantes do ponto de vista mate¬ 
mático. As equações diferenciais parciais cuja teoria está melhor 
desenvolvida e cujas aplicações são mais significativas e varia¬ 
das são as equações lineares de segunda ordem. Todas essas 
equações podem ser classificadas em três tipos: a equação de 
calor, a equação de onda e a equação do potencial, respectiva¬ 
mente, são protótipos de cada um desses tipos. Assim, um estu¬ 
do dessas três equações fornece muita informação sobre as equa¬ 
ções diferenciais parciais de segunda ordem mais gerais. 

Durante os dois últimos séculos, foram desenvolvidos diversos 
métodos para se resolver equações diferenciais parciais. O método 
de separação de variáveis é o método sistemático mais antigo, ten¬ 
do sido usado por D' Alembert. Daniel Bemoulli e Euler. em tomo 
de 1750. em suas investigações sobre ondas e vibrações. Nesse meio 
tempo, o método foi consideravelmente refmado e generalizado, 
permanecendo, ainda hoje, como um método muito importante e de 
uso freqiiente. Para mostrar como o método de separação de variá¬ 
veis funciona, vamos considerar, primeiro, um problema básico de 
condução de calor em um corpo sólido. O estudo matemático de 
condução de calor começou 9 em tomo de 1800 e continua a atrair a 
atenção de cientistas modernos. Por exemplo, a análise da dissipa¬ 
ção e transferência do calor produzido por máquinas de alta veloci¬ 
dade é, com freqíiência, um problema tecnológico importante. 

Vamos considerar um problema de condução de calor em uma 
barra de seção reta uniforme feita com material homogêneo. Esco¬ 
lha o eixo dos x de modo a formar o eixo da barra de modo que x = 
0 e x = L correspondem às extremidades da barra ( veja a Fig. 10.5.1). 
Suponha, ainda, que os lados da barra estão perfeitamente isolados. 


primeira investigação importante sobre condução de calor foi feita por Joseph Fourier 
(1768-1830). enquanto governador da província de Isêre (Grenoble) de 1801 a 1815. Ele 
apresentou artigos básicos sobre o assunto na Academia de Ciências de Paris em 1807 e 
1811. No entanto, esses artigos foram criticados pelos consultores ípnncipalmcnte Lagran- 
ge.) por falta de rigor e. portanto, não foram publicados. Fourier continuou a desenvolver 
suas idéias e acabou escrevendo um dos clássicos da matemática aplicada. Théorie analytique 
de la chaleur. publicado em 1822. 


u[x, t) 

---V-T 

_ , 7 ... 

x = 0 x = L 

FIG. 10.5.1 Uma barra sólida condutora de calor. 


de modo que não há transmissão de calor aí. Podemos supor, tam¬ 
bém, que as dimensões da seção reta são tão pequenas que a tempe¬ 
ratura u pode ser considerada constante em qualquer seção reta. 
Então, u só depende da coordenada axial .v e do instante t. 

A variação da temperatura na barra é governada por uma equa¬ 
ção diferencial parcial cuja dedução aparece no Apêndice A, no fi¬ 
nal deste capítulo. A equação é a equação do calor e tem a forma 

ot 2 u xx = u r 0 < x < L, t > 0, (1) 

onde cr é uma constante conhecida como difusividade térmi¬ 
ca. O parâmetro a 2 depende, apenas, do material do qual é feita 
a barra e é definido por 

a 2 = K/ps , ( 2 ) 

onde k é a condutividade térmica, pé a densidade e .v é o calor 
específico do material na barra. As unidades de cr são (com- 
primento) 2 /tempo. Valores típicos de a 2 são dados na Tabela 
10.5.1. 

Além disso, vamos supor que a distribuição inicial de tempe¬ 
ratura na barra é dada; então 

m(x,0) =/(*), 0 < x < L t (3) 

onde/é uma função dada. Finalmente, supomos que as extremi¬ 
dades da barra são mantidas a temperaturas fixas: a temperatura 
T ] em .v = 0 e a temperatura T z em x = L No entanto, acontece 
que basta considerar o caso em que T, = T : = 0. Vamos mos¬ 
trar. na Seção 10.6. como reduzir o problema mais geral a esse 
caso especial. Logo. nesta seção, vamos supor que u é sempre 
zero quando a* = 0 ou x = L: 

m(0,í) = 0, w(L,í) = 0, t > 0. (4) 

O problema fundamental de condução de calor é encontrar u(x, 
t) que satisfaz a equação diferencial (1) para 0 < a < L e para 
t > 0. a condição inicial (3) quando / = 0 e as condições de con¬ 
torno (4) em.Y = 0e.v = L 

O problema descrito pelas Eqs. (1), (3) e (4) é um proble¬ 
ma de valor inicial na variável t\ é dada uma condição inicial 
e a equação diferencial determina o que acontece depois. No 
entanto, em relação à variável espacial a\ o problema é de 


TABELA 10.5.1 Valores de Difusividade 
Térmica para Alguns Materiais Comuns 


Material 

ar (enf/s) 

Praia 

1,71 

Cobre 

1,14 

Alumínio 

0,86 

Ferro fundido 

0.12 

Granito 

0,011 

Tijolo 

0,0038 

Água 

0.00144 
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x=L 


«(0,í) = 0 1 a 2 Uxx = u, u(L,t) = 0 


ulx,0)=fix) x 

FIG. 10.5.2 Problema de contorno para a equação do calor. 


valores de contorno: são impostas condições de contorno em 
cada extremidade da barra e a equação diferencial descreve a 
evolução da temperatura no intervalo entre elas. De outro 
ponto de vista, podemos considerar o problema como sendo 
um problema de valores de contorno no plano xt (veja a Fig. 
10.5.2). Nesse caso, procura-se a solução m ( jc , t ) da Eq. (1 ) na 
faixa semi-infinita 0 < .v < L , t > 0 sujeita à condição de que 
w(j t, t) tem que assumir um valor dado em cada ponto da fron¬ 
teira dessa faixa. 

O problema de condução de calor (1), (3). (4) é linear, já que 
u só aparece na primeira potência em toda a equação. A equação 
diferencial e as condições de contorno são, também, homogêne¬ 
as . Isso sugere que podemos abordar o problema procurando 
soluções da equação diferencial e das condições de contorno, 
fazendo, depois, uma superposição para satisfazer a condição 
inicial. O restante desta seção descreve como implementar esse 
plano. 

Uma solução da equação diferencial (1) que satisfaz as con¬ 
dições de contorno (4) é a função u(x. r) = 0. mas essa solução 
não satisfaz a condição inicial (3), exceto no caso trivial em que 
fix) também é nula. Nosso objetivo, então, é procurar outras so¬ 
luções, não-nulas, da equação diferencial e das condições de 
contorno. Para encontrar as soluções necessárias, vamos come¬ 
çar fazendo uma hipótese básica sobre a forma das soluções que 
terá muitas conseqüências. talvez até inesperadas. A hipótese é 
que wú, t) é um produto de duas outras funções, uma dependen¬ 
do só de x e a outra dependendo só de t. Assim. 

u(x,í) = X(x)T(t). ( 5 ) 

Substituindo u dada pela Eq. (5) na equação diferencial (1). 
obtemos 


a 2 X"T = XT', (6) 

onde a linha se refere à diferenciação usual em relação à variá¬ 
vel independente, seja ela.v ou /. A Eq. (6) é equivalente a 

x" i r 

-y = J * (7) 

a o r T 

na qual as variáveis estão separadas, isto é. a expressão à es¬ 
querda do sinal de igualdade depende só de x e a expressão à 
direita depende só de /. Para que a Eq. (7) seja válida para 0 < 
x < L t > 0, é preciso que ambos os lados da Eq. (7) sejam 
iguais à mesma constante. Caso contrário, se uma variável in¬ 
dependente (por exemplo. ,r) fosse mantida fixa e se fosse per¬ 


mitida à outra que variasse, um dos lados da Eq. (7) (o esquerdo, 
nesse caso) permaneceria constante enquanto o outro estaria 
variando, violando, assim, a igualdade. Se denotarmos essa cons¬ 
tante de separação por -À. então a Eq. (7) fica 


X" 

X 


i r _ 

~a 2 T~~ k - 


( 8 ) 


Obtemos, então, as duas equações diferenciais ordinárias a se¬ 
guir para X(x) e T{t): 


X" + kX = 0. (9) 

T' + a 2 kT = 0. (10) 

Denotamos a constante de separação por - A (em vez de A) por¬ 
que essa constante vai ser negativa e é conveniente exibir o sinal 
de menos explicitamente. 

A hipótese (5) levou à substituição da equação diferencial 
parcial (1) pelas duas equações diferenciais ordinárias (9) e (10). 
Cada uma dessas equações pode ser resolvida imediatamente para 
qualquer valor de A. O produto de duas soluções das Eqs. (9) e 
(10), respectivamente, fornece uma solução da equação diferen¬ 
cial parcial (1). No entanto, só estamos interessados em soluções 
da Eq. (1) que satisfaçam, também, as condições de contorno (4). 
Como vamos mostrar agora, isso restringe bastante os valores 
possíveis para A. 

Substituindo u(x, t) dada pela Eq. (5) na condição de contor¬ 
no em .t = 0, obtemos 


w(0. t) = X(0)T(t) = 0. (11) 

Se a Eq. (11) fosse satisfeita escolhendo-se T(t) como sendo zero 
para todo r, então w(.v, t) seria zero para todo .v e r, e já rejeitamos 
essa possibilidade. Portanto, a Eq. (11) tem que ser satisfeita 
impondo-se a condição 

X(0) = 0. (12) 

Analogamente, a condição de contorno em x = L implica que 
X(L) = 0. (13) 

Queremos, agora, considerar a Eq. (9) sujeita às condições de 
contorno (12) e (13). Esse é um problema de autovalores e, de 
fato, é o mesmo problema que discutimos em detalhe no final da 
Seção 10.1; veja especialmente o parágrafo que segue a Eq. (29) 
naquela seção. A única diferença é que chamamos a variável 
dependente de y em vez de X. Pelos resultados obtidos anterior¬ 
mente [Eq. (31) da Seção 10.1], as únicas soluções não-triviais 
das Eqs. (9), (12) e (13) são as autofunções 

X n (jc) = sen(/?;r;c/L), n = 1. 2, 3,..., (14) 

associadas aos autovalores 


k n = n 2 7T 2 /L 2 , n = 1,2,3 . (15) 

Voltando para a Eq. (10) para T(t) e substituindo A por ivtt! 
L : , temos 

T' + (n 2 n 2 a 2 /L 2 )T = 0. (16) 

Logo, T(t) é proporcional a exp( -tf-ira-t/L 2 ). Portanto, multipli¬ 
cando as soluções das Eqs. (9) e (10), e desprezando as constantes 
arbitrárias de proporcionalidade, concluímos que as funções 

u n (x, t) = e~ n7t ~ a ~ t/L ~ seninnx/L), n = 1.2,3,... (17) 

satisfazem a equação diferencial parcial (1) e as condições de 
contorno (4) para cada valor inteiro positivo de n. As funções u n 
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são chamadas, às vezes, de soluções fundamentais do problema 
de condução do calor (1). (3), (4). 

Resta, apenas, satisfazer a condição inicial (3), 

u(x , 0) = f (a*), 0 < x < L. (18) 

Lembre-se de que resolvemos, muitas vezes, problemas de va¬ 
lor inicial formando combinações lineares de um conjunto fun¬ 
damental de soluções e escolhendo, depois, os coeficientes que 
satisfazem as condições iniciais. A etapa análoga no problema 
atual é formar uma combinação linear das funções (17) e depois 
escolher os coeficientes que satisfaçam a Eq. (18). A diferença 
principal entre esse problema e os anteriores é que existe uma 
infinidade de funções (17), de modo que uma combinação line¬ 
ar geral delas é uma série infinita. Vamos supor, então, que 

u{x % t) = 2jc || ii ll (jr t f) = 2^c l| e /L sen——,(19) 

ii =1 «=1 L 

onde os coeficientes c„ ainda estão indeterminados. Os termos 
individuais na série (19) satisfazem a equação diferencial (1) e 


as condições de contorno (4). Vamos supor que a série infinita 
da Eq. (19) converge c satisfaz, também, as Eqs. (1) e (4). Para 
satisfazer a condição inicial (3), temos que ter 

u(x, 0) = T>„ sen^- = f(x). (20) 

n=I L 

Em outras palavras, precisamos escolher os coeficientes c n tais 
que a série de funções seno na Eq. (20) convirja para a distri¬ 
buição inicial de temperatura f[x) para 0 ^ x ^ L. A série na 
Eq. (20) é, simplesmente, a série de Fourier em senos de/; de 
acordo com a Eq. (8) da Seção 10.4, seus coeficientes são da¬ 
dos por 

C„ = 7 í f(x)sen^-dx. (21) 

L J o L 

Portanto, a solução do problema de condução de calor (1), (3), 
(4) é dado pela série na Eq. (19) com os coeficientes calculados 
pela Eq. (21). 


Exemplo 1 


Encontre a temperatura w(.v, r) em qualquer instante em uma barra 
de metal com 50 cm de comprimento, insulada nos lados, a uma 
temperatura uniforme, inicialmente, de 20°C em toda a barra, e 
cujas extremidades são mantidas a 0°C para todo t > 0. 

A temperatura na barra satisfaz o problema de condução de 
calor (1), (3). (4) com L = 50 eflx) = 20 para 0 < x < 50. Logo. 
da Eq. (19). a solução é 


«(*•') = Y^c n e 


-n 2 7T~a 2 t /2500 


onde. da Eq. (21), 


c 


n 


4 f 50 nnx , 

- I sen- dx 

5 Jo 50 
40 

— (1 — cos htt ) = 
riTT 


80 /nrc, 
0 , 


n impar: (23) 
n par. 


Finalmente, substituindo os c n na Eq. (22), obtemos 


M (*,0 = - T -e- nW ‘' 2500 scn'^. (24) 

7T frí n 50 

n=1.3.5,... 


A expressão (24) para a temperatura é razoavelmente com¬ 
plicada. mas o fator exponencial com potência negativa em cada 
termo da série faz com que ela conviija rapidamente, exceto para 
valores pequenos de t ou a : . Portanto, resultados precisos podem 
ser obtidos, em geral, usando-se apenas alguns poucos termos 
da série. 

Para apresentar resultados quantitativos, vamos medir t em 
segundos; então a 2 tem unidades de cnf/s. Se escolhermos, por 
conveniência, ar = 1. isso corresponde a uma barra feita com 
um material cujas propriedades térmicas estão entre o cobre e 
o alumínio. O comportamento da solução pode ser visto dos grá¬ 
ficos nas Figs. 10.5.3, 10.5.4 e 10.5.5. Na Fig. 10.5.3, mostra¬ 
mos a distribuição de temperatura na barra em diversos instan- 



FIG. 10.5.3 Distribuições de temperatura em diversos instantes para o FIG. 10.5.4 Dependência da temperatura no tempo em diversos pontos 

problema de condução de calor do Exemplo 1. para o problema de condução de calor do Exemplo 1. 
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tes diferentes de tempo. Observe que a temperatura vai dimi¬ 
nuindo sempre, à medida que a barra perde calor pelas extre¬ 
midades. O modo no qual a temperatura decai em um determi¬ 
nado ponto na barra está indicado na Fig. 10.5.4. onde aparece 
o gráfico da temperatura em função do tempo para alguns pon¬ 
tos selecionados na barra. Finalmente, a Fig. 10.5.5 mostra um 
gráfico tridimensional de u em função de .v e de t. Observe que 
obtemos os gráficos nas Figs. 10.5.3 e 10.5.4 fazendo a inter¬ 
seção da superfície na Fig. 10.5.5 com planos onde t ou .v são 
constantes. A pequena ondulação na Fig. 10.5.5 em t = 0 re¬ 
sulta da utilização de apenas um número finito de termos na 


série que representa u(x\ t) e da convergência lenta da série para 
t = 0. 

Um problema com possível aplicação prática é determinar o ins¬ 
tante r no qual a barra inteira esfriou a uma determinada temperatu¬ 
ra. Por exemplo, quando a temperatura na barra inteira não é maior 
do que 1 = C? Devido à simetria da distribuição inicial de temperatu¬ 
ra e das condições de contorno, o ponto mais quente na barra é sem¬ 
pre o centro. Assim, rpode ser encontrado resolvendo-se z/(25, f) = 
1 para t. Usando um termo na expansão em série (24), obtemos 

2500 

r = — r ln(80/jr) = 820 s. 


u 



FIG. 10.5.5 Gráfico da temperatura u em função de x e de t para o problema de condução de calor do Exemplo 1. 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 6. determine se o método de separação de 
variáveis pode ser usado para substituir a equação diferencial parci¬ 
al dada por um par de equações diferenciais ordinárias. Nesse caso. 
encontre as equações. 

1. .*«_ + «,= 0 2. fw rjr -f jcn f = 0 

+ m, = 0 4. [p(x)u x ] x - r(x)u n = 0 

6 - U xx + U yy+ XU=0 

Encontre a solução do problema de condução de calor 


11 . 


12 . 

13. 


XX 

U x x + 

u xx + (x+y)u„ = o 


lOOw^ = u r 0 < x < 1, t > 0: 
m( 0, /) = 0, w(l,/)=0, t > 0; 

u( jc, 0) = sen2;r.í — sen5;rjt f 0 < x < 1. 

8. Encontre a solução do problema de condução de calor 

u xx = 4 u r 0 < x < 2, t > 0; 

w(0, t) = 0, w(2, t) = 0, f > 0; 

u(x, 0) = 2sen(n r Jt/2) — sen7rx + 4sen2;r.r, 0 < jc < 2. 

Considere a condução de calor em uma barra com 40 cm de compri¬ 
mento cujas extremidades são mantidas à temperatura 0 C C para todo 
t > 0. Nos problemas de 9 a 12. encontre uma expressão para a tem¬ 
peratura u{x. t) se a distribuição de temperatura inicial na barra é a 
função dada. Suponha que ar = 1. 

9. u(Xy0) =50, 0 < jc <40 


14. 


é' 15. 

$ 16. 
♦' 17. 


10. u(x, 0) = 


x, 

40-x. 


0 < x < 20. 
20 < x < 40 


u(x, 0) 


0. 0 < x < 10. 

50, 10 < * < 30. 

0, 30 < x < 40 


u(x, 0) = jc t 0 < jc < 40 

Considere, novamente, a barra do Problema 9. Para t = 5 e jc = 
20, determine quantos termos são necessários para encontrar a 
solução correta até três casas decimais. Um modo razoável de 
fazer isso é encontrar n tal que a inclusão dc mais um termo 
não muda as três primeiras casas decimais de //(20. 5). Repita 
para r = 20 e r = 80. Chegue a alguma conclusão sobre a velo¬ 
cidade de convergência da série que representa w(.v, t). 

Para a barra no Problema 19: 

(a) Faça o gráfico de it em função de .v para t = 5, 10, 20. 40. 
100 e 200. Coloque todos os gráficos no mesmo conjunto de 
eixos obtendo, assim, uma visão de como a distribuição de tem¬ 
peratura muda com o tempo. 

(b) Faça o gráfico de u em função de / para x = 5, 10. 15. 20. 

(c) Desenhe um gráfico tridimensional de u em função de .v e 
de t. 

(d) Quanto tempo leva para a barra inteira esfriar e ficar a uma 
temperatura menor ou igual a 1 °C? 

Siea as instruções no Problema 14 para a barra no Problema 

10 . 


Siga as instruções no Problema 14 para a barra no Problema 11. 
Para a barra no Problema 12: 

(a) Faca o aráfico de u em função de x para / = 5, 10, 20, 40. 
100 e 200. ^ 

(b) Para cada valor de t usado no item (a), estime o valor de .v 
para o qual a temperatura é a maior de todas. Faça o gráfico 
desses valores em função de t para ver como a posição do pon¬ 
to mais quente na barra muda com o tempo. 
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(c) Faça o gráfico de u em função de t para x — 10, 20 e 30. 

(d) Desenhe o gráfico iridimensional de u em função de x e de 
t. 

(e) Quanto tempo leva para a barra inteira esfriar e ficar a uma 
temperatura menor ou igual a 1 C C? 

18. Considere uma barra metálica com 20 cm de comprimento aque¬ 
cida a uma temperatura uniforme de 100°C. Suponha que. em 
t — 0. as extremidades da barra são mergulhadas em um banho 
gelado a 0°C e. depois, mantidas a essa temperatura, mas não é 
permitido escapar calor pela superfície lateral. Encontre uma 
expressão para a temperatura em qualquer ponto da barra em 
um instante posterior. Determine a temperatura no centro da 
barra no instante / = 30 s se a barra é feita de (a) prata, (b) alu¬ 
mínio, ou (c) ferro fundido. 

19. Para a barra do Problema 18, encontre o tempo necessário para 
que o centro da barra esfrie a uma temperatura de 5°C se a bar¬ 
ra é feita de (a) prata, (b) alumínio ou (c) ferro fundido. 

20. Ao se resolver equações diferenciais, os cálculos podem ser, 
quase sempre, simplificados através da utilização variáveis 
adimensionais. Mostre que, se introduzirm os a variável adi- 
mensional £ = xIL, a equação do calor fica 

d 2 u L 2 du n „ , 

—- = — —, 0 <£< 1 , l > 0. 

dÇ 2 cr dt 

Como Lr/or tem unidades de tempo, é conveniente usar essa 
quantidade para definir uma variável adimensional r = ( or/L 2 )t . 
Mostre que. então, a equação do calor se reduz a 


= —, 0 < £ < 1, r > 0. 


21. Considere a equação 

av xx — bv f +cv= 0, (i) 

onde ci . b e c são constantes. 

(a) Seja m(.v, t) = /), onde ò é constante, e encontre a 

equação diferencial parcial correspondente para //. 

(b) Se b # 0. mostre que Ô pode ser escolhido de modo que a 
equação diferencial parcial encontrada no item (a) não tem ter¬ 
mo em w. Assim, através de uma mudança de variável depen¬ 
dente. é possível reduzir a Eq. (i) à equação do calor. 

22. A equação do calor em duas dimensões espaciais é 

a2 ( U ,*+ U yy) = U r 

Supondo que u{x, v, t) = X(x)Y(y)T{t), encontre as equações 
diferenciais ordinárias que são satisfeitas porXfr), Y(y) e T{t). 

23. A equação do calor em duas dimensões espaciais pode ser ex¬ 
pressa, em coordenadas polares, na forma 

a 2 [« rr + (1 /r)u r + (1 /r 2 )u 99 ) = u r 

Supondo que u(r , 0 , t) = R{r)®(0)T{t ), encontre as equações 
diferenciais ordinárias que são satisfeitas por /?(r), 0(0) e T(r). 


10.6 Outros Problemas de 
Condução de Calor 


Na Seção 10.5. consideramos o problema que consiste na equa¬ 
ção do calor 


= u r 

0 < j r < L, 

t > 0, 

(1) 

nas condições de contorno 

«(0,0 = 0, 

«a, 0 = 0 , 

t > 0, 

(2) 


e na condição inicial 

w(jc, 0) = /( jc), 0 < jc < L. 

Vimos que a solução é 


E w 2 2 _, 2 f / ¥ 2 nJTX 

c n e /L sen-, 

_i C 


onde os coeficientes c„ são iguais aos da série 


( 3 ) 

( 4 ) 


oo 

_, tlTZX 

fW = 22 c „ sen——. (5) 

n=l L 

A série na Eq. (5) é, simplesmente, a série de Fourier em senos de 
fi de acordo com a Seção 10.4, seus coeficientes são dados por 


c„ = j- jf f(x) sen dx. (6) 

Logo, a solução do problema de condução de calor, Eqs. (1), (2), 

(3) , é dada pela série na Eq. (4) com os coeficientes calculados pela 
Eq. (6). 

Enfatizamos que. neste estágio, a solução (4) tem que ser consi¬ 
derada como uma solução formal . isto é, foi obtida sem a justifica¬ 
tiva rigorosa dos processos de limite envolvidos. Tal justificativa 
está aquém do escopo deste livro. No entanto, uma vez obtida a série 

(4) , é possível mostrar que ela converge em 0 < x < L t > 0 para 
uma função contínua, que as derivadas m cv e u, podem ser calculadas 
diferenciando a série (4) termo a termo e que a equação de calor (1) 
é satisfeita, de fato. O argumento depende, fortemente, do fato de 
que cada termo da série (4) contém um fator exponencial com po¬ 
tência negativa, o que resulta em uma convergência relativamente 
rápida da série. Um outro argumento estabelece que a função/dada 
pela Eq. (4) satisfaz, também, as condições de contorno e a condi¬ 
ção inicial; isso completa a justificativa da solução formal. 

É interessante notar que, embora/ satisfaça as condições do 
teorema de convergência de Fourier (Teorema 10.3.1), ela pode 
ter pontos de descontinuidade. Nesse caso, a distribuição inicial 
de temperatura w(jc, 0) = fx) é descontínua em um ou mais pon¬ 
tos. De qualquer jeito, a solução z/(.v, /) é contínua para valores 
arbitrariamente pequenos de / > 0. Isso ilustra o fato de que a 
condução de calor é um processo de difusão que suaviza, instan¬ 
taneamente, quaisquer descontinuidades que possam estar presen¬ 
tes na distribuição inicial de temperatura. Finalmente, como / é 
limitada, segue da Eq. (6) que os coeficientes c„ também são limi¬ 
tados. Em conseqüência, a presença do fator exponencial com 
potência negativa em cada termo da série garante que 

limw(x,f) = 0 (7) 

/-► 00 

para todo a\ independentemente da condição inicial. Isso está de 
acordo com o resultado esperado pela intuição física. 

Vamos considerar, agora, dois outros problemas da equação 
de calor a uma dimensão espacial que podem ser resolvidos pelo 
método desenvolvido na Seção 10.5. 


Condições de Contorno Não-Homogêneas. Suponha que uma 
das extremidades da barra é mantida a uma temperatura cons¬ 
tante T, e a outra é mantida a outra temperatura constante, T z . 
Então, as condições de contorno são 

m(0, t) = T v u(L, t) = T 2 , t > 0. (8) 

A equação diferencial (1) e a condição inicial (3) permanecem 
inalteradas. 
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Esse problema só é ligeiramente mais difícil, devido às con¬ 
dições de contorno não-homogêneas, do que o resolvido na Se¬ 
ção 10,5. Podemos resolvê-lo reduzindo-o a um problema com 
condições de contorno homogêneas, que pode ser resolvido, 
então, como na Seção 10.5. A técnica para fazer isso é sugerida 
pelo argumento físico a seguir. 

Depois de muito tempo, isto é, quando t —> antecipamos 
que será alcançada uma temperatura estacionária iXa). que é in¬ 
dependente do tempo t e das condições iniciais. Como tX.r) tem 
que satisfazer a equação de calor (1), temos 

v"(x) = 0, 0 < x < L. (9) 

Logo, a distribuição de temperatura estado estacionário é uma 
função linear de a. Além disso, i(.v) tem que satisfazer as condi¬ 
ções de contorno 

v(0) = T v v(L) = r 2 , (10) 

que são válidas mesmo quando / —> A solução da Eq. (9) sa¬ 

tisfazendo as Eqs. (10) é 

»C*) = (r 2 - r,)£ + r,. dl) 

Retomando ao problema original, Eqs. (1), (3) e (8), vamos 
tentar expressar u(x. t) como a soma da distribuição estado esta¬ 
cionário iX.v) com uma outra distribuição (transiente) w(a, t); es¬ 
crevemos, então, 

u(x y t) = v(x) + iu(a, t). (12) 

Como v(x) é dado pela Eq. (11), o problema será resolvido se 
pudermos determinar u (a. t). O problema de valores de contor¬ 
no para ir(.v, t) é obtido substituindo-se u nas Eqs. (1), (3) e (8) 
pela expressão na Eq. (12). 


Da Eq. (1), temos 

or 2 (u 4- w) xx = (v + w) t ; 

segue que 

0(2 w xx = w r < 13 > 

já que v XJ = 0 e v. = 0. Analogamente, das Eqs. (12). (8) e (10), 

u;(0, t) = «(0, t) - u(0) = 7j - 7j = 0. 

(14) 

w(L, t) — u(L, t ) — u(L) = T 2 — T 2 = 0. 

Finalmente, das Eqs. (12) e (3). 

w(x, 0) = m( x, 0) - v(x) = f(x) - v(x), (15) 

onde iLv) é dado pela Eq. (11). Assim, a parte transiente da solu¬ 
ção do problema original é encontrada resolvendo-se o proble¬ 
ma que consiste nas Eqs. (13), (14) e (15). Esse último problema 
é. precisamente, o discutido na Seção 10.5 considerando fix) — 
lix) como a distribuição inicial de temperatura. Portanto. 

u(x,t)=(T 2 -T i )'^ + r,+^c n íT' r7r ‘“ 2 ' /i ‘ sen ^^,(16) 

n=\ 

onde 

c n = [/(*) “ (h - r,)^- - T^sen— dx. (17) 

Esse é um outro caso em que um problema mais difícil é resolvi¬ 
do reduzindo-o a um problema mais simples que já foi solucionado. 
A técnica de reduzir um problema com condições de contorno não- 
homogêneas a um com condições de contorno homogêneas, através 
da subtração da solução estado estacionário, tem ampla aplicação. 


Exemplo 1 

Considere o problema de condução de calor 

u xx = w /f 0 < jc < 30, t > 0, (18) 

w(0, t) = 20, m(30, t) = 50, />0, (19) 

u(; c, 0) = 60 — 2 a. 0 < x < 30. (20) 

Encontre a distribuição de temperatura estado estacionário e o 
problema de valores de contorno que determina a solução tran¬ 
siente. 

A temperatura estado estacionário satisfaz t f(x) = 0 e as con¬ 
dições de contorno t(0) = 20 e i<30) = 50. Assim, ifx) = 20 + 
x. A solução transiente //(a\ t) satisfaz a equação do calor 

w xx = w r ( 21 ) 

as condições de contorno homogêneas 

tu(0, t) = 0, u;(30,f) = 0. (22) 

e a condição inicial modificada 

w( a, 0) = 60 — 2a — (20 + a) = 40 — 3a. (23) 

Note que esse problema é da forma (1). (2). (3)comJ{x) = 40 - 
3a, a 2 = 1 e L = 30. Logo. a solução é dada pelas Eqs. (4) e (6). 

A Fig. 10.6.1 mostra os gráficos da distribuição inicial de 
temperatura 60 — 2a. da distribuição final de temperatura 
20 + a. e da temperatura em três instantes intermediários en¬ 


contrados resolvendo-se as Eqs. (21), (22) e (23). Note que a 
temperatura intermediária satisfaz as condições de contorno 
(19) para qualquer t > 0. Quando / aumenta, o efeito das con¬ 
dições de contorno move-se, gradualmente, das extremidades 
da barra para seu centro. 



FIG. 10.6.1 Distribuições de temperatura em diversos instantes para o 
problema de condução do calor do Exemplo 1. 
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Barra ema Extremidades Isoladas. Um problema ligeiramente 
diferente acontece quando as extremidades da barra estão isola¬ 
das. de modo que não há transferência de calor através delas. De 
acordo com a Eq, (2) no Apêndice A, a taxa de fluxo de calor 
através de uma seção reta é proporcional à taxa de variação da 
temperatura na direção x Assim, no caso de não haver fluxo de 
calor, as condições de contorno são 

w v (0, 0 = 0, íf t (L*r)=0, t > 0. (24) 

O problema posto pelas Eqs. (1), (3) e (24) também pode ser 
resolvido pelo método de separação de variáveis. Se considerar¬ 
mos 

u(x,t) = X(x)T(ty* (25) 


Finalmente, se À > 0, considere A = /r f onde fi é real e posi¬ 
tivo. Então, a Eq, (27) fica X ' + fj?X = 0 e> em conseqüência, 

X(x) — k x sen/xx + k 2 cos fix, (33) 

A condição de contorno (29) implica que k } — 0 e a condição de 
contorno (3) implica que \n = htt/L para n = l t 2, 3, mas 
deixa k 2 arbitrário. Logo, o problema (27), (29), (30) tem uma 
seqüência infinita de autovalores positivos À = n 2f rr!L\ com 
autofunções associadas X(x) = cos (nmrfL). Para esses valores 
de A, as soluções T(t) da Eq. (28) são proporcionais a 
exp( —n-7rortíL-). 

Combinando todos esses resultados, temos as seguintes solu¬ 
ções fundamentais para o problema (1), (3), (24): 


e substituirmos essa expressão parau na Eq. (]), segue da Seção 
10.5 que 


X 



(26) 


onde A é uma constante. Obtemos, então, novamente, duas equa¬ 
ções diferenciais ordinárias 

X" + kX = 0. (27) 

r + a 2 XT = 0. (28) 

Para qualquer valor de À, um produto de soluções das Eqs. (27) 
e (28) é uma solução da equação diferencial parcial (1), Estamos 
interessados, no entanto, apenas nas soluções que satisfazem, 
também, as condições de contorno (24). 

Substituindo u(x 9 1 ) dada pela Eq. (25) na condição de con¬ 
torno em x - 0, obtemos À"(0)7(0 = 0, Não podemos permitir 
que T(t) seja nula para todo r, já que. nesse caso. m(x t) também 
seria nula para todo /. Logo. temos que ler 


JC'(0) = 0. (29) 

Procedendo da mesma maneira com a condição de contorno em 
x = L, vemos que 


X'(L) = 0. (30) 

Logo. queremos resolver a Eq. (27) sujeitas às condições de con¬ 
torno (29) e (30). É possível mostrar que só existem soluções 
não-triviais desse problema se À for real. Um modo de fazer 
isso está indicado no Problema 18; outra maneira é apelar para 
uma teoria mais geral, que será discutida na Seção 11,2. Va¬ 
mos supor que À é real e considerar três casos; À < 0. A = 0 e 
A >0. 

Se À < 0, é conveniente fazer À — - jjl 1 . onde fi é real e 
positivo. Então a Eq. (27) fica X" — fx~X = 0 e sua solução 
geral é 

X (x) = fc| senh fix + k 7 cosh fix , (31) 

Nesse caso, as condições de contorno só podem ser satisfeitas 
escolhendo-se Aq = k 2 — 0. Como isso não é aceitável. À não pode 
ser negativo; em outras palavras, o problema (27), (29), (30) não 
tem autovalores negativos, 

Se À = 0, então a Eq. (27) fica X" = 0 e, portanto. 


X(x) =k } x + k r (32) 

Âs condições de contorno (29) e (30) implicam que A, — 0, mas 
não determinam k 2 . Logo. À = ü é um autovalor associado à 
autofunção X(x) — 1. Para A = 0. seguedaEq. (28) que T(t) tam¬ 
bém é constante, o que pode ser combinado com Ax Portanto, para 
A = 0, obtemos a solução constante u(x, t) = k 2 . 


u 0 (x,t) = 1 , 


íi (x, r) = g-« 2 ” 2 “ 2f /i 2 cos 


nnx 


« = li2, 


(34) 


onde retiramos as constantes de proporcionalidade. Cada uma 
dessas funções satisfaz a equação diferencial (1) e as condições 
de contorno (24). Como tanto a equação diferencial quanto as 
condições de contorno são lineares e homogêneas, qualquer com¬ 
binação linear finita de soluções fundamentais as satisfazem. Va¬ 
mos supor que isso também é verdade para uma combinação li¬ 
near infinita convergente de soluções fundamentais. Então, para 
que a condição inicial (3) seja satisfeita, vamos supor que w{x í) 
tem a forma 


00 


u(x, t ) = -~u 0 (x, t ) + ^c n « n Cx, t) 

n= 1 

r 00 - * * - 

= t + XV fL 


nrrx 


cos 




(35) 


(36) 


Os coeficientes c n são determinados pela condição 

C n 1171X 

u(x, 0) = -j- + 22c n cos —j-- = f(x) 

Logo, os coeficientes desconhecidos na Eq. (35) têm que ser os 
coeficientes da série de Fourier em co-senos de período 2 L d ef 
Portanto. 


c„ = y f f (x) cos dx, n = 0, 1, 2,-(37) 

L J o L 

Com essa escolha dos coeficientes c 0 , c lt e 2 .a série (35 ) é 

solução do problema de condução de calor para uma barra com 
extremidades isoladas. Eq. (1), (3). (24). 

Vale a pena observar que a solução (35) pode, também, ser 
considerada como a soma de uma distribuição de temperatura 
estado estacionário (dada pela constante cj 2), independente do 
tempo t, e uma distribuição transiente (dada pelo resto da série 
infinita), que tende a zero no limite quando t tende a infinito. O 
fato de que o estado estacionário é uma constante é consistente 
com a intuição de que o processo de condução de calor irã. gra¬ 
dualmente. uniformizar a distribuição de temperatura na barra, 
enquanto não for permitido ao calor escapar para fora. A inter¬ 
pretação física do termo 

j = ~ JÍ fU 0 dx (38) 

é que é o valor médio da distribuição de temperatura original. 
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Exemplo 2 


Encontre a temperatura u{\\ Hem uma barra metálica com 25 cm de 
comprimento, isolada tanto nas extremidades quanto nos lados, cuja 
distribuição inicial de temperatura é u(x\ 0) = x para 0 < x < 25. 

A temperatura na barra satisfaz o problema de condução de 
calor (1), (3), (24) com L = 25. Logo, da Eq. (35), a solução é 


é a solução do problema dado. 

Para cr = ba Fig. lü,ó.2 mostra gráficos da distribuição de 
temperatura na barra em diversos instantes. Novamente, a con¬ 
vergência da série é tão rápida que basta um número relativamen¬ 
te pequeno de termos para gerar os gráficos. 



Problemas Mais Gerais, O método de separação de variáveis tam¬ 
bém pode ser usado para resolver problemas de condução de ca¬ 
lor com outras condições de contorno diferentes das dadas pelas 
Eqs. (8 ) e (24). Por exemplo, a extremidade esquerda da barra pode 
ser mantida a uma temperatura fixa T. enquanto a outra extremi¬ 
dade está isolada. Nesse caso, as condições de contorno são 

«(0, t) = T, u x (L , /) = 0, r > 0, (43) 

O primeiro passo para se resolver esse problema é reduzir as 
condições dc contorno dadas as condições homogêneas, subtra¬ 
indo-se a solução estado estacionário. O problema resultante é 
resolvido, essencial mente, pelo mesmo método usado nos pro¬ 
blemas considerados anteriormente. No entanto, a extensão da 
função inícial/fora do intervalo [0. L] é um pouco diferente das 
extensões consideradas até agora (veja o Problema 15). 

Um tipo mais geral de condições de contorno ocorre quando 
o fluxo de calor nas extremidades da barra é proporcional à tem¬ 
peratura. Demonstra-se, no Apêndice A, que as condições de 
contorno nesse caso são da forma 

u x (0, t) - h^iO, t ) — 0, u x (L t t) 4- t) = 0, 

t > 0, (44) 

onde /?, e fu são constantes não-negativas. Se aplicarmos o mé¬ 
todo de separação de variáveis ao problema que consiste nas Eqs. 
(1), (3) e (44), encontramos que X(x) tem que ser solução de 

X” + XX = 0, X f (0)~h l X(Q) = Q i 

X\L)+h 2 X(L) = 0, (45) 

onde À é uma constante de separação. Mais uma vez. é possível 
mostrar que só existem soluções não-triviais para determinados 


valores reais não-negativos de À, os autovalores, mas esses valo¬ 
res não são dados por uma fórmula simples {veja o Problema 20). 
Também é possível mostrar que as soluções correspondentes das 
Eqs. (45), as autofunções, satisfazem uma relação de ortogonali- 
dade e que pode-se satisfazer a condição inicial (3) superpondo- 
se as soluções das Eqs. (45 ). No entanto, a série resultante não está 
incluída nas discussões deste capítulo, Existe uma teoria mais geral 
que cobre tais problemas e está esquematizada no Cap. 1 1. 


Problemas 

Nos problemas de 1 a 8, encontre a solução estado estacionário da 


equação do calor oru 

* = ", que 

satisfaz o 

conjunto dado de condi¬ 

ções 

de contorno. 




L 

H(0, 0 = 

10, 

“(50. f) 

= 40 


2. 

»{0, f) = 

30, 

“(40, í) 

= -20 


3. 

«,(0, o = 

= 0, 

u(L, t ) = 

= 0 


4. 


= 0, 

u(L.t)-. 

= T 


5. 

«(0. o = 

0, 

11,0., 0 = 

= 0 


6, 

H(0. o = 

T, 

“^.0 = 

= 0 


7. 

M0.0- 

-u( 0 

,0 = 0. 


ze T 

, 

u<0, r) = 

7\ 

uAL, 0 - 

■F u(L f r) 

= 0 

9. 

Considere 

uma 1 

narra de alumínio, com 20 cm de eomprimen- 


to, inicialmente a uma temperatura uniforme de 25"C Supo¬ 
nha que. no instante t = (X a extremidade x ~ 0 é esfriada a 
(fC enquanto a extremidade a = 20 é aquecida a 60° C e am¬ 
bas são mantidas, daí para a freme, a essas temperaturas. 

(a) Encontre a distribuição de temperatura na barra em qual¬ 
quer instante r. 

fb) Faça os gráficos da distribuição inicial de temperatura, da 
distribuição final íestado estacionário) e de duas distribuições 
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f 10 . 


éFò D. 


12. 


éfl 13 . 


4fL 14 . 


em dois instantes representativos intermediários no mesmo con¬ 
junto de eixos. 

(c) Faça o gráfico de u em função de / para .r = 5. 10 e 15. 

(d) Determine o tempo necessário para que a temperatura em 
x = 5 cm alcance (e permaneça) em um intervalo de 1 9c em 
torno de seu valor estado estacionário. 

(a) Suponha que as extremidades de uma barra de cobre com 100 
cm de comprimento são mantidas a 0°C. Suponha que o centro 

da barra é aquecido a 100°C por uma fonte externa de calor e que u 
essa situação é mantida até resultar em um estado estacionário. 
Encontre essa distribuição de temperatura estado estacionário. 

(b) Suponha que a fonte externa é removida em um instante t = 0 
[depois de atingido o estado estacionário do item (a)]. No mesmo 
instante, suponha que a extremidade x = 0 é colocada em contato 
com um reservatório a 20°C e que a outra extremidade permanece 
a 0 C C. Encontre a temperatura em função da posição e do tempo. 

(c) Faça o gráfico de u em função de x para diversos valores de 
r. Faça, também, o gráfico de u em função de t para diversos 
valores de a. 

(d) A que valor limite tende a temperatura no centro da barra ,, 
depois de um longo tempo? Depois de quanto tempo o centro ^ 
da barra esfria, ficando a I o de seu valor limite? 

Considere uma barra de 30 cm de comprimento para a qual cr 
= 1. Suponha que a distribuição inicial de temperatura é dada 
por u(x. 0) = a(60 — a*)/ 30 e que as condições de contorno são 
uíO, t) = 30 e m(30. t) = 0. 

(a) Encontre a temperatura na barra cm função da posição e do 
tempo. 

(b) Faça o gráfico de u em função de x para diversos valores de 

r. Faça. também, o gráfico de u em função de t para diversos 
valores de x. ^ 

(c) Faça o gráfico de u em função de / para x - 12. Observe que 
u inicial mente diminui, depois cresce por um tempo e. finalmente, 
diminui para alcançar seu valor estado estacionário. Explique, 
fisicamente, por que ocorre esse comportamento nesse ponto. 
Considere uma barra uniforme de comprimento L a uma tem¬ 
peratura inicial dada por uix, 0) = sení nxiL). 0 ^ x ^ L. Supo¬ 
nha que ambas as extremidades estão isoladas. 

ía) Encontre a temperatura uix, /). 

(b) Qual é a temperatura estado estacionário quando t —» x? 

(c) Sejam a 2 = 1 e L = 40. Faça o gráfico de u em função de .v 
para diversos valores de t. Faça. também, o gráfico de u em 
função de t para diversos valores de .v. 

(d) Descreva, em poucas palavras, como a temperatura na bar¬ 
ra varia com o passar do tempo. 

Considere uma barra com 40 cm de comprimento cuja tempera¬ 
tura inicial é dada por u(x. 0) = a( 60 — ,r)/30. Suponha que cr = 

1/4 cnf/s e que ambas as extremidades da barra estão isoladas. 

(a) Encontre a temperatura u(x\ t ). 

(b) Faça o gráfico de // em função de x para diversos valores de 
t. Faça. também, o gráfico de u em função de t para diversos 
valores de a. 

(c) Determine a temperatura estado estacionário na barra. 

(d) Determine o intervalo de tempo necessário para que a tem¬ 
peratura em .v - 40 fique a 1 3 de seu valor estado estacionário. 
Considere uma barra com 30 cm de comprimento, feita de um 
material para o qual cr = 1. e cujas extremidades estão isola¬ 
das. Suponha que a temperatura inicial é zero. exceto no inter¬ 
valo 5 < x < 10. onde é 25°. 

(a) Encontre a temperatura u{x, r). 

(b) Faça o gráfico de u em função de .v para diversos valores de 
t. Faça. também, o gráfico de u em função de t para diversos 
valores de .v. 

(c) Faça o gráfico de ui 4, r) e u{ 11. /) em função de t. Observe 
que os pontos .v = 4e.v= 11 estão localizados simetricamente 
em relação ao pulso inicial, embora os gráficos de suas respec¬ 
tivas temperaturas sejam bem diferentes. Explique fisicamente 
por que isso acontece. 


15. Considere uma barra uniforme de comprimento L com distri¬ 
buição inicial de temperatura dada por^.v), 0 ^ x ^ L. Supo¬ 
nha que a temperatura na extremidade .v = 0 é mantida a 0°C, 
enquanto a extremidade x = L está isolada, de modo que não 
há fluxo de calor através dela. 

(a) Mostre que as soluções fundamentais da equação diferenci¬ 
al parcial e das condições de contorno são 

(jc, i) = e- {2n ~ l)i * ia2,,AL2 sen[(2n-l)nx/2L], n = 1,2.3. 

(bl Encontre uma expansão em série formal para a temperatura 

Iii.v. n. 

OO 

u(x, t) = ^c„M n (jr, /), 

n=l 

que satisfaça, também, a condição inicial u(. t, 0) —fix). 
Sugestão : Embora as soluções fundamentais envolvam apenas 
senos ímpares, ainda é possível representar /por uma série de 
Fourier em senos envolvendo apenas essas funções. Veja o 
Problema 39 da Seção 10.4. 

16. Na barra do Problema 15. suponha que L = 30. que or = 1 e 
que a distribuição inicial de temperatura é fix) = 30 - .r para 
0 < a < 30. 

(a) Encontre a temperatura w(.v, /). 

(b) Faça o gráfico de u em função de a para diversos valores de 
f. Faça. também, o gráfico de u em função de r para diversos 
valores de jc. 

(c) Como muda a localização do ponto mais quente da barra x„ 
quando / aumenta? Desenhe o gráfico de x m em função de /. 

(d) Faça o gráfico da temperatura máxima na barra em ftinção de t. 

17. Suponha que as condições são como nos Problemas 15 c 16. 
exceto que a condiçàn <e contorno em .c = 0 é i/(0. r) — 40. 

(a) Encontre a temperatura u{. r, /). 

(b) Faça o gráfico de u em função de a para diversos valores de 
t. Faça, também, o gráfico de u em função de t para diversos 
valores de x. 

(c) Compare os gráficos obtidos neste problema com os do Pro¬ 
blema 16. Explique como a mudança na condição de contorno 
em a = 0 causa as diferenças observadas no comportamento 
da temperatura na barra. 

18. Considere o problema 

X" + ÀX=0. X'(0)=0. X'(L) = 0. (i) 

Seja A = fi : . onde /r = v 4* ia, com ve cr reais. Mostre que, se 
a * 0. então a única solução das Eqs. (i) é a solução trivial X(a) = 0. 
Sugestão : Use um argumento semelhante ao do Problema 23 
da Seção 10.1. 

19. A extremidade direita de uma barra de comprimento a com con- 
dutividade térmica k, e área de seção reta A, é juntada à extremi¬ 
dade esquerda de uma barra com condutividade térmica k : e área 
de seção reta A : , A barra composta tem comprimento total L Su¬ 
ponha que a extremidade x = 0 é mantida a temperatura zero, en¬ 
quanto a extremidade x = L é mantida a temperatura T. Encontre 
a temperatura estado estacionário na barra composta, supondo que 
a temperatura e a taxa de fluxo de calor são contínuas em x = a. 
Sugestão: Veja a Eq. (2) no Apêndice A. 

20. Considere o problema 

ot 2 u xx =u r 0 < a < L, t > 0; 
m(0, 0 = 0, w t (L, t) -h yu(L, t) = 0, t > 0: (i) 

w(jc, 0) = f(x) s 0 <x<L. 

(a) Seja u(x , t) = X(x)T(t) e mostre que 
X" + kX=0 , X(0) = 0, X’{L) + yX(L) = 0. (ii) 

e 

r + Acrr = o. 

onde À é uma constante de separação. 
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(b) Suponha que À é real e mostre que o problema (ii) não tem 
soluções não-triviais se À ^ 0. 

(c) Se A > 0. seja A = jx 2 com fx > 0. Mostre que o problema 
(ii) só tem soluções não-triviais se /x for solução da equação 

H cos/iL -f Y sen//L = 0. (iii) 

(d) Reescreva a Eq. (iii) como t g(fiL) = -fiJy. Depois, dese¬ 

nhando os gráficos de y = tg(fiL) e de v = —/jLLJyL para /x > 
0 no mesmo conjunto de eixos, mostre que a Eq. (iii) é satisfei¬ 
ta por uma infinidade de valores positivos para /i; denote esses 
valores por /x t , ...» fi n .ordenados em ordem crescente. 

(e) Determine o conjunto de soluções fundamentais u„(x, t) 
correspondente aos valores /i n encontrados no item (d). 

Uma Fonte de Calor Externa. Considere o problema de condução de 
calor em uma barra em contato térmico com uma fonte ou um sorve¬ 
douro de calor. Então a equação de calor modificada é 

u, = a 2 u xx + J(.r), (i) 

onde a parcela .v(.v) descreve o efeito do fator externo: v(.v) é positiva no 
caso de uma fonte e negativa no caso de um sorvedouro. Suponha que 
as condições de contorno são 

a(0 t f)s=7'], u{L,t) = T 2 (ii) 

e que a condição inicial é 

u(x,0) =/(*). (iii) 

Os problemas dc 21 até 23 tratam desse tipo de problema. 

21. Escreva w(jt\ /) = v(.v) + w{x, /). onde v e w são, respectivamente, 
a parte estado estacionário e a parte transiente da solução. Enun¬ 
cie os problemas de contorno que v(.v) e utv. /). respectivamene. 
satisfazem. Observe que o problema para w é o problema de 
condução de calor fundamental discutido na Seção 10.5 com 
uma distribuição inicial de temperatura modificada. 

♦ 22. (a) Suponha que cr = 1 e que s(x) - k. uma constante, na Eq. 

(i). Encontre v(x). 

(b) Suponha que 7*, = 0. T = 0, L = 20, k = 7« cflx) — 0 para 0 
< x < L Determine utv. r). Depois faça o gráfico de w(.v, t) em fun¬ 
ção de x para diversos valores de t : no mesmo conjunto de eixos 
faça o gráfico, também, da parte estado estacionário da solução \tv). 
w 23. (a) Sejam a 2 = 1 e s(x) — kx/L. onde k é uma constante. En¬ 
contre v(x). 

(b) Suponha que T l = 10, T = 30. L = 20. k = 1/2 e/.v) = 0 
para 0 < .r < L. Determine utv. D. Depois faça o gráfico de 
wtv. t) em função de x para diversos valores de /; no mesmo 
conjunto de eixos faça o gráfico, também, da parte estado esta¬ 
cionário da solução vfv). 


10.7 A Equação de Onda: 

Vibrações de uma Corda Elástica 

Uma segunda equação diferencial parcial que ocorre com fre- 
qüência em matemática aplicada é a equação de onda. :< Algu¬ 
ma forma dessa equação, ou uma generalização, quase que ine¬ 
vitavelmente aparece em qualquer análise matemática de fe¬ 


"A solução da equação de onda foi um dos principais problemas matemáticos de meados 
do século XVIII. A equação de onda foi deduzida e estudada pela primeira vez por 
D’Alembert em 1746. Atraiu, também, a atenção de Euler (1748). Daniel Bernoulli (1753) 
e Lagrange í 1759). Foram obtidas soluções de formas diferentes e os méritos dc cada uma. 
e relações entre elas. eram discutidas, algumas vezes acaloradamente, em uma série de arti¬ 
gos durante mais de 25 anos. Os pontos principais em discussão tratavam da natureza de 
uma função e dos tipos de funções que podem ser representadas por séries trigonométricas. 
Essas questões não foram resolvidas até o século XIX. 


nômenos envolvendo a propagação de ondas em um meio contínuo. 
Por exemplo, estudos de ondas acústicas, ondas de água. ondas ele¬ 
tromagnéticas e ondas sísmicas baseiam-se. todos, nessa equação. 

Talvez a situação mais fácil de visualizar seja a investigação de 
vibrações mecânicas. Suponha que uma corda elástica de compri¬ 
mento L esteja ligeiramente esticada entre dois suportes no mesmo 
nível horizontal, de modo que o eixo dos .v esteja ao longo da corda 
(veja a Fig. 10.7.1). Pode-se pensar nessa corda elástica como sen¬ 
do uma corda de violino, ou um esteio, ou. possivelmente, um cabo 
de força. Suponha que a corda é colocada em movimento (puxan- 
do-se, por exemplo) de modo que vibra em um plano vertical, e 
denote por u( a\ í) o deslocamento vertical da corda no ponto x no 
instante /. Se são desprezados os efeitos de amortecimento, como a 
resistência do ar. e se a amplitude do movimento não é muito gran¬ 
de. então u( a, t) satisfaz a equação diferencial parcial 


no domínio 0 < .v < L, / > 0. A Eq. (1) é conhecida como a 
equação de onda em uma dimensão e está deduzida no Apêndi¬ 
ce B ao final deste capítulo. O coeficiente constante a 2 que apa¬ 
rece na Eq. (1) é dado por 

a 2 = T/p, (2) 

onde Té a tensão (força) na corda e pé a massa por unidade de 
comprimento do material da corda. Então, ci tem unidades de com¬ 
primento/tempo — isto é. de velocidade. O Problema 14 mostra 
que a é a velocidade de propagação das ondas ao longo da corda. 

Para descrever, completamente, o movimento da corda, é 
necessário especificar, também, condições de contorno c inici¬ 
ais adequadas para o deslocamento w(.v, f). Supõe-se que as ex¬ 
tremidades permanecem fixas, logo as condições de contorno são 

u(0, /) = 0, u(L,t) = 0, t > 0. (3) 

Como a equação diferencial (1) é de segunda ordem em relação 
a r, parece razoável descrever duas condições iniciais. Elas são a 
posição inicial da corda, 

u(x, 0) = f(x) y 0 < x < L, (4) 

e sua velocidade inicial. 

M,(*,0) =g(x). 0 <x <L, (5) 

onde/e g são funções dadas. Para que as Eqs. (3 ), (4) e (5) se¬ 
jam consistentes, é necessário, também, supor que 

/(0) = /(L) = 0, g( 0) = g(L) = 0. (6) 

O problema matemático, então, é determinar a solução da 
equação de onda (1) que satisfaz, também, as condições de con¬ 
torno (3) e as condições iniciais (4) e (5). Como o problema de 
condução de calor das Seções 10.5 e 10.6, esse é um problema 



FIG. 10.7.1 Uma corda vibrante. 
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t - 

x = 

--L 

u(0,t) = 0 

a 2 «*r = “tf 

u(L,t) = 0 


u{x,0)=f{x) 

X 


u,{x,0) =g(x) 



FIG. 10.7.2 Problema de valores de contorno para a equação de onda. 


de valor inicial na variável temporal / e um problema de valores 
de contorno na variável espacial x. De outro ponto de vista, tam¬ 
bém pode ser considerado como um problema de valores de con¬ 
torno na faixa semi-infinita 0 < x < L t > 0 no plano xt (veja a 
Fig. 10.7.2). São impostas uma condição em cada ponto dos lados 
semi-infinitos e duas condições em cada ponto da base finita. 

É importante compreender que a Eq. (1) modela um número 
grande de outros problemas ondulatórios, além das vibrações 
transversas de uma corda elástica. Por exemplo, basta interpre¬ 
tar a função // e a constante a apropriadamente para se ter pro¬ 
blemas que tratam de ondas em um oceano, ondas acústicas ou 
eletromagnéticas na atmosfera, ou ondas elásticas em um corpo 
sólido. Se o problema tiver mais de uma dimensão espacial sig¬ 
nificativa. então a Eq. (1) tem que ser ligeiramente generaliza¬ 
da. A equação de onda a duas dimensões é 

a 2 («„ + M vy) = u ,r 

Essa equação apareceria, por exemplo, se considerássemos o movi¬ 
mento de uma superfície fina elástica, como a superfície de um tam¬ 
bor. Analogamente, em três dimensões, a equação de ondas é 

a 2 (u xx + w vv + «..) = u„. (8) 

Em conexão com essas duas últimas equações, as condições de 
contorno e iniciais também têm que ser generalizadas de manei¬ 
ra adequada. 

Vamos resolver, agora, alguns problemas de valores de con¬ 
torno típicos envolvendo a equação de onda unidimensional. 

Corda Elástica com Deslocamento Inicial São-Nulo. Suponha, 
primeiro, que a corda é deslocada em relação a sua posição de 
equilíbrio e solta, depois, no instante / = 0. com velocidade nula. 
para vibrar livremente. Então, o deslocamento vertical w(.v, t) tem 
que satisfazer a equação de onda (1), 

a 2 u xx = u tr 0 < a* < L, t > 0: 

as condições de contorno (3), 

//(O, r) = 0. w(L,/) = 0, t > 0: 

e as condições iniciais 

m(j c, 0) = /(x), u t (x . 0) = 0. 0 < x < I, (9) 

onde/é uma função dada que descreve a configuração da corda 
em t = 0. 


O método de separação de variáveis pode ser usado para se 
obter a solução das Eqs. (1), (3) e (9). Supondo que 


u(x , t) = X(x)T(t) 
e substituindo u na Eq. (I). obtemos 


X" 1 T" 



( 10 ) 

dl) 


onde À é uma constante de separação. Vemos, então, que X(x) e 
T(t) satisfazem as equações diferenciais 


X" + XX = 0. (12) 

T" + a 2 kT = 0. (13) 

Além disso, substituindo u(x. t) nas condições de contorno (3) 
pela expressão na Eq. (10), vemos que X(.v) tem que satisfazer 
as condições de contorno 


X(0)=0. X(L) = 0. (14) 

Finalmente, usando a Eq. (10) na segunda das condições iniciais 
(9), vemos, também, que T(t) tem que satisfazer a condição ini¬ 
cial 


r'(0) = 0. (15) 

Nossa próxima tarefa é determinar X(.v). 71/) e À resolvendo a 
Eq. (12) sujeita às condições de contorno (14) e a Eq. (13) sujei¬ 
ta à condição inicial (15). 

O problema de resolver a equação diferencial (12) sujeita às 
condições de contorno (14) é precisamente o mesmo problema 
que apareceu na Seção 10.5 em conexão com um problema de 
condução de calor. Podemos, então, usar os resultados obtidos 
ali e no final da Seção 10.1: os problemas (12) e (14) têm solu¬ 
ções não-triviais se. e somente se, À é um autovalor, 

k = n 2 n 2 /L 2 , « = 1,2. (16) 

e X(.y) é proporcional às autofunções correspondentes sen(/i7r.v/ 
U 

Usando os valores de À dados pela Eq. (16) na Eq. (13). obte¬ 
mos 


r" + 


n~7T~a~ 


T = 0. 


(17) 


Portanto, 


T(t) = cos 


nnat 

L 


-I- k 2 sen 


nnat 
L ' 


(18) 


onde A', e k 2 são constantes arbitrárias. A condição inicial (15) im¬ 
plica que k 2 = 0. logo 71/) tem que ser proporcional a cosinnat/L). 
Logo. as funções 


u n (x , t ) = sen —— cos —-—, n = 1,2,..., (19) 

Lá Lá 

satisfazem a equação diferencial parcial (1). as condições de 
contorno (3) e a segunda condição inicial em (9). Essas funções 
são as soluções fundamentais do problema dado. 

Para satisfazer a condição inicial (não-homogênea) que falta, 
vamos considerar uma superposição das soluções fundamentais 
(19) com coeficientes escolhidos adequadamente. Supomos, 
então, que w(.v, /) tem a forma 


L r —' rui a 

c «" n (*’ í ) = .L c « sen- 7 - 

n —\ «=1 U 


n 7TJC nnat 

cos ——, (20) 
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onde as constantes c„ ainda têm que ser escolhidas. A condição 
inicial u(x, 0 ) = f[x) implica que 

u(x. 0 ) = sen ~ 7 ~ = /(•*)• ( 21 ) 

n=l L 

Em conseqüência. os coeficientes c n têm que ser os coeficientes 
na série de Fourier em senos de/com período 2L: portanto, 

c„ = \ í f(x)sen^-dx, n = 1,2 ,.... ( 22 ) 

L 7 o L 

Logo, a solução formal do problema formado pelas Eqs. (1), (3), 
(9) é dada pela Eq. (20) com os coeficientes calculados pela Eq. 
( 22 ). 

Para um valor fixo de /i, a expressão sen(mrx/L)cos(mratlL) 
na Eq. (19) é periódica no tempo com período 2 Una\ ela represen¬ 


ta. portanto, um movimento vibratório da corda com esse perío¬ 
do. ou com freqüência niralL. As quantidades \a = niraÍL para 

n = 1.2 .são as freqüências naturais da corda — isto é. 

freqüências nas quais a corda vibra livremente. O fator sen(/z 7 Tx/ 
L) representa o padrão de deslocamento que ocorre na corda ao 
vibrar na freqüência dada. Cada padrão de deslocamento é cha¬ 
mado um modo natural de vibração e é periódico na variável 
espacial x; o período espacial 2L/n é chamado o comprimento 
de onda do modo de freqüência mralL. Logo, os autovalores 
do problema (12). (14) são proporcionais aos quadrados 
das freqüências naturais e as autofunções senimrx/L) dão os 
modos naturais. Os três primeiros modos naturais estão esboça¬ 
dos na Fig. 10.7.3. O movimento total da corda, dado pela fun¬ 
ção w(jc, t) na Eq. (20) é. portanto, uma combinação dos modos 
naturais de vibração e. também, uma função periódica no tempo 
com período 2 Ua. 


1/' 

u 

Ui 


1 

1 

-yv 1 

L 

i _. 


L x 

\ ! x 

\ Lx 

-1 

-1 

\j -i 

_ \j 


(a) 


(ò) 


(c) 


FIG. 10.7.3 Os três primeiros modos fundamentais de vibração de uma corda elástica, (a) Freqüência = mi/L. comprimento de onda = 2 L\ (b) 
freqüência = Irni/L comprimento de onda = L: (c) freqüência = 3 mi/L. comprimento de onda - 2L/3. 


Exemplo 1 


Considere uma corda vibrante de comprimento L — 30 que sa¬ 
tisfaz a equação de onda 

4u xx = u rr 0 < .v < 30, t > 0 (23) 

Suponha que as extremidades da corda estão fixas e que a corda 
é colocada em movimento sem velocidade inicial e da posição 
inicial 


U(x. 0) = f(x) = 


jc/10, 

(30 - x)/20. 


0 < x < 10, 
10 < x < 30. 


(24) 


Encontre o deslocamento u( a\ t) da corda e descreva seu movi¬ 
mento durante um período. 

A solução é dada pela Eq. (20) com a — 2 e L = 30, isto é. 


nnx 2nnt __ v 

u{x % t) ~ / c n sen —— cos ——. (25) 

^ n 30 30 

n—\ 

onde c n é calculado pela Eq. (22). Usando a Eq. (24) na Eq. (22), 
obtemos 


2 f 10 x nnx 

3Õ7o !^ sen l^ + 


2 f 30 30 — x 
30 7,0 20 


nnx . 

sen-^- d: r.(26) 


Calculando as integrais na Eq. (26). encontramos 


9 nn 

c„ = - 5 —jsen—, n = l,2,.... (27) 

n Ti 3 

A solução (25), (27) fornece o deslocamento da corda em qual¬ 
quer ponto .v em qualquer instante /. O movimento é periódico 
no tempo com período 30. dc modo que basta analisar a solução 
para 0 < f < 30. 

A melhor maneira de visualizar a solução é por animação 
computacional, mostrando o comportamento dinâmico da corda 
vibrante. Indicamos, aqui. o movimento da corda nas Figs. 10.7.4. 
10.7.5 e 10.7.6. A Fig. 10.7.4 mostra gráficos de u em função de 
x para t = 0; 4; 7,5; 11 e 15. Observe que o deslocamento inicial 
máximo é positivo e ocorre em.v = 10 . enquanto em/= 15. meio 
período mais tarde, o deslocamento máximo é negativo e ocorre 
em x = 20. A corda, então, refaz seu movimento e volta à confi¬ 
guração original em t = 30. A Fig. 10.7.5 mostra o comporta¬ 
mento dos pontos x = 10, 15 e 20 através dos gráficos de u em 
função de r para esses valores fixos de x. Os gráficos confirmam 
que o movimento é, de fato. periódico com período 30. Note. 
também, que cada ponto interior na corda fica parado durante um 
terço de cada período. A Fig. 10.7.6 mostra um gráfico tridimen¬ 
sional de u em função de x e de /, no qual fica aparente a nature¬ 
za global da solução. É claro que as curvas nas Figs. 10.7.4 e 
10.7.5 pertencem à superfície ilustrada na Fig. 10.7.6. 
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Justificativa da Solução . Como no problema de condução de ca¬ 
lor considerado anteriormente, a Eq. (20) com os coeficientes c n 
dados pela Eq. (22) é. apenas, uma solução formal das Eqs. (1). 
(3) e (9). Para garantir que a Eq. (20) representa, de fato . a solu¬ 
ção do problema dado é necessário que se investigue mais a fun¬ 
do. Como no caso do problema de condução de calor, é tentador 
tentar mostrar isso diretamente substituindo u(.\\ t) dado pela Eq. 
(20) nas Eqs. (1), (3) e (9). No entanto, ao se calcular formal¬ 
mente por exemplo, obtemos 


^ / n7T\ 2 nnx nnat 

u xx (x. t) = ~2_ é c n (—) sen — cos —: 


devido à presença do fator n 2 no numerador, essa série pode não 
convergir. Isso não significa, necessariamente, que a série ( 20 ) para 
í/(.Y. t) esteja errada, mas apenas que ela não pode ser usada para 
calcular u„ e //„. Uma diferença básica entre soluções da equação 
de onda e da equação do calor é que a última contém exponenci¬ 
ais com potências negativ as que tendem a zero rapidamente quando 
n aumenta, o que garante a convergência da série solução e de suas 
derivadas. Por outro lado, as soluções em série da equação de onda 
contêm termos oscilatórios que não decaem quando n aumenta. 

Existe, no entanto, uma outra maneira de se estabelecer a 
validade da Eq. (20) indiretamente. Ao mesmo tempo, ganhare¬ 
mos informação adicional sobre a estrutura da solução. Vamos 
mostrar, primeiro, que a Eq. (20) é equivalente a 


u(x, t) = \[h{x - at) + h{x + at)], (28) 

onde h é uma função obtida estendendo-se o dado inicial/a (-Z., 
0 ) como uma função ímpar e a outros valores como uma função 
periódica de período 2 L, isto é 


h(x) = 


/(*). 

-/(-*), 


0 < x < L. 
—L < x < 0; 


(29) 


h(x + 2L) = h(x). 

Para provar a Eq. (28). note que /; tem série de Fourier 

nnx 

h{x) = 2_ j c n sen -y, (30) 

n=l 

onde c, t é dada pela Eq. (22). Então, usando as identidades 
trigonométricas para uma soma ou diferença de senos, obtemos 

Iy v ( nnx nnat nnx nnat\ 

h(x — at) = > c Isen-cos-cos-sen- 1 , 

n^í V £ £ L L ) 

fy v ^ / nnx nnat nnx nnat\ 

h(x +af) = 2 ^c Isen-cos-hcos-sen-], 

nZ T V ^ L L L ) 

e a Eq. (28) segue imediatamente, adicionando-se as duas últimas 
equações. Da Eq. (28), vemos que w(.v, t) é contínua para 0 < .v < 
L, t > 0, desde que h seja contínua no intervalo (— x ). Para isso, 

é necessário que/seja contínua no intervalo original [0. L]. Ana¬ 
logamente, u é duas vezes continuamente diferenciável em rela¬ 
ção a qualquer das duas variáveis em 0 < x < L t > 0 , desde que 
h seja duas vezes continuamente diferenciável cm (—*). Para 
isso. é necessário que/' e/" sejam contínuas em [0, L]. Além dis¬ 
so. como /?" é a extensão ímpar de/". precisamos, também, ter 
/"(0) =f"(L ) = 0. No entanto, como a derivada de h é a extensão 
par d tf ', não são necessárias condições adicionais sobre/'. Se essas 


condições forem satisfeitas, então u xt e u n podem ser calculadas 
da Eq. (28) e é um exercício elementar mostrar que essas deriva¬ 
das satisfazem a equação de onda. Alguns dos detalhes do argu¬ 
mento que acabamos de indicar são dados nos Problemas 19 e 20. 

Se algumas das condições enunciadas no parágrafo precedente 
não forem satisfeitas, então // não vai ser diferenciável em alguns 
pontos da faixa semi-infmita 0 < a* < L t > 0 e será, então, uma 
solução da equação de onda apenas em um sentido um tanto res¬ 
trito. Uma conseqüência física importante dessa observação é 
que. se o dado inicial / tem alguma descontinuidade, ela será 
preserv ada na solução u{x. t) durante todo o tempo. Em contras¬ 
te a isso, descontinuidades iniciais no problema de condução de 
calor são instantaneamente suavizadas (Seção 10.6). Suponha que 
o deslocamento inicial / tem um salto em a* = x {) . 0 < .v 0 ^ L. 
Como h é uma extensão periódica de/, a mesma descontinuida¬ 
de estará presente em h(Ç) para f = .t 0 + 2nL eemí= -x 0 + 
2 nL. onde n é um inteiro arbitrário. Logo. h(x - at) é descontí¬ 
nua quando x — at = x 0 + 2 nL ou quando x — at — -.v 0 + 2 nL. 
Para um .v fixo em [0, ZJ. a descontinuidade. originalmente em 
a 0 , vai reaparecer em h(x — at) nos instantes t = (x ± .t 0 — 2 nL)/ 
a. Analogamente, h(x + at) é descontínua nos pontos jc nos ins¬ 
tantes t = ( — x ± Xq — 2mL)/a , onde m é um inteiro arbitrário. 
Olhando a Eq. (28), segue, então, que a solução u{. v. t) é descon¬ 
tínua no ponto dado x em todos esses instantes. Como o proble¬ 
ma físico é colocado para t > 0 , só interessam os valores de m e 
n que correspondem a v alores positivos de t. 

Problema Geral para a Corda Elástica . Vamos modificar o pro¬ 
blema considerado anteriormente supondo que a corda é colo¬ 
cada em movimento a partir de sua posição de equilíbrio com 
uma velocidade dada. Então, o deslocamento vertical m(jc, t) tem 
que satisfazer a equação de onda ( 1 ). 

a 2 u xx = u tr 0 < x < L, t > 0; 
as condições de contorno (3), 

w(0, r) = 0, u(L,t) = 0, t > 0; 
e as condições iniciais 

u(x f 0) = 0, u t (x, 0) = g(x) t 0 < x < L, (31) 

onde g(x) é a velocidade inicial da corda no ponto a. 

A solução desse novo problema pode ser obtida seguindo-se o 
procedimento descrito anteriormente para o problema (1), (3) e (9). 
Ao separar as variáv eis, vemos que o problema para X(x) é exata¬ 
mente igual ao anterior. Logo. mais uma vez. A = n : irIL 1 e X(a) é 
proporcional a senimrx/L). A equação diferencial para T(t) é, no¬ 
vamente. a Eq. (17). mas a condição inicial associada é. agora, 

HO) = 0. (32) 

correspondendo à primeira das condições iniciais (31). A solu¬ 
ção geral da Eq. (17) é dada pela Eq. (18), mas. agora, a condi¬ 
ção inicial (32) implica que k x = 0. Portanto. T{t) agora é pro¬ 
porcional a seninrrat/L) e as soluções fundamentais para o pro¬ 
blema (1), (3) e (31) são 

nnx nnat , „ „ 

u n (x , t) = sen —— sen ——, n = 1,2, 3,_ (33) 

Cada uma das funções u„ (a*, t) satisfaz a equação de onda (1), as 
condições de contorno (3) e a primeira das condições iniciais (31). 
A conseqüência principal de se usar as condições iniciais (31) 
em vez de (9) é que o fator dependente do tempo em u„(x. t) en¬ 
volve um seno. em vez de um co-seno. 
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Para satisfazer a condição inicial (nâo-homogênea) que falta, 
vamos supor que m(a, t) pode ser expressa como uma combina¬ 
ção linear das soluções fundamentais (33), isto é, 

x r^ f nnx nnat ^ ^ 

w(a-,/) = 2 ^k n u n {x,t) = k n se n —— sen —-—. (34) 

n=l w=l L L 

Para determinar os valores dos coeficientes k, r derivamos a Eq. 
(34) em relação a z, igualamos t a zero e usamos a segunda con¬ 
dição inicial em (31); isso nos dá a equação 


U'(x, o) = y. 


nna. nnx 

—— k sen —— = g(x). (35) 


n=l 


Logo, as quantidades {nna/L)k n são os coeficientes da série de 
Fourier em senos de período 2L de g: portanto. 


nna 

L" 


2 nnx 

7 / g(x) sen—— dx, n = 1,2.(36) 

L Jo L 


Assim, a Eq. (34). com os coeficientes dados pela Eq. (36). cons¬ 
titui uma solução formal para o problema formado pelas Eqs. (1). 
(3) e (31). A validade dessa solução formal pode ser estabeleci¬ 
da por argumentos semelhantes aos esquematizados anteriormen¬ 
te para a solução das Eqs. (1), (3) e (9). 

Finalmente, vamos considerar o problema que consiste na 
equação de onda (1), nas condições de contorno (3) e nas condi¬ 
ções iniciais gerais (4), (5): 

u(x , 0) = /(a), u r ( A, 0) = g( a), 0 < a < L, (37) 

onde fix) e g(A) são, respectivamente, a posição e a velocidade 
iniciais da corda. Embora esse problema possa ser resolvido por 
separação de variáveis, como nos casos discutidos anteriormen¬ 
te, é importante observar que ele também pode ser resolvido 
somando-se. simplesmente, as duas soluções obtidas anterior¬ 
mente. Para mostrar que isso é verdade, seja u(.v, r) a solução 
do problema (1), (3) e (9). e seja vv(a, t) a solução do problema 
(1). (3) e (31). Então, u(a, t) é dada pelas Eqs. (20) e (22). 
enquanto vv(a, t) é dada pelas Eqs. (34) e (36). Seja, agora. 
u( a, r) = u(a. t) + h’(a, r): que problema u( a, r) satisfaz? Ob¬ 
serve, primeiro, que 


q2u xx - U „ = - V „) + ( a2w xx- w ,t) = 0 + 0 = 0 . 

(38) 

de modo que u(x, t) satisfaz a equação de onda (1). A seguir, 
temos 


«( 0 , t) = v( 0 , t) + tu( 0 , í) = 0 4 - 0 = 0 . w(L. t) 

= v(L , t) + iu(L, t) = 0 4 - 0 = 0, (39) 

de modo que //(a. r) satisfaz, também, as condições de contorno 
(3). Finalmente, temos 

u (a. 0) = v (a, 0) + ií>(a. 0) = /(a) 4 * 0 = /(a) (40) 
e 


w,(a, 0) = v t (a, 0) 4- w t (x, 0) = 0 4 - g(x) = g( a). (41) 

Logo. m(a, t) satisfaz as condições iniciais gerais (37). 

Vamos enunciar os resultados que acabamos de obter de ou¬ 
tra maneira. Para resolver a equação de onda com as condições 
iniciais (37), você pode resolver os problemas um pouco mais 
simples com as condições iniciais (9) e (31). respectivamente, e 
depois somar essas duas soluções. Esse é um outro uso do prin¬ 
cípio de superposição. 


Problemas 


Considere uma corda elástica de comprimento L cujas extremida¬ 
des são mantidas fixas. A corda é colocada em movimento sem ve¬ 
locidade inicial de uma posição inicial u{x. 0) = J[x). Nos proble¬ 
mas de 1 a 4, faça os passos descritos a seguir. Considere L = 10 e 
a = 1 nos itens de (b) a (d). 

(a) Encontre o deslocamento z/(.v. t) para a posição inicial J[x) dada. 

(b) Faça o gráfico de u( a, í) em função de x para 0 ^ x ^ 10 e 
para diversos valores de r entre i = 0 e r = 20. 

(c) Faça o gráfico de w(.v, t) em função de t para 0 ^ r ^ 20 e 
para diversos valores de a. 

(d) Construa uma animação da solução no tempo por, pelo 
menos, um período. 

(e) Descreva o movimento da corda em poucas frases. 

f [2x/L, 0<x<L/2, 

jk , ~\2(L-x)/L. L/2 < x < L 


1 . 


0 < x < L/4. 
L/4 < Jt < 3L/4. 
3L/4 < x < L 


Uat/L. 

#' 2. f(x) = 1. 

14(L — x)/L, 

4' 3. f(x)x=ix(L-x) 1 /L i 

A 4 f(x) = (1, L/2-1 <x <L/2+\ (L > 2). 

* J } 0 , caso contrário 

Considere uma corda elástica de comprimento L cujas extremida¬ 
des são mantidas fixas. A corda é colocada cm movimento a partir 
da sua posição dc equilíbrio com velocidade inicial u,(x, 0) = g(x). 
Nos problemas de 5 a 8, faça os passos descritos a seguir. Considere 
L = 10 e a = 1 nos itens de (b) a (d). 

(a) Encontre o deslocamento u( a, t) para a função g(x) dada. 

(b) Faça o gráfico de u( a, t) em função de a para 0 < a < 10 e 
para diversos valores de t entre; = 0 e t = 20. 

(c) Faça o gráfico de w(a. t) em função de t para 0 < z < 20 e 
para diversos valores de a. 

(d) Construa uma animação da solução no tempo por, pelo 
menos, um período. 

(e) Descreva o movimento da corda em poucas frases. 

2 x/L % 0 < a < L/2. 

2(L — a)/L, L/2 < x < L 


* 


5. g(x) = 


* 6. g(A) = 


4x/L, 

1 . 

4(L — x)/L. 


0 < A < L/4. 
L/4 < a < 3L/4. 
3L/4 < a < L 


éi 7 . 

* 8 . 


í(x)- l 1. 


9. 


g(x) = Sx(L-x) 2 /L 3 

L/2 - 1 < x < L/2 + 1 (L > 2). 

[ 0 . caso contrário 

Se uma corda elástica tem uma extremidade solta, a condição 
de contorno a ser satisfeita aí é u x = 0. Encontre o deslocamen¬ 
to u( a. t) de uma corda elástica de comprimento L. fixa em a = 
0 e solta em x = L. colocada em movimento sem velocidade 
inicial a partir da posição inicial w(a, 0) = j{x), onde/é uma 
função dada. 

Sugestão : Mostre que as soluções fundamentais para esse pro¬ 
blema. satisfazendo todas as condições exceto a condição ini¬ 
cial não-homogênea. são 

u (a, í) = senÀ a cos X, at , 

n n n 

onde A„ = (2/2 — 1 )7r/2L, n= 1,2.Compare esse problema 

com o Problema 15 da Seção 10.6: preste atenção especial à 
extensão do dado inicial fora do interv alo [0. L]. 

10. Considere uma corda elástica de comprimento L. A extre¬ 
midade a = 0 é mantida fixa. enquanto a extremidade a = 
L está solta; logo, as condições de contorno são u( 0, t) = 0 
e u x { 0, /) = 0. A corda é colocada em movimento sem ve- 
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locidade inicial a partir da posição inicial u(x. 0) = Jlx). 
onde 


/(*) = 


1 < jc < L/2 + 1 (L > 2), 


caso contrário. 


(a) Calcule o deslocamento u(x. /). 

(b) Com L - 10 e a = 1, faça o gráfico de u em função de x 
para 0 < x < 10 e para diversos valores de t. Preste atenção 
especial aos valores de t entre 3 e 7. Observe como a perturba¬ 
ção inicial é refletida em cada extremidade da corda. 

(c) Com L = 10 e a = 1, faça o gráfico de u em função de t 
para diversos valores de .c. 

(d) Construa uma animação da solução no tempo por. pelo 
menos, um período. 

(e) Descreva o movimento da corda em algumas frases. 

£ 11. Suponha que a corda no Problema 10 começa a partir da posi¬ 

ção inicial f{x) = 8 x{L - jr)/ZÁ Siga as instruções no Proble¬ 
ma 10 para esse novo problema. 

12. Podem ser introduzidas variáveis adimensionais na equação de 
onda a z u u = u„ da seguinte maneira: seja s = x/L e mostre que 
a equação de onda fica 

2 r 2 

a u — Lu . 

ss tt 

Depois, mostre que Ua tem dimensão de tempo e pode ser usa¬ 
da. portanto, como a unidade na escala de tempo. Finalmente, 
defina t = at/L e mostre que a equação de onda se reduz a 


Essa forma da solução foi obtida por D'Alembert em 1746. 
Sugestão : Note que a equação ij/'(x) = ó'(x) pode ser resolvida 
escolhendo-se iJKx) = <&.c) + c. 

(c) Seja 


/(*) = 


2. -1 < jc < 1. 

0, caso contrário. 


Mostre que 
f(x - at) = 


2, — 1 +at < x < 1 + at, 

0, caso contrário. 


Determine, também, fix + at). 

(d) Esboce o gráfico da solução encontrada no item (b) em t = 
0. t = 1/2 a. t — Ma e t = 2/a. obtendo os resultados mostrados 
na Fig. 1 Q.7.7. Observe que um deslocamento inicial produz 
duas ondas movendo-se em sentidos opostos e afastando-se da 
localização inicial; cada onda consiste em metade do desloca¬ 
mento inicial. 

17. Considere a equação de onda 


em um meio unidimensional infinito, sujeita às condições ini¬ 
ciais 

m(jc, 0) = 0. u t (x. 0) = g(x). -oc < .t < oo. 

(a) Usando a forma da solução obtida no Problema 13. mostre 


Os Problemas 13 e 14 indicam a forma da solução geral da equação 
de onda e o significado físico da constante a. 

13. Mostre que a equação de onda 


pode ser reduzida à forma = 0 pela mudança de variáveis 
f = x - at. r\ = x + at. Mostre que u(x. i) pode ser escrita como 

u(x, t) = <t>(x - at) 4- ty(x -P at ), 

onde (f) e são funções arbitrárias. 

14. Faça o gráfico de <t>(x - at) para t = 0, Ma. 2/a e tja se <£( 5 ) = 
sen s. Note que, para qualquer t =É 0, o gráfico dc >* = <fj{x - 
at) é igual ao de y = ^H-c) quando / = 0, só que deslocado uma 
distância at no sentido positivo do eixo dos x. Logo, a repre¬ 
senta a velocidade na qual uma perturbação move-se ao longo 
da corda. Qual é a interpretação de óix + at)? 

15. Um fio de cobre com 5 pés (em tomo de 1.5 m) é esticado por 
uma tensão de 50 lb (em tomo de 222 newtons). O fio tem den¬ 
sidade de massa de 0,026 lb/pé (em tomo de 0.034 kg/m). 

(a) Encontre a velocidade de propagação das ondas transversas 
no fio. 

(b) Encontre as freqüências naturais de vibração. 

(c) Se for aumentada a tensão no fio, como vão variar as fre¬ 
qüências naturais? Os modos naturais também mudam ? 

16. Considere a equação de onda 


em um meio unidimensional infinito, sujeita às condições ini¬ 
ciais 

u(x, 0) = /(jc), u t (x 9 0) = 0, -oc < x < oc. 

(a) Usando a forma da solução obtida no Problema 13, mostre 
que d> e (A têm que satisfazer 

<P(x) + t(x) = f(x), 

-0'( x) + \/t\x) = 0. 

(b) Resolva as equações do item (a) para d> e il/. mostrando, 
assim, que 

u(x, f) = j [/(x - at) + f(x + aí)]. 


<p( x) + t(x) = 0, 

-a<p\x) +ai/'(x) = g(x). 

(b) Use a primeira das equações no item (a) para mostrar que 
<//'(.Y) = -<£'(*). Depois, use a segunda equação para mostrar 
que -2 a<t>'(x) = g(x) e, portanto, que 

onde jc 0 é arbitrário. Finalmente, determine 0U). 

(c) Mostre que 


u(x.t) 


I fi.T+ai 

2a Jx-at 


8Ü)dS- 


18.. Combinando os resultados dos Problemas 16 e 17. mostre que 
a solução do problema 


u(.x. 0) = /(. x). u t (x. 0) = g(jc), —oc < jc < 00 

é dada por 


u(x.t) = \[f(x-at) + f(x+at)] + LJ' 


*<$) <**• 


Os Problemas 19 e 20 indicam como pode-se mostrar que a solução 
formal (20). (22) das Eqs. (1). (3) e (9) é, de fato. a solução desse 
problema. 

19. Usando a identidade trigonométrica sen A cos 8=4 [sen(4 + 
B) + sen(4 — 8)]. mostre que a solução (20) do problema for¬ 
mado pelas Eqs. (1). (3) e (9) pode ser colocado na forma (28). 

20. Seja lu £) o deslocamento inicial em [0. L] estendido a (— L. 0) 
como uma função ímpar e estendido ao resto da reta como uma 
função periódica de período 2 L. Supondo a continuidade de h 
e suas derivadas até segunda ordem, mostre, por diferenciação 
direta, que u(x. t) dada pela Eq. (28) satisfaz a equação de onda 
(1) e as condições iniciais (9). Note. também, que. como a Eq. 
(20) satisfaz, claramente, as condições de contorno (3), o mes¬ 
mo é verdadeiro para a Eq. (28). Comparando a Eq. (28) com a 
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FIG. 10.7.7 Propagação da perturbação inicial em um meio unidimensional infinito. 


solução do problema correspondente para a corda infinita (Pro¬ 
blema 16). vemos que eles têm a mesma forma, desde que os 
dados iniciais para a corda finita, definidos, originalmente, 
apenas no intervalo [0, L J, sejam estendidos da maneira indi¬ 
cada para todo o eixo dos x. Se isso for feito, a solução para a 
corda infinita também é aplicável para a corda finita. 

21. O movimento de uma membrana circular elástica, como a mem¬ 
brana de um tambor, é determinada pela equação de onda bidi¬ 
mensional em coordenadas polares 

u rr + (1 /r)u r + (1 /r 2 )u ee = a~ 2 u tr 

Supondo que u(r. 0. t) = R(r)<d(d)T(t ). encontre as equações 
diferenciais satisfeitas por R(r). 0(0) e T(t). 

22. A energia total E(t) da corda vibrante é dada em função do tempo 
por 

£(0 = J [ ipu *( x , t ) + dx\ (i) 

o primeiro termo é a energia cinética devida ao movimento da 
corda e o segundo é a energia potencial criada pelo deslocamen¬ 
to da corda de sua posição de equilíbrio. 

Para o deslocamento u(x. t) dado pela Eq. (20). isto é. para 
a solução do problema da corda com velocidade inicial nula. 
mostre que 

™ = irí> 2 * ® 

n=l 

Note que a expressão à direita do sinal de igualdade na Eq. (ii) 
não depende de t. Logo. a energia total E é constante e. portan¬ 
to, presepada durante o movimento da corda. 


Sugestão: Use a equação de Parseval (Problema 37 da Seção 
10.4 e Problema 17 da Seção 10.3) e lembre que a 2 = T/p. 

23. Ondas Dispersivas. Considere a equação de onda modificada 

a' 2 u n + y 2 u = tive, 0 < x < L, í>0 (i) 

com condições iniciais 

//(0, t) = 0, u(Lj) = 0. / > 0 (ii) 

e condições iniciais 

m(jc.O) =/U), w,(Jt,0) = 0, 0 < x < L. (iii) 

(a) Mostre que a solução pode ser escrita na forma 

OG 

u(xj) = y s C„ COS 

n= 1 

onde 



2 [ L r mix 

= T f(x)scr\—— dx. 

L J o E 


(b) Usando identidades trigonométricas, reescreva a solução 
como 


1 V- 

u{x y t) = - 2 _^c n 

n—l 

Determine a n , a velocidade de propagação da onda. 

(c) Note que a n . encontrada no item (b). depende de n. Isso sig¬ 
nifica que os componentes dos diversos comprimentos de onda 
( ou freqüência) são propagados em velocidades diferentes, o que 
resulta em uma distorção da forma original da onda ao longo 


r MT MT 1 

|sen — ü' + a n t) + sen — (x - a„t )J . 
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do lempo. Esse fenômeno é chamado de dispersão. Encontre a 
condição sob a qual a n é independente de n — isto é. quando 
não há dispersão. 

4 ? 24. Considere a situação do Problema 23 com a 1 = 1. L = 10 e 


f(x) = 


.V — 4, 4 < x < 5. 

6 — jr, 5 < x < 6. 
0. caso contrário. 


(a) Determine os coeficientes c n na solução do Problema 23(a). 

Fazendo o gráfico de 21/" sen "~[q~ 0 < x ^ 10. esco¬ 

lha N suficientemente grande de modo que a figura mostre, de 
maneira precisa, o gráfico deftx). Use esse valor de N para os 
demais gráficos pedidos neste problema. 

(b) Seja y = 0. Faça o gráfico de w(.v, t) cm função de x para 
t = 60. 

(c) Seja y = 1/8. Faça o gráfico de u(x , t) em função de .v para 
t = 20. 40 e 60. 

(d) Seja y = 1/4. Faça o gráfico de u(x, t) em função de x para 
t = 20. 40 e 60. 


10.8 Equação de Laplace 

Uma das equações diferenciais parciais mais importantes que 
ocorrem em matemática aplicada está associada ao nome de 
Laplace: 11 em duas dimensões, a equação é 

U x, + U yy = °- 0> 

e, em três dimensões, 

U xx + M w + u zz = 0- (2) 

Por exemplo, em um problema de calor a duas dimensões espa¬ 
ciais, a temperatura m(jc, y, t) tem que satisfazer a equação dife¬ 
rencial 

a 2 (u xx + u yy ) = u r (3) 

onde a 2 é a difusividade térmica. Se existir um estado estacio¬ 
nário. // só depende de .r eyea derivada em relação a t desapa¬ 
rece; nesse caso. a Eq. (3) se reduz à Eq. (1). Analogamente, 
para a solução estado estacionário do problema de condução 
de calor tridimensional, a temperatura tem que satisfazer a equa¬ 
ção de Laplace tridimensional. As Eqs. (1) e (2) também ocor¬ 
rem em outros ramos da física matemática. Na consideração de 
campos eletrostáticos, a função potencial em um meio dielétrico 
sem cargas elétricas tem que satisfazer a Eq. (1) ou a (2). de¬ 
pendendo do número de dimensões espaciais envolvidas. Ana¬ 
logamente, a função potencial de uma partícula livre no espa¬ 
ço, sob a ação. apenas, de forças gravitacionais, satisfaz a mes¬ 
ma equação. Por essa razão, a equação de Laplace também é 
conhecida como a equação do potencial. Um outro exemplo 
aparece no estudo do movimento irrotacional estado estacioná¬ 
rio (independente do tempo) de um fluido bidimensional incom- 
pressível não-viscoso. Esse estudo gira em tomo de duas funções, 
conhecidas como função potencial velocidade e função de flu- 


A equação de Laplace leva esse nome em honra a Pierre-Simon de Laplace, que. a partir 
de 1782. estudou, extensivamente, suas soluções ao investigar a atração gravitacionaJ de 
corpos arbitrários no espaço. No entanto, a equação apareceu pela primeira vez em um arti¬ 
go de Euler sobre hidrodinâmica em 1752. 


xo. ambas satisfazendo a Eq. (1). Em elasticidade, os desloca¬ 
mentos que ocorrem quando uma barra perfeitamente elástica é 
torcida são descritos em termos da função de deformação, que 
satisfaz, também, a Eq. (1). 

Como não existe dependência no tempo nos problemas menci¬ 
onados anteriormente, não existem condições iniciais a serem sa¬ 
tisfeitas pelas soluções da Eq. (1) ou da Eq. (2). Elas precisam, no 
entanto, satisfazer certas condições de contorno em uma curva ou 
superfície que marca a fronteira da região na qual a equação dife¬ 
rencial vai ser resolvida. Como a equação de Laplace é de segun¬ 
da ordem, parece razoável esperar que sejam necessárias duas 
condições de contorno para determinar, completamente, a solução. 
Isso não ocorre, no entanto. Lembre-se de que, no problema de 
condução de calor para a barra finita (Seções 10.5 e 10.6), foi ne¬ 
cessário dar uma condição em cada extremidade da barra, isto é, 
uma condição em cada ponto da fronteira. Generalizando essa 
observação para problemas multidimensionais. é natural, então, dar 
uma condição sobre a função u em cada ponto da fronteira da re¬ 
gião onde procuramos uma solução para a Eq. (1) ou a (2). A con¬ 
dição de contorno mais comum ocorre quando é especificado o 
valor de u em cada ponto na fronteira: em termos do problema de 
condução de calor, isso corresponde a descrever a temperatura na 
fronteira. Em alguns problemas, é dado o valor da derivada, ou 
taxa de variação de u na direção normal à fronteira: a condição 
sobre um corpo termicamente isolado, por exemplo, é desse tipo. 
É possível a ocorrência de condições de contorno mais complica¬ 
das: por exemplo, u pode ser especificado em parte da fronteira e 
sua derivada normal especificada na outra parte. O problema de 
encontrar uma solução da equação de Laplace com valores dados 
na fronteira é conhecido como um problema de Dirichlet, em 
homenagem a P. G. L. Dirichlet. 12 Por outro lado. se os valores da 
derivada normal são dados na fronteira, o problema é dito pro¬ 
blema de Neumann. em homenagem a K. G. Neumann. 13 Os pro¬ 
blemas de Dirichlet e de Neumann também são conhecidos como 
o primeiro e o segundo problemas de valores de contorno da teo¬ 
ria do potencial, respectivamente. 

Fisicamente, é razoável esperar que os tipos de condições de 
contorno mencionados sejam suficientes para determinar intei¬ 
ramente a solução. De fato, é possível estabelecer a existência e 
unicidade da solução da equação de Laplace sob as condições 
de contorno mencionadas, desde que a forma da fronteira e as 
funções que aparecem nas condições de contorno satisfaçam 
certas condições bem fracas. No entanto, as demonstrações des¬ 
ses teoremas, e até seus enunciados precisos, estão aquém do 
escopo deste livro. Nossa única preocupação será a de resolver 
alguns problemas típicos através do método de separação de 
variáveis e de séries de Fourier. 

Embora os problemas escolhidos como exemplos tenham in¬ 
terpretações físicas interessantes (em termos de potenciais 
eletrostáticos ou distribuições de temperatura estado estacioná¬ 
rio, por exemplo), nosso objetivo principal é mostrar algumas das 
coisas que podem ocorrer durante a solução matemática. Vale a 
pena observar também, mais uma vez. que problemas mais com¬ 
plicados podem, algumas vezes, ser resolvidos expressando-se 


: PeterGustav Dirichlet < 1805-1859) foi professor em Berlim e, depois da morte de Gauss, 
em Gõttingen. Em 1829. ele deu o primeiro conjunto de condições suficientes para garan¬ 
tir a convergência de uma série de Fourier. A definição de função utilizada, normalmcnte, 
hoje em dia em cálculo elementar é a dada por Dirichlet em 1837. Embora mais conheci¬ 
do por i»eus trabalhos em análise e equações diferenciais. Dirichlet foi. também, um dos 
mais importantes matemáticos na área de teoria dos números do século XIX. 

'Karl Gottfried Neumann < 1832-1925). professor em Leipzig, contribuiu para as equa¬ 
ções diferenciais, equações integrais e variáveis complexas. 
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a solução como a soma de diversos problemas mais simples (veja 
os Problemas 3 e 4). 

Problema de Dirichlet em um Retângulo . Considere o proble¬ 
ma matemático de encontrar a função u que satisfaz a equação 
de Laplace (1), 


no retângulo 0 < x < a % 0 < .y < /?, e as condições de contorno 
u(x , 0) = 0, u(x , b) = 0, 0 < x < a, 

(4) 

u(0,y) = 0, u(a, y) = f(y), 0 <y<b. 

onde/é uma função dada em 0 < y ^ b (veja a Fig. 10.8.1). 

Para resolver esse problema, queremos construir um conjun¬ 
to fundamental de soluções satisfazendo a equação diferencial 
parcial e as condições de contorno homogêneas: vamos, depois, 
superpor essas soluções de modo a satisfazer a condição de con¬ 
torno restante. Vamos supor que 

u(x,y) = X(x)Y(y) (5) 

e substituir u na Eq. (l) por essa expressão. Obtemos 



onde A é a constante de separação. Obtemos, então, duas equa¬ 
ções diferenciais ordinárias 

X" — kX = 0, (6) 

Y" + \Y =0. (7) 

Substituindo u dada pela Eq. (5) em cada uma das condições de 
contorno homogêneas, encontramos 

X(0)=0 (8) 

e 

y(0) = o. y(z?) = o. (9) 

Vamos determinar, primeiro, a solução da equação diferen¬ 
cial (7) sujeita às condições de contorno (9). Esse problema é. 



essencialmente, idêntico ao encontrado anteriormente nas Seções 
10.1, 10.5 e 10.7. Concluímos que existem soluções não-triviais 
se. e somente se, A é um autovalor, a saber, 

A = (nn/b) 2 , /z = 1 , 2 ,...; (10) 

e Y(y) é proporcional à autofunção correspondente sen(n7nV/?). 
A seguir, vamos substituir A dada pela Eq. (10) na Eq. (6) e re¬ 
solver essa equação sujeita à condição de contorno (8). É conve¬ 
niente escrever a solução geral da Eq. (6) na forma 

X(x) = fc, cosh(nnx/b) 4- k 2 $enh(nnx/b), (11) 

de modo que a condição de contorno (8) implica que k x = 0. Logo. 
XU) tem que ser proporcional a senh( nrrxJb). Obtemos, assim, 
as soluções fundamentais 

, nnx nn\ 

u(x, y) = senh—— sen— n = 1,2. (12) 

b b 

Essas funções satisfazem a equação diferencial (1) e as condi¬ 
ções de contorno homogêneas para cada valor de n. 

Para satisfazer a condição de contorno não-homogênea em 
x = a que falta, vamos supor, como de hábito, que podemos re¬ 
presentar a solução í/(.y, y) na forma 

nnx nny t ^ 

*»<*•*) = = L c « senh ~Ã“ sen- ^- (13) 

n= l n=l 

Os coeficientes c n são determinados pela condição de contorno 
A nna nny 

u(a. y ) = 2^ c n senh —- sen —- = f(y). (14) 

rt=l 

Logo. as quantidades c n senh(inra/b) têm que ser os coeficien¬ 
tes da série de Fourier em senos de/de período 2b e são dados 
por 


nna 
c„ senh —— 
n b 



(15) 


Portanto, a solução da equação diferencial parcial (1) que satis¬ 
faz as condições de contorno (4) é dada pela Eq. (13) com os 
coeficientes c n calculados pela Eq. (15). 

Das Eqs. (13) e (15), vemos que a solução contém o fator 
senh(n7Tx/b)/senh(mralb). Para estimar essa quantidade para n 
grande, podemos usar a aproximação senhf ~ e è -!2, obtendo, 
assim. 


senh(rt7T.v/è) ^ \ exp(nnx/b) 
senh (nna/b) ~ ^expínjra/b) 


= exp[—/ ítt(íi — x)/b]. 


Esse fator, então, comporta-se como uma exponencial com po¬ 
tência negativa: em conseqüência, a série (13) converge bem 
rapidamente, a menos que a - x seja muito pequeno. 


Exemplo 1 


Para ilustrar esses resultados, sejam a = 3. b = 2 e 


f(y) = 


y> 

2 -y. 


o<y<\, 

l<y< 2. 


Calculando c„ da Eq. (15), vemos que 


8sen(«7T/2) 

/i 2 jr 2 senh(3n7T/2) 


(17) 
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Logo, u(x, y) é dado pela Eq. (13). Mantendo 20 termos na 
série, podemos fazer o gráfico de u(x, y) em função de x e y, 
como mostra a Fig. 10.8.2. Podemos, também, construir um 


gráfico contendo curvas de nível de u{x. y): a Fig. 10.8.3 ilustra 
tal gráfico, com um incremento de 0,1 entre curvas adjacen¬ 
tes. 




FIG. 10.8.3 Curvas de nível de u(x, y) para o Exemplo 1. 


Problema de Dirichlet em um Círculo. Considere o problema 
consistindo na equação de Laplace em uma região circular r < 
a sujeita à condição de contorno 

u(a,0) = f(0), (18) 

onde/é uma função dada em 0 < 6 < 27r(veja a Fig. 10.8.4). 
Em coordenadas polares, a equação de Laplace fica 

U rr + ~ U r + ^2 U 69 = 0< ( 19 ) 

Para completar o enunciado do problema, observ amos que, para 
que u(i\ 6) esteja bem definida, é necessário que u seja periódi¬ 
ca em 6 com período 27?. Além disso, enunciamos, explicita¬ 
mente, que u(r, 0) tem que ser limitada para r ^ a, já que isso 
vai ser importante mais adiante. 

Para aplicar o método de separação de variáveis a esse pro¬ 
blema, vamos supor que 

w(r,0) = fi(r)0«9), (20) 


e substituir u na equação diferencial (19) por essa expressão. Isso 
nos dá 

/?"© + -/?'0 + L /? 0 " = o . 

r r~ 

ou 



R 




( 21 ) 


onde À é a constante de separação. Obtemos, então, duas equa¬ 
ções diferenciais ordinárias, 

r 2 R" + rR != 0, (22) 

0" -P X& = 0. (23) 

Esse problema não tem condições de contorno homogêneas; 
lembre, no entanto, que as soluções têm que ser limitadas e pe¬ 
riódicas em 0 com período 2 77 . É possível mostrar (Problema 
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FIG. 10.8.4 Problema de Dirichlet em um círculo. 


9) que a condição de periodicidade implica que À é real. Va¬ 
mos considerar os casos em que À é negativo, nulo e positivo. 

Se A < 0, fazemos À = -/x 2 , onde /jl > 0. Então, a Eq. (23) 
fica 0" — = 0 e, em conseqüência. 

0(0) = 0,^* +c 2 <T m0 . (24) 

Logo, 0(0) só pode ser periódica se c, = c : = 0 e concluímos 
que À não pode ser negativo. 

Se A = 0, então a Eq. (23) fica 0" = 0. logo, 

0(0) =c { +c 2 6. (25) 

Para que 0( 0) seja periódica, temos que ter c 2 = 0, de modo que 
0( 0) é constante. Além disso, para A = 0, a Eq. (22) fica 

r 2 R" + rR' = 0. (26) 


Essas funções, junto com w 0 (r, 0) = 1. formam um conjunto fun¬ 
damental de soluções para o problema em questão. 

Como de hábito, vamos supor que u pode ser expressa como 
uma combinação linear das soluções fundamentais, isto é, 

c 00 

u(r , 0) = -f ^ r n (c w cos nO + k n sen n0). (34) 

2 /i=l 

Então, a condição de contorno (18) implica que 

c 00 

u(a , 0) = -y 4- y^q ft (c w cos n6 + sen n0) = /(0) (35) 

2 «=i 

para 0 < 0 < 277. A função/pode ser estendida para fora desse 
intervalo de modo a ficar periódica com período 2 tt tendo. por¬ 
tanto, uma série de Fourier da forma (35). Como a função esten¬ 
dida tem período 2i r, podemos calcular seus coeficientes de 
Fourier integrando em qualquer período da função. Em particu¬ 
lar, é conveniente usar o intervalo original (0, 27 t); então, 

1 C ln 

a n c = — I /(0)cos/ 20 J0, n = 0,1,2,...; (36) 

x J o 

1 f 2lT 

a n k n = - / /(0) sen /10 d9 % n = 1, 2. (37) 

n J o 

Com essa escolha de coeficientes, a Eq. (34) representa a solu¬ 
ção do problema de valores de contorno formado pelas Eqs. (18) 
e (19). Note que, nesse problema, precisamos dos termos em 
senos e em co-senos na solução. Isso ocorre porque os dados de 
contorno foram dados em 0 < 0 < 27 t e têm período 277. Em 
conseqüência, precisamos da série de Fourier completa, em vez 
da série em senos ou em co-senos. 


Essa equação é do tipo de Euler e tem solução 

R(r) = k x +k 2 ln r. (27) 

O termo logarítmico não é aceitável, já que w(r, 0) tem que per¬ 
manecer limitada quando r —> 0; portanto, k 2 = 0. Então, se A = 
0. concluímos que //(r, 0) tem que ser constante, isto é. proporci¬ 
onal à solução 

w o (r,0) = 1. (28) 

Finalmente, se A > 0, fazemos A = /x : . onde /jl > 0. Então, as 
Eqs. (22) e (23) ficam 

r 2 R" + rR' -ii 2 R = 0 (29) 

e 

0" + i u 2 G = 0, (30) 

respectivamente. A Eq. (29) é uma equação de Euler e tem solu¬ 
ção 

R(r) = k^ + k 2 r~ tl J (31) 

enquanto a Eq. (30) tem solução 

0(0) = Cj sen^0 + cos/z0. (32) 

Para que 0 seja periódica com período 27r. é necessário que /jl 
seja um inteiro positivo n. Com /± = n. a solução na Eq. (31) 
tem que ser abandonada, já que ela toma-se ilimitada quando r 
—> 0. Portanto, Jt 2 = 0 e as soluções pertinentes da Eq. (19) são 

w w (r,0) = r rt cos/20, v n (r.0)=r n sen/20, n = 1,2.(33) 


Problemas 


1. (a) Encontre a solução u(x . y) da equação de Laplace no retân¬ 
gulo 0 < x < a. 0 < y < 0, que satisfaz as condições de contor¬ 
no 


w(0 t )0 = 0, u(a,y) = 0, 0 < y < b, 

u( jc, 0) = 0, m(jc, b) = g(x), 0<jc<a. 

(b) Encontre a solução se 



0 < x < a/ 2, 
fl/2 < jc < a. 


(c) Para a = 3 e b = 1. faça o gráfico de u em função de .v para 
diversos valores de y e faça, também, o gráfico de u em função 
de y para diversos valores de x. 

(d) Faça o gráfico tridimensional de u em função de x e de y. 
Desenhe, também, diversas curvas de nível de u(x , y) no plano 
xy. 

2. Encontre a solução u(x, y) da equação de Laplace no retân¬ 
gulo 0 < .t < a, 0 < y < ü>, que satisfaz as condições de con¬ 
torno 


u( 0. y) = 0, w(a, y) = 0, 0 < y < 0, 

m(jc, 0) = h(x), u(x, b) = 0, 0 < jc < a. 

4? 3. (a) Encontre a solução u(x , y) da equação de Laplace no retân¬ 

gulo 0 < x < a. 0 < y < b , que satisfaz as condições de contor¬ 
no 


«(0, y) = 0, u(a, y) = /(y), 0 < y < b , 

m(jc, 0) = h(x), m(jc,0) = O, 0<jc<íz. 
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Sugestão : Considere a possibilidade de somar as soluções de 
dois problemas, um com condições de contorno homogêneas, 
exceto por it(a , y) = fy), e o outro com condições de contorno 
homogêneas, exceto por //( x, 0) = h(x). 

(b) Encontre a solução se h(x) = (x/a) 2 efiy) = 1 - (y/b). 

(c) Sejam a = 2 e b = 2. Faça gráficos da solução de diversas 
maneiras: u em função de x, u em função de y, u em função de 
a* e de y. e curvas de nível. 

4. Mostre como encontrar a solução u(x, y) da equação de Lapla- 
ce no retângulo 0 < x < a, 0 < y < b, que satisfaz as condi¬ 
ções de contorno 

w(0, y ) = k(y), u(a, y) = /(y), 0 < y < b , 
z/(jc. Ò) = h(x), u(x,b) = g(x ). 0 < x < a. 

Sugestão : Veja o Problema 3. 

5. Encontre a solução u(r. 0) da equação de Laplace 

u rr + (1 /r)u r + (1 /r 2 )u eg = 0 
fora do círculo r = a, que satisfaz as condições de contorno 
u(a,8) = f(0), O<0 <2tt, 

sobre o círculo. Suponha que u(r. 0) está bem definida e é limi¬ 
tada para r > a. 

(a) Encontre a solução u(r, 0) da equação de Laplace na região 
semicircular r < a, 0 < 0 < 77. que satisfaz as condições de 
contorno 

u(r, 0) = 0. m(/\7t) = 0, 0 < r < a. 

u(a,6) = f(0), 0 < 0 < 7T. 

Suponha que u está bem definida e é limitada na região dada. 

(b) Encontre a solução s efiO) = 0(77 - 6). 

(c) Tome a = 2 e faça gráficos da solução de diversas manei¬ 
ras: u em função de r. u em função de 0, u em função de am¬ 
bos. re 0. e curv as de nível. 

Encontre a solução u(r. 0) da equação de Laplace no setor cir¬ 
cular 0 < r < A, 0 < 0<a, que satisfaz as condições de con¬ 
torno 


4fl 


él 


8. 


u(r , 0) = 0, u(r, ot) = 0, 0 < r < a, 

u(a, 6) = /(0), 0 < 0 < a. 

Suponha que u está bem definida e é limitada no setor. 

(a) Encontre a solução u(x, y) da equação de Laplace na faixa a 
semi-infmita 0 < .v < a, y > 0, que satisfaz as condições de * 
contorno 


13. 


u(0, y) = 0, u(a, y) = 0, y > 0, 

u(x, 0) = /( jc ), 0 < jc < a 

e a condição adicional de que u{x, y) —> 0 quando y —> x, 

(b) Encontre a solução se^v) = x(a - .r). 

(c) Seja a = 5. Encontre o menor valor de y 0 para o qual 
u(x , y) ^ 0,1 para todo y > y 0 . 

9. Mostre que a Eq. (23) só tem soluções periódicas se À for 
real. 

Sugestão : Considere A = —fi 2 , onde /i = v + ia, com vt a 
reais. 

10. Considere o problema de encontrar uma solução m(a\ y) da equa¬ 
ção de Laplace no retângulo 0 < x < a. 0 < y < b. que satisfaz 
as condições de contorno 


u x (0' y) = 0, u x (a, y) = /(y), 0 < y < b. 
u y (x, 0) = 0, a y (x,b) = 0, 0 < a < a. 

Esse é um exemplo de um problema de Neumann. 

(a) Mostre que a equação de Laplace e as condições de contorno 
homogêneas determinam o conjunto fundamental de soluções 


U 0 (x, y) = C 0 , 

u n (x, y) = c n cosh(n7Tx/b) cos(nny/b), n = 1,2,3 . 


(b) Através da superposição das soluções fundamentais do item 
(a), determine, formalmente, uma função u que satisfaça, tam¬ 
bém. a condição de contorno não-homogênea u x (o, y) = f(y). 
Note que. ao se calcular u x (a, y), o termo constante em //(*. y) é 
eliminado e não há condição da qual se possa determinar c 0 . 
Além disso, tem que ser possível representar/por uma série de 
Fourier em co-senos de período 2b sem termo constante. Isso 
significa que 


/(y) dy = 0 

é uma condição necessária para que o problema tenha solução. 
Finalmente, note que c 0 permanece arbitrário e. portanto, a so¬ 
lução está determinada a menos dessa constante aditiva. Essa é 
uma propriedade de todos os problemas de Neumann. 
Encontre uma solução u(r, 0) da equação de Laplace no interi¬ 
or do círculo r = a. que satisfaça a condição de contorno sobre 
o círculo 

u r (a, 6) = g(0), 0 < 8 < 2n. 

Note que esse é um problema de Neumann e que sua solução 
está determinada a menos de uma constante aditiva. Enuncie 
uma condição necessária sobre g(6) para que esse problema 
possa ser resolvido pelo método de separação de variáveis (veja 
o Problema 10). 

(a) Encontre a solução u(x, y) da equação de Laplace no retân¬ 
gulo 0 < a* < a. 0 < y < b . que satisfaz as condições de contor¬ 
no 



m( 0, y) = 0. u(a , y) = 0. 0 < y < b , 

u y (x, 0) = 0. u(x, b) = g(.r), 0 < x < a. 

Note que esse não é um problema de Dirichlet nem de Neumann. 
mas um problema misto no qual u é dada em parte da fronteira 
e sua derivada normal é dada no resto. 

(b) Encontre a solução se 


g(x) = 



0 < x < a/2 , 
tf/2 < x < a. 


(c) Sejam a = 3 e b = 1. Fazendo gráficos apropriados, com¬ 
pare essa solução com a do Problema 1. 

(a) Encontre a solução wfv, y) da equação de Laplace no retân¬ 
gulo 0 < A' < 0 ,0 < y < b. que satisfaz as condições de contor¬ 
no 


u( 0, y) = 0, u(a, y) = f(y), 0 < y < b , 
u(x, Ò) = 0, zz v (a, b) = 0. 0 < jc < a. 

Sugestão : Alguma hora vai ser necessário expandir fiy ) em uma 
série envolvendo sen(7n*/2Z>), sen(377v72Z?), sen(5^\72^), ... 
(veja o Problema 39 da Seção 10.4). 

(b) Encontre a solução se/y) = y(2b — y). 

(c) Sejam a — 3 e b — 2: faça gráficos da solução de diversas 
maneiras. 

(a) Encontre a solução u(x. y) da equação de Laplace no retân¬ 
gulo 0 < x < a.O < v < b , que satisfaz as condições de contor¬ 
no 


u x ( 0 , y) = 0, u x (a. y) = 0. 0 < y < b , 

m ( jc , 0 ) = 0, u(x,b) — g(x), 0 < x < a. 

(b) Encontre a solução se g(x) = 1 + x 2 (x - a) 2 . 

(c) Sejam a = 3 e b = 2: faça gráficos da solução de diversas 
maneiras. 

Escrevendo a equação de Laplace em coordenadas cilíndricas 
r, 0 e c e supondo, depois, que a solução é simétrica em relação 
ao eixo dos c (não depende de 0), obtemos a equação 

M fr + (l/r)M r +M„ = 0. 
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Supondo que u (r, z) = /?( /*)Z(c). mostre que /? e Z satisfazem as 
equações 

rR"+R‘ '+ k 2 rR=0. Z"-X 2 Z = 0. 

A equação para R é uma equação de Bessel de ordem zero com 
variável independente Ar. 

16. Fluxo em um Meio Poroso. Considere o fluxo de água em um 
meio poroso, como areia, em um reservatório subterrâneo de 
água (como a água que flui para uma fonte ou um poço). O flu¬ 
xo é impulsionado pela queda hidráulica, uma medida da ener¬ 
gia potencial da água acima do reservatório. Seja R : 0 < x < 
a, 0 < z < b uma seção vertical de um reservatório. Em um 
meio uniforme homogêneo, a queda hidráulica u(x. z) satisfaz 
a equação de Laplace 

Uxx + iizz =0 em R. (i) 


Se a água não pode passar pelos lados nem pelo fundo de /?, 


então as condições de contorno são 

u x (0, z) = 0, u x {a,z) = 0. 0 < z < b (ii) 

m-(a.O) = 0, 0 < x < a (iii) 

Finalmente, suponha que a condição de contorno em z = b é 
u{x.b) = b 4-ax, 0 < x < a . (iv) 

onde a é a inclinação do leito de água. 


(a) Resolva o problema de valores de contorno dado para u(x, z). 

(b) Sejam a = 1000. b = 500 e a = 0,1. Desenhe curvas de 
nível para a solução em R , isto é. desenhe algumas curvas de 
nível de u(x, z). 

(c) A água flui ao longo de caminhos em R que são ortogonais 
às curvas de nível de m(.v, z) no sentido em que u diminui. De¬ 
senhe alguns dos caminhos do fluxo. 


Apêndice A 

Dedução da Equação de Calor. Vamos deduzir, nesta seção, a 
equação diferencial que, pelo menos em uma primeira aproxi¬ 
mação, governa a condução de calor em sólidos. É importante 
compreender que a análise matemática de uma situação ou um 
processo físico como esse baseia-se, em última instância, em co¬ 
nhecimentos empíricos sobre o fenômeno em questão. O mate¬ 
mático tem que começar em algum lugar e esse lugar é dado pela 
experiência. Considere uma barra uniforme isolada termicamente 
nas superfícies laterais, de modo que o calor só pode fluir na di¬ 
reção do eixo. Foi demonstrado, muitas vezes. que. se duas se¬ 
ções retas paralelas de mesma área A e temperaturas diferentes 
T, e T 2 , respectivamente, estiverem separadas por uma pequena 
distância cL uma quantidade de calor por unidade de tempo vai 
passar da seção mais quente para a mais fria. Além disso, essa 
quantidade de calor é diretamente proporcional à área A e à di¬ 
ferença de temperatura T 2 — 7*,. e inversamente proporcional à 
distância de separação d. Logo, 

Quantidade de calor por unidade de tempo = k A \ T 2 — T x \/d, 

(D 

onde o fator positivo de proporcionalidade k é chamado de con- 
dutividade térmica e depende, principalmente, do material 14 de 
que é feita a barra. A relação (1) é chamada, freqüentemente. de 
lei da condução do calor de Fourier. Repetimos que a Eq. (1) é 
um resultado empírico, e não teórico, e que pode ser. como o foi 
muitas vezes, verificada por experimentos cuidadosos. Ela é a 
base da teoria matemática de condução de calor. 



H = -kAu x 


H = kAu x 


x - Xq x = x 0 + Ax 


FIG. 10.A.1 Condução de calor em um trecho da barra. 


u De fato, k depende, também, da temperatura, mas. se o intervalo de temperatura nâo for 
muito grande, será satisfatório supor k independente da temperatura. 


Vamos considerar uma barra com seção reta uniforme, feita 
de material homogêneo, orientada de modo que o eixo dos x 
coincida com o eixo da barra (veja a Fig. 10.A. 1). Vamos deno¬ 
tar por x = 0 e x = L as extremidades da barra. 

Vamos supor que os lados da barra estão perfeitamente isola¬ 
dos. de modo que nâo há fluxo de calor através deles. Vamos 
supor, também, que a temperatura u depende apenas da posição 
axial .v e do tempo /, e não das coordenadas y e c. Em outras pa¬ 
lavras, estamos supondo que a temperatura permanece constan¬ 
te em qualquer seção reta da barra. Essa hipótese é satisfatória, 
em geral, quando as dimensões laterais da barra são pequenas 
comparadas com seu comprimento. 

A equação diferencial que governa a temperatura na barra 
expressa um equilíbrio físico fundamental: a taxa segundo a qual 
o calor entra cm qualquer parte da barra é igual à taxa segundo a 
qual o calor é absorvido naquela parte da barra. Os termos na 
equação são chamados termo de fluxo e termo de absorção, rcs- 
pectivamente. 

Vamos calcular, primeiro, o termo de fluxo. Considere uma 
parte da barra entre as seções retas a* = a 0 e x = a„ + Ax, onde a 0 
é arbitrário e Ax é pequeno. A taxa instantânea de transferência 
de calor H(x 0 , t) da esquerda para a direita através da seção reta 
a = a 0 é dada por 


À u(x 0 + d/2,t)-u(x 0 -d/2.t) 

H( A n ) = - hm kA —------ 

0 d-* o d 

= - KAu x (x 0 ,t ). ( 2 ) 

O sinal de menos aparece nessa equação porque só vai haver fluxo 
positivo de calor da esquerda para a direita se a temperatura à 
esquerda de x = x 0 for maior do que a temperatura à direita: nes¬ 
se caso, w t (A 0 , t) é negativa. De maneira semelhante, a taxa se¬ 
gundo a qual o calor passa da esquerda para a direita através da 
seção reta x = a 0 + Aa é dada por 


H(x 0 + A.t, t) = -kAu x (x 0 + Ax, t). (3) 

Então, a taxa total segundo a qual o calor entra no trecho da bar¬ 
ra entre x = a 0 e a = a 0 + Aa é dada por 

Q = H(x 0 , t) - H (.r 0 + Ax, t) = *M[w x (* 0 + Ax. t) 
-u x (x 0 , 0 ], ( 4 ) 




346 Equações Diferenciais Parciais e Séries de Fourier 


e a quantidade de calor entrando nesse trecho da barra no inter¬ 
valo de tempo Ar é 

Q At = kA[u x {x q 4- Ax, t) - u x (x 0 , r)] Ar. (5) 

Vamos calcular, agora, o termo de absorção. A variação mé¬ 
dia de temperatura Au no interv alo de tempo Ar é diretamente 
proporcional à quantidade de calor Q Ar introduzida e inversa¬ 
mente proporcional à massa Am do trecho da barra. Logo, 


Au = 


1 Q Ar 
s Am 


Q Ar 
spA Ax 


( 6 ) 


onde a constante de proporcionalidade s é conhecida como o calor 
específico do material da bana e pé sua densidade. 15 A variação 
média de temperatura Au no trecho da barra em consideração é 
igual à variação de temperatura em algum ponto intermediário 
x = x 0 4- 6 Aa\ onde 0 < 6 < 1. Portanto, a Eq. (6) pode ser es¬ 
crita como 


u(x Q 4* 9 Ax, t 4- Ar) — w(x 0 4* 9 Ax, t) = 


QAt 
spA Ax' 


(7) 


ou como 


Q At — [u(x 0 4- 9 Ax, t 4- Ar) — u(x 0 4- 0 Ax, t)]spA Ax. (8) 

Para equilibrar os termos de fluxo e de absorção, igualamos as 
duas expressões para Q Ar: 

kA[u x (x 0 + Ax. t ) - u x (x 0 , /)] At 

= spA[u(x 0 + 9 Aa\ / + At) — u(x 0 + 6 Ax, /)] A.t. (9) 

Dividindo a Eq. (9) por Av At e fazendo Av —»0 e At —»0. obte¬ 
mos a equação de calor ou de difusão 

ot 2 u xx = u r ( 10 ) 

A quantidade cr, definida por 

a 2 = K/ps (11) 

é chamada difusividade térmica e é um parâmetro que depende 
apenas do material de que é feita a barra. As unidades de cr são 
(comprimento) 2 /tempo. Valores típicos de a 2 são dados na Ta¬ 
bela 10.5.1. 

Diversas condições relativamente simples podem ser impos¬ 
tas nas extremidades da barra. Por exemplo, a temperatura em 
uma extremidade pode ser mantida a um valor constante T. Isso 
pode ser feito colocando-se a extremidade da barra em contato 
com um reservatório suficientemente grande, de modo que qual¬ 
quer fluxo de calor que possa haver entre a barra e o reserv atório 
não altera, sensivelmente, a temperatura do reservatório. Na ex¬ 
tremidade onde isso é feito, a condição de contorno é 

u = T. (12) 

Uma outra condição de contorno simples ocorre se a extre¬ 
midade está isolada, de modo que não há fluxo de calor através 
dela. Lembrando da expressão (2) para a quantidade de calor 
atravessando qualquer seção reta da barra, concluímos que a 
condição de isolamento significa que essa quantidade é nula. 
Logo, 

w, = 0 (13) 


:< A dependência da densidade e do calor específico na temperatura é relativamente pequena 
e será desprezada. Assim, tanto p quanto s serão considerados constantes. 


é a condição de contorno em uma extremidade isolada. 

Um tipo mais geral de condição de contorno ocorre se a taxa 
de fluxo de calor através da extremidade da barra é proporcional 
à temperatura aí. Vamos considerar a extremidade x = 0, onde a 
taxa de fluxo de calor da esquerda para a direita é dada por 
- kAu x ( 0. r): veja a Eq. (2). Então, a taxa do fluxo de calor sain¬ 
do da barra (da direita para a esquerda) em x = 0 é kAu x ( 0, t). Se 
essa quantidade for proporcional à temperatura í/( 0, r), obtemos 
a condição de contorno 

u x (0, t) — h x u(0, t) = 0, t > 0, (14) 

onde /?j é uma constante de proporcionalidade não-negati¬ 
va. Note que /?, = 0 corresponde a uma extremidade iso¬ 
lada e que /i, —» * corresponde a uma extremidade manti¬ 
da à temperatura zero. 

Se o fluxo de calor está acontecendo na extremidade direita 
da barra (x = L). então, de maneira análoga, obtemos a condição 
de contorno 

u x (L, r) 4- h 2 u(L. t) = 0, r > 0, (15) 

onde. novamente. h 2 é uma constante de proporcionalidade 
não-negativa. 

Finalmente, para determinar completamente o fluxo de calor 
na barra, é preciso ter a distribuição de temperatura em um ins¬ 
tante fixo, geralmente considerado como o instante inicial / = 0. 
Essa condição inicial é da forma 

m(x, 0) = /(*), 0 <x<L. (16) 

O problema, então, é determinar a solução da equação dife¬ 
rencial (10) sujeita a uma das condições de contorno de (12) a 
(15) em cada extremidade e à condição inicial (16) em t = 0. 

Diversas generalizações da equação de calor (10) ocorrem na 
prática. Primeiro, o material da barra pode não ser uniforme e a 
seção reta pode não ser constante ao longo de toda a barra. Nes¬ 
se caso, os parâmetros /c, p. s e A podem depender da variável 
axial x. Voltando para a Eq. (2). vemos que a taxa de transferên¬ 
cia de calor da esquerda para a direita através da seção reta x = 
x„ é dada. agora, por 

H (-V Õ = —k(x 0 )A (x 0 )u x (x 0 , t) (17) 

com uma expressão análoga para H(x 0 4 Ay, r). Se introduzir¬ 
mos essas quantidades na Eq. (4) e. finalmente, na Eq. (9), pro¬ 
cedendo como antes, obtemos a equação diferencial parcial 

(kAu x ) x = spAu t . (18) 

Vamos escrever, em geral, a Eq. (18) na forma 

r(jf)«, = [/>(*)«.,],, (19) 

onde p(x) = k(x)A(x) e r{x) = s(x)p(x)A(x). Note que ambas as 
quantidades são. intrinsecamente, positivas. 

Uma segunda generalização ocorre se existem outras manei¬ 
ras de entrar ou sair calor da barra. Suponha que existe uma/o/i- 
te que adiciona calor à barra a uma taxa G(.v, f, u) por unidade de 
tempo por unidade de comprimento, onde G(.v, f, u) > 0. Nesse 
caso. precisamos somar o termo G(.r. r. u) Av Ar à esquerda do 
sinal de igualdade na Eq. (9), o que nos leva à equação diferen¬ 
cial 


r(x)u t = [p(x)u x ] x + G(x, t, u). (20) 

Se G(jc, f, u) < 0, estamos falando de um sorvedouro que remo¬ 
ve calor da barra a uma taxa G(x , r, u ) por unidade de tempo por 
unidade de comprimento. Para tomar o problema tratável, pre¬ 
cisamos restringir a forma da função G. Em particular, vamos 
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supor que G é linear em u e que o coeficiente de u não depende 
de f, Temos, então, 

G(jc t t, u) = F(x f 0 - q{x)u. (21) 

O sinal de menos na Eq, (21) foi introduzido para que determi¬ 
nadas equações, que vão aparecer mais adiante, tenham suas for¬ 
mas habituais. Substituindo aEq. (21) na Eq, (20), obtemos 

r(x)u ; = [p(x)u x ] x - q{x)u 4- F{x, t ). (22) 

Essa equação é chamada, algumas vezes, de equação de calor 
generalizada. Problemas de valores de contorno para a Eq, (22) 
serão discutidos no Cap, 11, 

Finalmente, se em vez de uma barra unidimensional conside¬ 
rarmos um corpo com mais de uma dimensão espacial significa¬ 
tiva. então a temperatura é uma função de duas ou três variáveis 


espaciais, em vez de só depender de _v. Pode-se fazer considera¬ 
ções semelhantes às que nos levaram à Eq. (10) para se deduzir 
a equação de calor em duas dimensões, 

a 2 (u xx +u yy ) = u t , (23) 

ou em três dimensões, 

a2 ( u xx + U yy + U zz) = U f 04 ) 

As condições de contorno análogas às Eqs. (12) e (13) para pro¬ 
blemas multidimensionais correspondem a uma distribuição de 
temperatura dada na fronteira ou a uma fronteira isolada. De 
maneira semelhante, a distribuição inicial de temperatura será, 
em geral, uma função de v e de y para a Eq. (23) e uma função de 
x, v e c para a Eq. (24). 


Apêndice B 

Dedução da Equação de Onda. Vamos deduzir, neste apêndi¬ 
ce, a equação de onda em uma dimensão espacial, que descreve 
vibrações transversas de urna corda ou um cabo elásticos: essa 
corda elástica pode ser uma corda cie \ i o li no. um esteio ou. pos¬ 
sivelmente. um cabo de força. À mesma equação, no entanto, com 
as variáveis interpretadas adequadameme, ocorre em muitos 
outros problemas ondulatórios com apenas uma variável espaci¬ 
al significativa. 

Considere uma corda perfeitamente elástica esticada entre 
suportes fixos no mesmo nível horizontal (veja a Fíg, lO.B.lo), 
Suponha que a corda está no eixo dos x com suas extremidades 
em .t = G e x — L. Se a corda for colocada em movimento em 
algum instante inicial t — 0 (sendo puxada, por exemplo) e de¬ 
pois é deixada sem ser perturbada, ela vibrará livremente em um 
plano vertical, desde que efeitos de amortecimento, como a re¬ 
sistência do ar, sejam desprezados. Para determinar a equação 


diferencial que governa esse movimento, vamos considerar as 
forças que agem em um pequeno elemento da corda de compri¬ 
mento Ar, entre os pontos x e x 4 Ar (veja a Fig. 10,B, 1 b). Va¬ 
mos supor que o movimento da corda é pequeno que, em conse¬ 
quência, cada ponto na corda só se move em uma reta vertical. 
Vamos denotar por u(x /) o deslocamento vertical no ponto .v e 
instante /, Vamos denotar por 7 (a\ /) a tensão na corda, que sem¬ 
pre age na direção tangente, e por p a massa da corda por unida¬ 
de de comprimento. 

A lei de Newton, aplicada ao elemento Ar da corda, diz que a 
força externa total, devido à tensão nas extremidades do elemento, 
tem que ser igual ao produto da massa do elemento pela acelera¬ 
ção de seu centro de massa. Como não há aceleração horizontal, 
as componentes horizontais têm que satisfazer 

T(x 4~ A.r, f)cos(0 + A0) — T(x, t) cosí? = 0, (1) 



x = Q x = L 


(a) 


Tíx + Ax r í) 



5 


V^Tsene 


II -T cos & 


(c) 


FIG. 1Ü.B.1 (a) Uma corda elástica sob tensão. (b) Um elemento da corda deslocada, (c) Resolução da tensão T em componentes. 
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Denotando a componente horizontal da tensão (veja a Fig. 
lO.B.lc) por //. a Eq. (1) diz que H é independente de x. 

Por outro lado, as componentes verticais satisfazem 

T(x 4- Aa\ /)sen(# 4- A#)— T(x, t) sen# = p Ax u fí (x, f), (2) 

onde .v éa coordenada do centro de massa do elemento da cor¬ 
da em pauta. É claro que x está no intervalo x < x < x + Ax. 
O peso da corda, que age verticalmente para baixo, é suposto 
desprezível e foi desprezado na Eq. (2). 

Se a componente vertical de T for denotada por V, então a Eq. 
(2) pode ser escrita como 


V(jc 4- Ax, t) — V (x, t) 
Ax 


= pu tt Çx % f). 


Tomando o limite quando Av —> 0 nos dá 

V x (x,t) = pii"(x,t). (3) 

Para expressar a Eq. (3) somente em função de //. note que 
V(JM) = H(t)tgO = H(t)u x (x, t). 

Logo. a Eq. (3) fica 

( Hu x\=P u ,r 
ou, como H é independente de x . 

(■»> 

Para movimentos pequenos da corda, podemos substituir H = T 
cos 0 por T. Então, a Eq. (4) fica com a sua forma habitual, 

(5) 


Vamos supor, ainda, que a 2 é uma constante, embora isso não seja 
necessário na nossa dedução, mesmo para movimentos pequenos. 
A Eq. (5) é chamada de equação de onda em uma dimensão es¬ 
pacial. Como T tem unidades de força e p de massa/comprimento, 
a constante z tem unidades de velocidade. É possível identificara 
como a velocidade segundo a qual uma pequena perturbação (onda) 
move-se ao longo da corda. De acordo com a Eq. (6). a velocida¬ 
de da onda a varia diretamente com a tensão na corda, mas é in- 
versamente proporcional à densidade do material de que é feita a 
corda. Esses fatos estão de acordo com a experiência. 

Como no caso da equação de calor, existem diversas genera¬ 
lizações da equação de onda (5). Uma equação importante, co¬ 
nhecida como a equação do telégrafo, tem a forma 

u n 4- vu t + yu = a 2 u xx 4- F(x, t), (7) 

onde v ç y são constantes não-negativas. Os termos vu y yu, e 
F(. v. /) correspondem, respectivamente, a uma força amortece¬ 
dora viscosa, a uma força restauradora elástica e a uma força 
externa. Observe a semelhança da Eq. (7), exceto pelo termo 
a 2 u lx , com a equação para o sistema massa-mola deduzido na 
Seção 3.8: o termo adicional a z u vl aparece devido a forças elás¬ 
ticas internas. 

A equação do telégrafo modela, também, o fluxo de voltagem, 
ou corrente, em uma linha de transmissão (daí seu nome); nesse 
caso os coeficientes estão relacionados a parâmetros elétricos na 
linha. 

Para um sistema em vibração com mais de uma coordenada 
espacial significativa, pode ser necessário considerar a equação 
de onda em duas dimensões. 


a u xx = u tr 


onde 


a (u xx +u yy ) = u tr 
ou em três dimensões. 


( 8 ) 


a 2 = T/p. 


( 6 ) 


+ u 


+ “«) = “«• 


(9) 
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CAPITULO 


Problemas de Valores de Contorno e 
Teoria de Sturm-Liouville 


Depois de separar as variáveis em uma equação diferencial parci¬ 
al no Cap. 10* encontramos, diversas vezes, a equação diferencial 

X”+kX = 0 , 0<x<L 

com as condições de contorno 

X(0) = 0. X(L) = 0. 

Esse problema de valores de contorno é o protótipo de uma clas¬ 
se grande de problemas importantes em matemática aplicada. 
Esses problemas são conhecidos como problemas de valores de 
contorno de Sturm-Liouville, Neste capítulo, vamos discutir as 
propriedades mais importantes dos problemas de Sturm-Liouville 
e suas soluções: no processo, seremos capazes de generalizar, um 
pouco, o método de separação de variáveis para equações dife¬ 
renciais parciais. 


11.1 A Ocorrência de Problema de 
Valores de Contorno em 
Fronteiras com Dois Pontos 

No Cap. 10, descrevemos o método de separação de variáveis 
como um modo de resolver problemas envolvendo equações 
diferenciais parciais. O problema de condução de calor, consis¬ 
tindo na equação diferencial parcial 

o ru i =u r 0 < x < L t t> 0 (1) 

sujeita às condições de contorno 

u (0, /) = 0, u(L, /) = 0, r > 0 (2) 

e à condição inicial 

ui*, 0) - /UL 0 < x < L, (3) 

é um exemplo típico dos problemas considerados aqui. Uma parte 
crucial no processo de resolução de tais problemas é encontrar 
os autovalores e as autofunções da equação diferencial 


X " + kX = 0. 
com as condições de contorno 

X(0) =0, 

ou, talvez. 


0 < x < L 


X{L) =0 


(4) 

(5) 


Jf'(0) = 0, X'{L) — 0, (6) 

As funções seno e co-seno que aparecem ao se resolver a Eq. (4) 
sujeita às condições de contorno (4) ou (5) são usadas para se 
expandir a distribuição inicial de temperatura fix ) em uma série 
de Fourier. 

Neste capitulo, vamos estender e generalizar os resultados do 
Cap. 10. Nosso objetivo principal é mostrar como o método de 
separação de variáveis pode ser usado para resolver problemas 
um pouco mais gerais do que os das Eqs. (1), (2) e (3). Estamos 
interessados em tres tipos de generalizações. 

Primeiro, queremos considerar equações diferenciais par¬ 
dais mais gerais, por exemplo, a equação 

r{x)u t — 1 p[x ) lí r ] T -q(x)u 4- F(x. /), (7) 

Essa equação pode aparecer, como indicado no Apêndice A do 
Cap. 10, no estudo de condução de calor em uma barra, com 
propriedades variáveis, na presença de fontes de calor. Se p e r 
forem constantes, e se os termos de fonte q{x)it e F forem nulos, 
então a Eq. (7 > se reduz à Eq, (1). A equação diferencial parcial 
(7) ocorre, também, na investigação de outros fenômenos de 
caráter difusivo. 

Uma segunda generalização é permitir condições de contor¬ 
no mais gerais. Em particular, queremos considerar condições 
de contorno dâ forma 


iijCO, r) - /^{O, t) — 0 t w v (L, t) + h 2 u(L, t) — 0. (8) 

Tais condições ocorrem quando a taxa de íluxo de calor através 
de uma extremidade da barra é proporcional à temperatura aí. Em 
geral, e h 2 são constantes não-negativas, mas. em alguns ca¬ 
sos. podem ser negativas ou depender de t. As condições de con¬ 
torno (2) são obtidas no limite quando h l —* e h 2 —» Um 
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ouiro caso-]imite importante. h x —h 7 — 0, nos dá condições de 
contorno correspondentes a extremidades isoladas. 

A última generalização que discutiremos neste capítulo trata 
da geometria da região na qual o problema é dado. Os resultados 
do Cap. 10 só são aplicáveis para uma classe relativamente res¬ 
trita de problemas, basicamente aqueles nos quais a região de 
interesse é retangular, ou, em alguns casos, circular. Mais adi¬ 
ante* neste capítulo, vamos considerar determinados problemas 
colocados em alguns outros tipos de regiões geométricas. 
Vamos considerar a equação 

r(x)u r = [p(x)uj x ~q(x)u (9) 

obtida fazendo-se o termo F(a\ /) igual a zero na Eq, (7). Para 
separar as variáveis, vamos supor que 

u(x,t) = X(x)T(th (10) 

e substituir u na Eq. (9). Obtemos 

r(x)XT = [p(x)X']'T - q(x)XT (11) 

ou. dividindo por r(x)XT , 

T IpixjX*}' q(x) i 

T r(x)X r(x) 

Denotamos a constante de separação por - A. antecipando o fato 
de que ela. em geral, será real e negativa. Da Eq. (12). obtemos 
as duas equações diferenciais ordinárias a seguir para Xef: 

[p(x)X T - q{x)X + Xr(x)X = 0, (13) 

r + XT = 0* (14) 

Substituindo u dada pela Eq. (10) nas Eqs. (8) e supondo que h ] 
e hi são constantes, obtemos as condições de contorno 

X'(0)-A,J!r(0) = 0. X’UL) + h 1 X(L) = Q. (15) 

Para prosseguir, precisamos resolver a Eq. (13) sujeita às 
condições de contorno (15), Embora esse seja um problema de 

Exemplo 1 

Encontre os autovalores e as autofunções correspondentes do 
problema de valores de contorno 

y fl + Xy = 0* (18) 

v (0) = 0, /{!) + v(l) = 0. (19) 

Um exemplo de onde ocorre esse problema é a condução de ca¬ 
lor em uma barra de comprimento unitário. A condição de con¬ 
torno em x — 0 corresponde à temperatura nula neste ponto. A 
condição de contorno em x = 1 corresponde à taxa de fluxo de 
calor ser proporcional a temperatura neste ponto, e as unidades 
foram escolhidas de modo que a constante de proporcionalidade 
seja 1 (veja o Apêndice A do Cap. 10). 

A solução da equação diferencial pode ter diversas formas, de¬ 
pendendo de À. de modo que é preciso considerar diversos casos. 
Primeiro, se À = 0* a solução geral da equação diferencial é 

V = c { x + c 2 , (20) 

As duas condições de contorno implicam em 

c 2 = 0, 2c l + c 2 = 0, (21) 

rcspcctivanicnte. A única solução das Eqs. (21) é q — c 2 — 0, 
de modo que o problema de valores de contorno original não 


valores de contorno linear homogêneo com fronteira com dois 
pomos mais geral do que o que consiste na equação diferencial 
(4) e condições de contorno (5) ou (6), as soluções se compor¬ 
tam de maneira bem parecida. Para qualquer valor de A. o pro¬ 
blema (13). (15) tem a solução trivial X(x) = 0, Para determina¬ 
dos valores de A, chamados autovalores, existem outras solu¬ 
ções não-triviais, chamadas autofunções. Essas autofunções for¬ 
mam a base para uma solução em série de diversos problemas 
em equações diferenciais parciais, tais como a equação de calor 
generalizada (9). sujeita às condições de contorno í 8) e à condi¬ 
ção inicial (3), 

Vamos discutir, neste capítulo, algumas das propriedades de 
soluções de problemas de valores de contorno com fronteiras de 
dois pontos para equações diferenciais lineares de segunda or¬ 
dem. Vamos considerar, algumas vezes, a equação homogênea 
linear geral 

PU)/' + Q(x)y f + R(x)y = 0, (16) 

estudada no Cap. 3. No entanto, em geral, é melhor discutir equa¬ 
ções nas quais os termos envolvendo a primeira e a segunda de¬ 
rivadas estão relacionados como na Eq. (13), Sempre é possível 
transformar a equação geral (16) de modo que os termos conten¬ 
do as derivadas aparecem como na Eq. í 13) (vejao Problema 11). 

Problemas de valores de contorno com equações diferenciais 
de ordem mais alta também podem ocorrer: neles, o número de 
condições de contorno tem que ser igual à ordem da equação 
diferencial. Como regra geral, a ordem da equação diferencial é 
par e metade das condições de contorno são dadas em cada ex¬ 
tremidade do intervalo. Também é possível uma única condição 
de contorno envolver valores da solução e/ou suas derivadas nos 
dois pontos de fronteira: por exemplo. 

y(0) - y(L) — 0. (17) 

O exemplo a seguir envolve uma condição de contorno da 
forma (15) e é. portanto, mais complicado que os problemas na 
Seção 10.1. 


tem solução não-Lrivial nesse caso. Logo, A = 0 não é um 
autovalor. 

Se À > 0. então a solução geral da equação diferencial (18) é 

y — c x sen \ÍXx + c 2 cos vX.r, (22) 

onde VÀ > tí. A condição de contorno emjt = 0 implica que c 2 
— 0: da condição de contorno em x = 1 . obtemos a equação 

(sen Va 4- VXcos >/X) — 0. 

Para uma solução não-trivial v, precisamos terq A 0, logo A tem 
que satisfazer 

sen \ÍX + Va cos VT — 0. (23) 

Note que, se À é tal que cos = 0, então sen \A ^Oea Eq. 
(23) não é satisfeita. Logo, podemos supor que cos VÀ A 0; di¬ 
vidindo a Eq. (23) porcos \ A, obtemos 

VX — — tg vX. (24) 

As soluções da Eq. (24) podem ser determinadas numericamen- 
Le. Elas Lambem podem ser encontradas, aproximadamente, es- 
boçando-se os gráficos de f{\ À) = \À e de g{\ A ) = “tg VA 
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FIG, 11,1.1 Solução gráfica de VÀ — -tg VA. 


para vÀ > 0 no mesmo conjunto de eixos e identificando-se os 
pontos de interseção das duas curvas (veja a Fig. i 1.1.1). O pon¬ 
to -\ ; À — ü está excluído, especificamente, desse argumento 
porque a solução (22) só é válida para VA ^ 0. Apesar do fato 
de as curvas se interceptarem nesse ponto, A = 0 não é um auto- 
valor, como já vimos antes. As três primeiras soluções positivas 
da Eq, (24) são a A 3 = 2,029, yÀ 2 = 4,913 e V A_, - 7,979, 
Como pode ser visto da Fig, 11,1,1, as outras raízes são dadas, 
com precisão razoável, por \A = (2 n — I)tt/ 2 para n = 4, 5, 
e a precisão dessa estimativa melhora quando n aumenta. 
Portanto, os autovalores são 

A. =4.116. k, = 24,14, 

^ > a f 25 ) 

A 3 = 63.66. À n = (2 n - 1)-tt 2 /4 para n = 4. 5. 

Final mente, como c 2 = 0, a autofunção correspondente ao auto¬ 
valor X n é 

I p„{x. X n ) = k n scnJC n x: n = 1,2. {26) 


onde a constante k a permanece arbitrária. 

Vamos considerar, agora. À < 0. Nesse caso, é conveniente 
fazer A = — ju, onde 0, A Eq. (14) llca. então, 

/ - íiy = 0, (27) 

e sua solução geral é 

v = cr, senh JJix -1- cosh yfjix, (28) 

onde ^ fi >0. Procedendo como no caso anterior, vemos que 
fj. tem que satisfazer a equação 

= — tgh y/JI. (29) 

Da Hg, 11,1.2. é_claro que os gráficos de /(^ jx} — ^ /r e de 
giy/i) ~ -tgh ^ só fazem interseção na origem. Logo, não 
existem valores positivos de ^ /i que satisfazem a Eq. (29) e, 
portanto, o problema de valores de contorno (18), (19) não tem 
autovalores negativos. 

Final mente, é necessário considerar a possibilidade de que 
A possa ser complexo. É possível mostrar, através de um cál¬ 
culo direto, que o problema (18), (19) não tem autovalores com¬ 
plexos. No entanto, na Seção 11.2, vamos considerar, em mais 
detalhes, uma grande classe de problemas que incluem esse 
exemplo, Uma das coisas que vamos mostrar é que todos os 
problemas nessa classe têm. apenas, autovalores reais. Portan¬ 
to. vamos omitir a discussão da não-existência de autovalores 
complexos aqui. Concluímos, então, que todos os autovalores 
eautofunçoes do problema (18), (19) são dados pelas Eqs. (25) 
e (26), 


Problemas 

Nos problemas de l a 6, diga se o problema de valores de contorno 
dado é homogêneo ou não-homogêneo. 

1. y ft + 4v — 0, _v(—l) = 0, vO) =0 

2. [{1 + Jt 2 )/]' + 4y = 0. y{0) = 0. y{ 1) = 1 

3. y" + 4y = sen.t, y(0) = 0. y( 1) = 0 

4. -y" + x 2 y = ky. y'{0) - vfO) =0. y'( 1 ) + y( 1) = 0 

5. -Í(l+jc 2 )v']' = ky+ 1. y(— I) = 0. v(í) = 0 

6. —_v" = À() + x 2 )y. y (0) = 0. y'(1) — 3yi 1) = 0 

Nos problemas de 7 a 10, determine a forma das autofunçoes e a 


equação satisfeita pelos autovalores não-nulos. Determine se A = 0 
é um autovalor e encontre valores aproximados para À t eA,, os dois 
autovalores não-nulos de menor módulo. Estime À ?! para valores de 
n grandes. Suponha que todos os autovalores sao reais, 

7 . f 4 - ky = 0 . 

v(0) = 0. y(7T) 4- y'Í7r) = 0 

8. y" + ky = 0 T 

v'(0) = 0, .y(lH-/(l) = 0 

9. y* + ky = 0, 

v(0> — y (0) = 0, y(l) + v(l) = 0 
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10. v" - Ay = 0, 

y( 0) + y'(0) = 0, y( l) = 0 


11. Considere a equação geral linear homogênea de segunda ordem 

P(x)y" + Q(x)y + R(x)y = 0. (i) 

Procuramos um fator integrante /jl(x) tal que, ao se multiplicar a 
Eq. (i) por ji{x). a equação resultante pode ser escrita na forma 

ln(x)P(x)y']' + n(x)R(x)y = 0. (ii) 

(a) Igualando os coeficientes de y \ mostre que /jl tem que ser 
uma solução de 

Pu’ = (Q - (üi) 

(b) Resolva a Eq. (iii), mostrando, assim, que 




Compare esse resultado com o do Problema 27 da Seção 3.2. 


Nos problemas de 12 a 15, use o método do Problema 11 para colo¬ 
car a equação dada na forma [/?(.t)y']' + q(x)y = 0. 

12. y" — 2xy + A .y = 0, equação de Hermite 

13. jc 2 y" + jcv' + (x 2 — v 2 )y = 0. equação de Bessel 

14. xy n + ( 1 — x)y f + A .y = 0, equação de Laguerre 

15. (1 — x 2 )y” — xy’ + a 2 y = 0, equação de Chebyshev 

16. A equação 

u n + bu t + ku = a 2 u xx + F(x , f), (i) 

onde a 1 > 0, c 0 e k ^ 0 são constantes, é conhecida como a 
equação do telégrafo. Ela aparece no estudo de uma corda 
elástica sob tensão (veja o Apêndice B do Cap. 10). A Eq. (i) 
ocorre, também, em outras aplicações. Supondo que F(x, t ) = 
0, seja u(x. r) = X(x)T(t). separe as variáveis na Eq. (i) e dedu¬ 
za as equações diferenciais ordinárias para A' e T. 

17. Considere o problema de valores de contorno 

y" - 2y' + (1 -b A)y = 0, y(0) = 0, y(1) = 0. 

(a) Defina uma nova variável dependente u pela relação y = 
s(x)u. Determine s(x) de modo que a equação diferencial para 
u não tenha termo em //'. 

(b) Resolva o problema de valores de contorno para n c deter¬ 
mine. assim, os autovalores e autofunções do problema origi¬ 
nal. Suponha que todos os autovalores sejam reais. 

(c) Resolva, também, o problema diretamente (sem definir u), 

18. Considere o problema de valores de contorno 

y" -f 4y' + (4 + 9A)y = 0, y(0) = 0. y\L) = 0. 

(a) Determine, pelo menos aproximadamente, os autovalores 
reais e as autofunções correspondentes procedendo como no 
Problema 17(a, b). 

(b) Resolva, também, o problema dado diretamente (sem intro¬ 
duzir uma variável nova). 

Sugestão: No item (a), preste atenção tanto às condições de 
contorno quanto à equação diferencial. 


As equações diferenciais nos Problemas 19 e 20 diferem das encon¬ 
tradas nos problemas antecedentes, uma vez que o parâmetro A 
multiplica o termo contendo y\ além do que contém y. Nesses pro¬ 
blemas. determine os autovalores reais e as autofunções correspon¬ 
dentes. 

19. y" + y' + A(y' + y) = 0, 

y'(0) = 0, y(l) = 0 

20. jc 2 v" — A(jcy' — y) = 0, 

y( 1) = 0, ‘ y(2) - y'(2) = 0 


21. Considere o problema 

y” -b Ay = 0, 2y(0) -b y'(0) = 0, y( 1) = 0. 

(a) Encontre a equação satisfeita pelos autovalores positivos. 
Mostre que existe uma seqüência infinita de tais autovalores. 
Encontre A, e A : . Depois, mostre que A„ [(2/? -b 1 )tt/2] 1 para 
n grande. 

(b) Encontre a equação satisfeita pelos autovalores negativos. 
Mostre que existe exatamente um autovalor negativo e encon¬ 
tre seu valor. 

22. Considere o problema 

y" + Ay = 0. ay( 0) -b y'(0) = 0. y(1) = 0. 

onde a é uma constante dada. 

(a) Mostre que. para todos os valores de a . existe uma seqüên¬ 
cia infinita de autovalores positivos. 

(b) Sc a < 1. mostre que todos os autovalores (reais) são posi¬ 
tivos. Mostre que o menor autovalor tende a zero quando a tende 
a 1 por valores mais baixos. 

(c) Mostre que A = 0 é um autovalor se. e somente se. a = 1. 

(d) Se a. > 1. mostre que existe exatamente um autovalor ne¬ 
gativo e que esse autovalor diminui quando a aumenta. 

23. Considere o problema 

y" + Ay = 0, y(0) = 0. y\L) = 0. 

Mostre que. se <f) m e ó f] são autofunções associadas aos autova¬ 
lores A, n e A„. respectivamente, com A„, ^ A„, então 
L 

<t> m (x)<t> n {x) dx = 0 . 

Sugestão: Note que 

K + = o. + *■»#„ = °- 

Multiplique a primeira dessas equações por é n . a segunda por 
< b„, e integre de 0 a L usando integração por partes. Final mente, 
subtraia uma equação da outra. 

24. Vamos considerar, neste problema, um problema de autovalo¬ 
res de ordem mais alta. No estudo das vibrações transversas de 
uma barra elástica uniforme, chega-se à equação diferencial 

y iv - Ay = 0, 

onde y é o deslocamento transversal e A = mar/EI : m é a massa 
por unidade de comprimento da barra. Eéo módulo de Young, I 
é o momento de inércia da seção reta em relação a um eixo per¬ 
pendicular ao plano de vibração que contém o centróide ewéa 
freqüência de vibração. Então, para uma barra cujas propriedades 
materiais e geométricas são dadas, os autovalores determinam as 
freqüências naturais de vibração. As condições de contorno em 
cada extremidade são, em geral, de um dos seguintes tipos: 

y = y' = 0, extremidade presa, 
v =• y" = 0, extremidade apoiada ou com dobradiça, 
y" = f* = 0, extremidade livre. 

Para cada um dos três casos, encontre a forma das autofunções 
e a equação satisfeita pelos autovalores desse problema de va¬ 
lores de contorno de quarta ordem. Determine A, e A : , os dois 
autovalores de menor módulo. Suponha que os autovalores são 
reais e positivos. 

(a) y(0) = y"(0) = 0. y(L) = y"(L) = 0 

(b) y(0) = y"(0) = 0. y(L) = y(L) = 0 

(c) y(0) = y'(0) = 0. y"{L) = y”\L) = 0 (viga em balanço) 

25. Esse problema ilustra o fato de que o autovalor pode aparecer 
tanto nas condições de contorno quanto na equação diferenci¬ 
al. Considere as vibrações longitudinais de uma bana unifor¬ 
me de comprimento L. Pode-se mostrar que o deslocamento 
axial u(a. r) satisfaz a equação diferencial parcial 

(E/p)u xx = u Jt \ 0 <x<L, t > 0, (i) 
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onde E é o módulo de Young epé a massa por unidade de 
volume. Se a extremidade em x = 0 está fixa. então a condição 
de contorno aí é 

t/(0,O = 0. f > 0. (ii) 

Suponha que a extremidade em .v = L está rigidamente presa 
a uma massa m. mas não tem outras restrições. Podemos ob¬ 
ter a condição de contorno aí escrevendo a lei de Newton para 
a massa. Da teoria de elasticidade, pode-se mostrar que a força 
exercida na barra pela massa é dada por — EAu x (L. t). Logo. a 


condição de contorno é 

EAu x (L % t) + mu n (L. t) = 0. t > 0. (iii) 

(a) Suponha que t/(.r, /) = X{x)T{t). Mostre que X(x) e T(t) sa¬ 
tisfazem as equações diferenciais 

X* + XX = 0, (tv> 

7" + A(£7p)7 = 0. (v) 

(b) Mostre que as condições de contorno são 

X<0) = 0. X'(L) — ykLX(L) = 0. (vi) 


onde y = mlpAL é um parâmetro adimensional que fornece a 
razão entre a massa presa e a massa da barra. 

Sugestão : Use a equação diferencial para T(t) para simplificar 
a condição de contorno em x = L 

(c) Determine a forma das autofunções e a equação satisfeita 
pelos autovalores reais das equações (iv) e (vi). Encontre os dois 
primeiros autovalores A, e A ? se y = 0,5. 


11.2 Problemas de Valores de Contorno 
de Sturm-Liouville 

Vamos considerar, agora, problemas de valores de contorno com 
fronteiras de dois pontos, do tipo obtido na Seção 11.1. separan¬ 
do as variáveis em um problema de condução de calor em uma 
barra com propriedades materiais variáveis e um termo de fonte 
proporcional à temperatura. Esse tipo de problema ocorre em 
muitas outras aplicações. 

Esses problemas de valores de contorno estão associados, em 
geral, aos nomes de Sturm e Liouville. 1 Eles consistem em uma 
equação diferencial da forma 

[p(x)y'f - q(x)y + *r(*)y = 0 (1) 

no intervalo 0 < x < 1 .junto com condições de contorno do tipo 
a \ v(0) + a 2 y(®) = °- b\V(l) + b 2 y’(l) = 0 (2) 

nas extremidades. É conveniente, muitas vezes, introduzir o ope¬ 
rador diferencial linear homogêneo L definido por 

L[y] = -[p(x)y'Y + q(x)y. (3) 

Então, a equação diferencial (1) pode ser escrita como 

L[y] = Àr(.v)y. (4) 


Charles-François Sturm 1 1803-1855) e Joseph Liou\ ille (1809-1882), em uma série de ar¬ 
tigos entre 1836 c 1837. estabeleceram diversas propriedade^ da classe de problemas de 
valores de contorno associados a seus nomes, inclusive os resultados enunciados nos teore¬ 
mas de 11.2.1 a 11.2.4. Sturm também é famoso por um teorema sobre o número de zeros 
de um polinómio e. além disso, tem muitos trabalhos em física e mecânica. Além de sua 
pesquisa em análise, álgebra e teoria dos números. Liouville foi o fundador, e editor durante 
39 anos. do importante Journal de mathématiques purês et appliquées. Um de seus resultados 
mais importantes foi a demonstração lem 1844) da existência de números transcendentais. 


Vamos supor que as funções /?, p\q e r são contínuas no in¬ 
tervalo 0 < x < 1 e que. além disso. p(x) > 0 e i\x) > 0 em to¬ 
dos os pontos 0 < .v < 1. Essas hipóteses são necessárias para 
tomar a teoria o mais simples possível c manter, ao mesmo tem¬ 
po, uma generalidade razoável. Essas condições são satisfeitas, 
de fato. em muitos problemas importantes de física matemática. 
Por exemplo, a equação y" + Ày = 0. que aparece, repetidamen¬ 
te. na seção anterior, é da forma (1) com p(x) = 1. q(x) = 0 e 
r{.x) = 1. As condições de contorno (2) são separadas, isto é, 
cada uma envolve apenas um dos pontos de fronteira. Essas são 
as condições de contorno separadas mais gerais possíveis para 
uma equação diferencial de segunda ordem. 

Antes de estabelecer algumas propriedades do problema de 
Sturm-Liouville (1), (2), precisamos obter uma identidade, co¬ 
nhecida como a identidade de Lagrange. básica no estudo de 
problemas de valores de contorno lineares. Suponha que u e v 
são funções com derivadas segundas contínuas no intervalo 0 ^ 
x ^ 1. Então, 2 


í L[u]v dx = f [—( pu)'v + quv]dx. 

J o J o 

Integrando o primeiro termo na integral à direita do sinal de igual¬ 
dade duas vezes por partes, obtemos 


í L[u\v dx = — p(x)u'(x)v(x) 

J 0 

4 * í i- uipv y 
J 0 


+ p(x)u(x)v'(x) 


-I- uqv] dx 


= -p(x)[u (x)v(x) -u(x)v'(x)] 


+ 


J 0 


L[i>] dx. 


Logo. passando para o lado esquerdo do sinal da igualdade a 
integral à direita, temos 

{L[w]u - i*L[v]} dx = -/?U)[w'U)i’(.t) 


/ 




- u(x)v'(x)] 


(5) 


lo 

que é a identidade de Lagrange. 

Vamos supor, agora, que as funções uqv na Eq. (5) satisfazem, 
também, as condições de contorno (2). Então, supondo que a 2 # 0 e 
que 0. a expressão à direita do sinal de igualdade na Eq. (5) fica 


-p{x)[u\x)v(x) - u(x)vix)] 


i 

o 


= —p(l)[ M '(l)v(l) - u(l)v'(l)] + /?(0)[i/'(0)i'(0) 


- w(0)t/(0)] 


= -p( D [-^«(l)v(l) + j^H( lMl)j 
4- p( 0) ——u(0)i’(0) + — m(0)i’(0) 

L a 2 a 2 J 


= 0 . 


: Para simplificar, algumas vezes vamos usar a notação J* / dx. em vez de J fix) dx. 
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O mesmo resultado vale se a 2 ou b 2 for nulo; a demonstração, 
nesse caso, é ainda mais simples e é deixada para o leitor. Logo, 
se o operador diferencial L é dado pela Eq. (3) e se as funções // 
e v satisfazem as condições de contorno (2), a identidade de 
Lagrange se reduz a 

i 

{L[f/]i> — dx = 0. (6) 

Vamos escrever a Eq. (6) de maneira ligeiramente diferente. 
Definimos, na Eq. (4) da Seção 10.2, o produto interno (w, v) de 
duas funções reais u euemum intervalo dado; usando o interva¬ 
lo 0 ^ jc ^ 1, temos 


(w. v) 



u(x)v(x) dx. 


Com essa notação, a Eq. (6) Fica 


(7) 


(L[m], u) — {u, Lfi']) = 0. (8) 

Para provar o Teorema 11.2.1 abaixo, vamos precisar traba¬ 
lhar com funções complexas. Por analogia com a definição na 
Seção 7.2 para vetores, definimos o produto interno de duas fun¬ 
ções complexas em 0 ^ .r ^ 1 como 

• i 

(w, v) = / u(x)v(x) dx % (9) 


J o 


onde v é o complexo conjugado de v. É claro que a Eq. (9) fica 
igual à Eq. (7) se u(x) e iX.v) são reais. É importante saber que a 
Eq. (8) permanece válida sob as condições enunciadas se // e v 
forem funções complexas e o produto interno (9) for usado. Para 

ver isso, podemos começar com a quantidade J| L[u]v dx e 

seguir os passos que levam à Eq. (6), usando o fato de que p(x), 
q(x), a x% a 2 y b { e b 2 são todos reais (veja o Problema 22). 

Vamos considerar algumas das implicações da Eq. (8) para o 
problema de Sturm-Liouville (1), (2). Vamos supor, sem demons¬ 
tração, 3 que esse problema tem. de fato, autovalores e autofun- 
ções. Nos teoremas de 11.2.1 a 11.2.4 abaixo, enunciamos di¬ 
versas de suas propriedades importantes, embora relativamente 
elementares. Cada uma dessas propriedades é ilustrada para o 
problema de Sturm-Liouville básico 


y" + Ay = 0, y(0)=0, v(l) = 0, (10) 

cujos autovalores são À„ = tr com as autofunções correspon¬ 
dentes 4> n (x) = sen nTrx - 


Teorema 11.2.1 

Todos os autovalores do problema de Sturm-Liouville (1). (2) 
são reais. 


Para provar esse teorema, vamos supor que À é um autovalor 
(possivelmente complexo) do problema (1). (2) e que òé uma 
autofunção associada, também, possivelmente, complexa. Va¬ 
mos escrever À = /i 4* *>e <b(x) = U(x) + iV(x), onde /u., v. 


* A demonstração pode ser encontrada, por exemplo, nos livros de Sagan l Cap. 5) ou Birkhoff 
e Rota (Cap. 10). 


U(x) e V(x) são reais. Então, fazendo u = 0 e v = ô na Eq. (8), 
temos 


(L[0],0) = (0,L[0]). (11) 

Sabemos, no entanto, que L[0] — A ré. de modo que a Eq. (11) fica 
(A/*0. 0) = (0, Xr0). (12) 

Usando a definição (9) do produto interno para escrever a Eq. 
(12) por extenso, obtemos 

í kr(x)<p(x)<t>(x) dx = í 0(x)X7(x)0(x) dx.( 13) 
7o J o 

Como r(x) é real. a Eq. (13) se reduz a 


(A - A) í r(x)0(x)0(x) dx = 0. 

J o 

ou j 

(A — X) í r(x)[U 2 U) + V 2 (x)]dx = 0. (14) 

J o 

O integrando na Eq. (14) não é negativo nem é identicamente 
nulo. Como o integrando é contínuo, segue que a integral é posi¬ 
tiva. Portanto, o fator A - A = 2ivtem que ser nulo. Logo, v = 
0 e A é real, o que prova o teorema. 

Uma conseqüência importante do Teorema 11.2.1 é que, para 
se encontrar autovalores e autofunções de um problema de valo¬ 
res de contorno de Sturm-Liouville. basta procurar por autova¬ 
lores reais. Lembre-se de que foi isso que fizemos no Cap. 10. 
É. também, possível mostrar que as autofunções do problema de 
valores de contorno (1), (2) são reais. Uma demonstração está 
esboçada no Problema 23. 


Teorema 11.2.2 


Se 0, e 0 2 são duas autofunções do problema de Sturm- 
Liouville (1), (2), correspondente aos autovalores A, e A : , res¬ 
pectivamente, e, se A, A 2 , então 


L 


r(x)4>^x)<t> 2 (x) dx = 0. 


(15) 


Esse teorema expressa a propriedade de ortogonalidade das 
autofunções em relação à função peso r. Para provar o teorema, 
observamos que 0, e 0 : satisfazem as equações diferenciais 

L[0\] = Aj r0] (16) 

e 

L[0 2 ] = A 2 /*0 2 , (17) 

respectivamente. Fazendo it = 0,, v = é z e substituindo na Eq. 
(8), obtemos 

(A,r0, . 0 2 ) - (0,, A 2 r0 2 ) = 0. 
ou, usando a Eq. (9). 

A, [ r(x)4> { (x)fa(x) dx — A-, í 0 { (x)7(x)<f>-,(x) dx = 0. 

7o “ "7o 

Como A : . r(x) e 0 : (.v) são reais, essa equação fica 

(Aj — A,) í r(x)<f> } (x)<t>i(x) dx = 0. (18) 

7o 

Como. por hipótese. A, ^ A : , 0, e 0 : têm que satisfazer a Eq. 
(15) e o teorema está demonstrado. 
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Teorema 11.2.3 

Os autovalores do problema de Sturm-Liouville (1), (2) são 
todos simples, isto é, a cada autovalor corresponde apenas uma 
autofunção linearmente independente. Além disso, os auto¬ 
valores formam uma seqüência infinita e podem ser ordena¬ 
dos crescentemente, de modo que 

Além disso. À„ —> * quando n —> . 


A demonstração desse teorema é um pouco mais avançada do 
que a dos dois teoremas antecedentes e será omitida. No entan¬ 
to. a demonstração de que os autovalores são simples está 
esquematizada no Problema 20. 

Observamos, novamente, que todas as propriedades enunci¬ 
adas nos teoremas de 1 1.2.1 a 11.2.3 são exemplificadas pelos 
autovalores À, t = trrr e as autofunções <£„(*) = sen nmc do pro¬ 
blema exemplo (10). É claro que os autovalores são reais. As 
autofunções satisfazem as relações de ortogonal idade 

/ 0 #w (jc) 0 w (jt) dx = / sen/w;r.r sen nixx dx = 0 , 

J o J o 

rn^n. (19) 

estabelecida na Seção 10.2 por integração direta. Além disso, os 


autovalores podem ser ordenados de modo que Àj < À 2 < ... e 
À„ —»se. Finalmente, para cada autovalor corresponde uma úni¬ 
ca autofunção linearmente independente. 

Vamos supor que os autovalores do problema de Sturm- 
Liouville (1), (2) estão ordenados como indicado no Teorema 
11.2.3. Existe uma autofunção (j) n associada a cada autovalor À ft , 
determinada a menos de uma constante multiplicativa. E conve¬ 
niente, muitas vezes, escolher a constante arbitrária que multi¬ 
plica cada autofunção de modo a satisfazer a condição 

I 

r(x)<p; t (x) dx — 1 , n = 1,2 . ( 20 ) 

A Eq. (20) é uma condição de normalização e as autofunções 
que satisfazem essa condição são ditas normalizadas. De fato, 
nesse caso, elas formam um conjunto ortonormal completo 
(em relação à função peso r), pois satisfazem, também, a rela¬ 
ção de ortogonalidade (15). Algumas vezes, é útil combinar as 
Eqs. (15) e (20) em uma única equação. Para isso. definimos o 
símbolo 8 mn , conhecido como o 8 de Kronecker , 4 por 


8 


mn 


0 . se m 7 *^ n. 

1 . se m = n . 


( 21 ) 


Usando o 8 de Kronecker, podemos escrever as Eqs. (15) e (20) 
como 


í 


i 


r(x)(f>Jx)<t> n (x) dx = S mn . 


( 22 ) 


Exemplo 1 

Determine as autofunções normalizadas do problema (10): 
v" + Ay = 0 , v( 0 ) = 0 , y(l) = 0 . 

Os autovalores desse problema são A, = 7 r. À : = 47 t : , .... À„ 
= tf 2 77 2 , ... e as autofunções correspondentes são k } sen 7 r.v, k 2 
sen 277.Y,..., k n sen mrx . respectivamente. Nesse caso, a fun¬ 

ção peso é rfv) = 1. Para satisfazer a Eq. (20), precisamos esco¬ 
lher k tl tal que 


f 


( k n sen/77rjc)‘ 


dx = 1 


para cada valor dc n. Como 

kl I sen 2 nnx dx = kl I — \ co%2mzx) dx = 

J o J o 

a Eq. (23) é satisfeita se k„ for escolhido como sendo V2 para 
cada valor de n. Logo, as autofunções normalizadas do proble¬ 
ma de valores de contorno dado é 


(23) 


<p n (x) = \/2sen/í;rjt, n = 1 , 2, 3. 


(24) 


Exemplo 2 

Determine as autofunções normalizadas do problema 

y" *F Ay = 0, y(0) = 0, y'(l) + y(l) = 0. (25) 

No Exemplo 1 da Seção 11.1, vimos que os autovalores À„ 
satisfazem a equação 

sen cos = 0 , (26) 

e que as autofunções correspondentes são 

4>„(x) = k n sen Jk n x, (27) 

onde k„ é arbitrária. Podemos determinar k n da condição de nor¬ 
malização (20). Como r(x) = 1 nesse problema, temos 



/x sen2 v /Ã„.v \ 1 
" \ 2 4A: ; o 


4 Leopold Kronecker 11823-1891), um aluno de Dirichlet. esteve ligado à Universidade de 
Berlim a maior pane de sua vida, embora só tenha tido uma posiçào formal como professor 
a panir de 1883 (pois tinha fortuna própria). Trabalhou em teoria dos números, funções elé¬ 
tricas. álgebra e suas interconexões. 
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,.2 2 VK~ sen2 VK 
4y/K 

_ j 2 x/^-s^y^cosv^ 

2 A' 

_ ,.2 1 +COS 2 a; 

" 2 

onde usamos a Eq. (26) no último passo. Logo. para normalizar 
as autofunções <£„. precisamos escolher 



As autofunções normalizadas do problema dado são 


4> n (x) 


s/2 sen y/k n x 

d +cos 2 jr n /' 2 ' 


n = 1.2 


( 28 ) 


(29) 


Vamos considerar o problema de expandir uma função dada 
/em uma série de autofunções do problema de Sturm-Liouville 
(1), (2). Já vimos exemplos de tais expansões nas Seções de 10.2 
a 10.4. Por exemplo, mostramos que, se fé contínua, tem deri¬ 
vada seccionalmente contínua em 0 < .v ^ 1 e satisfaz as condi¬ 
ções de contorno /(O) =fi 1) = 0. então/pode ser expandida em 
uma série de Fourier da forma 

X 

/(.v) = £ b tí s£i\njrx. (30) 

n= I 

As funções sen n 7t.v, n = 1,2.são, precisamente, as autofun¬ 

ções do problema de valores de contorno (10). Os coeficientes 
b n são dados por 

b n = 2 í f(x)scnn7tx dx (31) 

J o 


Logo. usando a definição de 5 WI . temos 

C m= í '■(*)/(*) dx = (/. r<p m ) . 

J 0 

w = 1,2. (34) 

Assim, os coeficientes na série (32) foram determinados formal¬ 
mente. A Eq. (34) tem a mesma estrutura que as fórmulas de 
Euler-Fourier. para os coeficientes de uma série de Fourier, e a 
série em autofunções (32) também tem propriedades de conver¬ 
gência semelhantes às das séries de Fourier. O teorema a seguir 
é análogo ao Teorema 10.3.1. 

Teorema 11.2.4 


e a série (30) converge para cada _v em 0 < .v < 1. De maneira 
análoga,/pode ser expandida em uma série de Fourier em co- 
senos usando-se as autofunções cos n ttx, n = 0,1.2 do pro¬ 
blema de valores de contorno y" + Ay = 0. y'(0) = 0, y'(1) = 0. 

Suponha que uma função dada/, satisfazendo condições con¬ 
venientes. pode ser expandida em uma série infinita de autofun¬ 
ções do problema de Sturm-Liouville mais geral (1), (2). Se isso 
puder ser feito, então 

3C 

/(*) = £<•„</>„(*), (32) 

n =1 


onde as funções (f) n (x) satisfazem as Eqs. (1) e (2) e. também, a 
condição de ortogonalidade (22). Para calcular os coeficientes 
na série (32). multiplicamos a Eq. (32) por r(x)ó m {x). onde m é 
um inteiro positivo fixo. e integramos de x = 0 a x = 1. Supon¬ 
do que a série pode ser integrada termo a termo, obtemos 

Ç I 3C ç 1 

/ r(x)f(x)(PJx)dx = Ycl r(x)<pjx)<p n (x) dx 
Jo ÍIÍ J o 


-E 


C Jmn- 


(33) 


/l=l 


Sejam .... (f)„ _as autofunções normalizadas do pro¬ 

blema de Sturm-Liouville (1), (2): 

[p(x)y'] f - q(x)y + kr(x)y = 0, 

fl,y(0) + a 2 y'(0) = 0, /?,y( 1) + b 2 y'( 1) = 0. 

Suponha que/e/' são seccionalmente contínuas em 0 < x < 
1. Então, a série (32), com os coeficientes c n são dados pela 
Eq. (34), converge para \flx+) +flx-)]/2 em cada ponto do 
intervalo aberto 0 < x < 1. 


Se/satisfaz, além dessas, outras condições, pode-se estabe¬ 
lecer uma conclusão mais forte. Suponha que. além das hipóte¬ 
ses do Teorema 11.2.4. a função / é contínua em0<.v< 1. Se 
a 2 = 0 na primeira das Eqs. (2) [de modo que <£„(0) = 0J, supo¬ 
nha qu efiQ) = 0. Analogamente, se b 2 = 0 na segunda das Eqs. 
(2). suponha que/1) = 0. Caso contrário, não há necessidade 
de se supor nenhuma condição de contorno para/. Então, a série 
(32) converge para flx) em todos os pontos do intervalo fechado 
0 <jc< 1. 


Exemplo 3 

Expanda a função 

/(.v) = x, 0 < x < 1 (35) 

em termos das autofunções normalizadas 4> n (x) do problema (25). 


Vimos, no Exemplo 2. que as autofunções normalizadas são 


0„(-V> = k n sen 


V 


A„.r. 


(36) 
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onde k n é dada pela Eq. (28) e À„ satisfaz a Eq. (26). Para encon¬ 
trar a expansão para/em termos das autofunções d > n . escrevemos 

X 

/(*) = 52<VÊ n (*), (37) 

/J=l 

onde os coeficientes são dados pela Eq. (34). Logo. 

c " = L f(x)<t>n(x) dx=k " f (l vsen \^" x dx ' 

Integrando por partes, obtemos 

, (sen A: cos s/K\ _ , 2sen A 

" "l " A )- K K ' 


onde usamos a Eq. (26) na última passagem. Substituindo k r . dada 
pela Eq. (28). obtemos 


Portanto, 


2 v /2sen v /X^‘ 

*„(•+ cos2 a > 


1/2- 


00 


f(x) = 4^2 

#!= I 


sen v /Ã^sen N /X^.t 

A.„(] +cos 2 yrj 


(38) 


(39) 


Observe que, embora a expressão à direita do sinal de igualdade 
na Eq. (39) seja uma série em senos, não está incluída na discus¬ 
são sobre séries de Fourier na Seção 10.4. 


Problemas Auto-adjuntos . Problemas de valores de contorno de 
Sturm-Liouville têm importância própria, mas podem ser vistos, 
também, como pertencentes a uma classe muito maior de pro¬ 
blemas que têm muitas das mesmas propriedades. Por exemplo, 
existem muitas semelhanças entre problemas de Sturm-Liouville 
e o sistema algébrico 

Ax = Àx, (40) 

onde a matriz n X n A é real e simétrica ou auto-adjunta. Com¬ 
parando os resultados mencionados na Seção 7.3 com os desta 
seção, observamos que, em ambos os casos, os autovalores são 
reais e as autofunções ou autovetores formam um conjunto orto¬ 
gonal. Além disso, as autofunções ou autovetores podem ser 
usados como uma base para se expressar uma função ou vetor, 
respectivamente, essencialmente arbitrários, como uma soma. A 
diferença mais importante é que a matriz tem. apenas, um nú¬ 
mero finito de autovalores e autovetores, enquanto um proble¬ 
ma de Sturm-Liouville tem uma infinidade. E interessante, e de 
importância fundamental em matemática, que esses problemas 
aparentemente diferentes — o problema matricial (40) e o pro¬ 
blema de Sturm-Liouville (1). (2) — são. de fato. parte de uma 
única teoria subjacente. Normalmente, referimo-nos a essa teo¬ 
ria como a teoria dos operadores lineares e ela faz parte da área 
de análise funcional. 

Vamos observar, agora, algumas generalizações para os pro¬ 
blemas de Sturm-Liouville. que ainda preservam os principais 
resultados dos teoremas de 11.2.1 a 11.2.4 — a existência de 
uma seqüência de autovalores reais que tendem ao infinito, a 
ortogonal idade das autofunções e a possibilidade de se expan¬ 
dir uma função arbitrária em uma série de autofunções. Essas 
generalizações dependem de a relação crucial ( 8 ) permanecer 
válida. 

Vamos considerar o problema de valores de contorno que 
consiste na equação diferencial 

L[y] = Àr(.r)\\ 0 < x < 1. (41) 

onde 

£■[>•] = + ••• + />,(-v)íL + P 0 (.v)v. (42) 

dx 1 dx 

e n condições de contorno homogêneas nas extremidades do in¬ 
tervalo. Se a Eq. ( 8 ) for válida para um par de funções sufici¬ 


entemente diferenciáveis que satisfaçam as condições de con¬ 
torno, então o problema dado é dito auto-adjunto. É impor¬ 
tante notar que a Eq. ( 8 ) envolve restrições tanto sobre a equa¬ 
ção diferencial, quanto sobre as condições de contorno. O ope¬ 
rador diferencial L tem que ser tal que o mesmo operador apa¬ 
rece em ambos os termos da Eq. ( 8 ). Para isso. é preciso que L 
tenha ordem par. Além disso, um operador de segunda ordem 
tem que ter a forma (3), um operador de quarta ordem tem que 
ter a forma 

£[v] = [p(x)y"]" - [?(*)/]' + i(.v)y. (43) 

e operadores de ordem mais alta têm que ter uma estrutura aná¬ 
loga. Além disso, as condições de contorno têm que ser tais de 
modo a eliminar os termos de fronteira que aparecem durante 
a integração por partes usada para se deduzir a Eq. ( 8 ). Por 
exemplo, em um problema de segunda ordem, isso é verdadei¬ 
ro para as condições de contorno separadas ( 2 ) e, também, em 
outros casos determinados, como o que é dado no Exemplo 4 a 
seguir. 

Vamos supor que temos um problema de valores de contorno 
auto-adjunto para a Eq. (41), onde L[y] é dado pela Eq. (43). 
Vamos supor que p, < 7 , r e s são contínuas em 0 ^ x < 1 e que as 
derivadas d ep e < 7 , indicadas na Eq. (43), também são contínuas. 
Se. além disso, p(x) > 0 e r(x ) > 0 em 0 < .v < 1, então, existe 
uma seqüência infinita de autovalores tendendo a +*. as auto¬ 
funções são ortogonais em relação à função peso r e uma função 
arbitrária pode ser expandida em uma série de autofunções. No 
entanto, as autofunções podem não ser simples para esses pro¬ 
blemas mais gerais. 

Vamos considerar, agora, a relação entre problemas de Sturm- 
Liouville e séries de Fourier. Observamos, anteriormente, que 
as séries de Fourier em senos e em co-senos podem ser obtidas 
usando-se as autofunções de determinados problemas de Sturm- 
Liouville envolvendo a equação diferencial v" + Àv = 0. Isso 
levanta a pergunta de se podemos obter uma série de Fourier 
completa, incluindo os termos tanto em senos como em co-se¬ 
nos. escolhendo-se um conjunto apropriado de condições de 
contorno. A resposta é dada pelo exemplo a seguir, que serve para 
ilustrar, também, a ocorrência de condições de contorno não se¬ 
paradas. 
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Exemplo 4 

Encontre os autovalores e autofunçõcs do problema de valores 
de contorno 


v" + Ay = 0, (44) 

y(-L)-y(L) = 0, y'(-L)-y'(L) = 0. (45) 

Esse não é um problema de Sturm-Liouville. já que as condi¬ 
ções de contorno não são separadas. As condições de contorno 
(45) são chamadas condições de contorno periódicas, já que elas 
forçam que y e y' tenham os mesmos valores em x = L e x = 
-L. A demonstração de que o problema (44). (45) é auto-adjun- 
to é direta. Um cálculo simples estabelece que Ao = 0 é um auto¬ 
valor e que a autofunção correspondente é <b 0 (x) = 1. Além dis¬ 
so, existem autovalores adicionais À, = (tt/L) 2 . à 2 = (27 t/L) z __ 

A„ = (nir/L) 2 .A cada um desses autovalores não-nulos cor¬ 

respondem duas autofunções linearmente independentes; por 
exemplo, correspondendo a A„. existem duas autofunções d>„(.v) 
= cosinvx/L) e i//„(x) = sen( nm/L). Isso ilustra o fato de que os 


autovalores podem não ser simples quando as condições de con¬ 
torno não são separadas. Além disso, se procuramos expandir 
uma função dada de período 2 L em uma série de autofunções do 
problema (44), (45), obtemos a série 


„ a n / rtjrx 

f(x) = — + 2J [a n COS — + b„ sen 

n=l 


1171X ^ 

~r 


que é, simplesmente, a série de Fourier de/. 

Vamos considerar outros problemas com condições de con¬ 
torno não separadas, nem trataremos de problemas de ordem 
maior do que segunda, exceto em poucos problemas. Existe, no 
entanto, um outro tipo de generalização que queremos discutir. 
É o caso em que os coeficientes p. q e r na Eq. (1) não satisfa¬ 
zem condições de continuidade e positividade tão estritas como 
as enunciadas no início desta seção. Tais problemas são chama¬ 
dos problema de Sturm-Liouville singulares e serão o assunto da 
Seção 11.4. 


Problemas 


Nos problemas de 1 a 5. determine as autofunções normalizadas do 
problema dado 

L y" 4 - Ay = 0, y(0)=0. 

2. y" -I- Ay = 0. y/0) = 0. 

3. y" + Ay = 0, y/0) = 0, 

4. y" + Ay = 0, y/0) = 0. 

veja a Seção 11.1. Problema 8 . 

5. y" - 2y' + (1 4- A)y = 0. y(0) = 0. y(1) = 0: 

veja a Seção 11.1. Problema 17. 


y/l) = 0 
v(l) = 0 
y/l) = 0 
y'( i) + v(i)= 0 ; 


Nos problemas de 6 a 9. encontre os coeficientes da expansão em 


autofunções ad>„(x) da função dada, usando as autofunções 

ff s | 

normalizadas do Problema 1. 


6 . f(x) = 1 . 


8 . /(.*) = 


0 < .v < 1 
0 < -v < 5 
í < x < I 


7. f(x) = x, 

9 /<t)= {f’ 


0 < x < 1 
0 < .r < i 
i < .r < I 


Nos problemas de 10 a 13, encontre os coeficientes da expansão em 
autofunções ^ ajj> n (x) da função dada, usando as autofunções 

n ■ I 

normalizadas do Problema 4. 


10 . f(x) = 1 . 0 < x < 1 
12 . f(x)= 1 - .r, 0 < .t < I 


11 . 

13. 


f(x) = .r. 


f(x) 


1 . 

0 . 


0 < x < 1 
0 < x < i 
\ < .v < 1 


Nos problemas de 14 a 18. determine se o problema de valores de 
contorno dado é auto-adjunto. 


14. y" + y' *+• 2y = 0. y(0) = 0, y(l) = 0 

15. (1+ x 2 )y" + 2jcy' 4- y = 0. y/0) = 0. y(1) + 2yZ 1) = 0 

16. y" -h y = Ay. y(0) - y/l) = 0. y/0) - y(l) = 0 

17. d -f x 2 )y" + ixy' -b y = A(1 -b Jt 2 )y, y(0) - y/1) = 0. 
y/0) + 2y(l) = 0 

18. y" -b Ay = 0, y(0) = 0, y(jr) -b y/jr) = 0 


19. Mostre que, se as funções u e v satisfazem as Eqs. (2) e se a 2 = 
0. ou b 2 = 0, ou ambos, então. 


p(x)[u(x)v(x) - u(x)v'(x)] 


= 0 . 


o 


20. Esboçamos, neste problema, uma demonstração para a primei¬ 
ra parte do Teorema 11.2.3: que os autov alores do problema de 
Sturm-Liouville (1), (2) são simples. Para um À dado, suponha 
que </>, e <b 2 são duas autofunções linearmente independentes. 
Calcule o wronskiano W(<£,, (t> 2 )(x) e use as condições de con¬ 
torno (2) para mostrar que VV^,, d> : )(0) = 0. Depois, use os 
Teoremas 3.3.2 e 3.3.3 para concluir que <í> l e à z não podem 
ser lincarmente independentes como suposto. 

21. Considere o problema de Sturm-Liouville 


- [p(jr)y']' + q(x)y = Ar(jc)y, 


fljy(O) + a 2 y'( 0 ) = 0 . é,y( 1 ) + fc 2 y/l) = 0 , 

onde p,qtr satisfazem as condições enunciadas no texto. 

(a) Mostre que, se À for um autovalor e se <b for uma autofun¬ 
ção associada, então 


A f r<p 2 dx = í (p0' 2 + q4r) dx -b ^-/?(1)0 2 (1) 
J 0 J 0 

- ^ p(0)d>Ho ). 
a , 


desde que a z * 0 e b : & 0. Como esse resultado tem que ser 
modificado se a 2 - 0 ou b z = 0? 

(b) Mostre que, se <y(.v) > Õ. e se bjb : e -aja 2 não são negati¬ 
vos, então o autovalor A é maior ou igual a zero. 

(c) Sob as condições do item (b), mostre que o autovalor A é 
estritamente positivo a menos que a, = /3j = 0 e q(x) = 0 para 
todo jc emO^.t^ 1. 

22. Deduza a Eq. (8) usando o produto interno (9) e supondo que u 
e v são funções complexas. 

Sugestão : Considere a quantidade J L[u]v dx separe u e u em 

suas partes reais e imaginárias, e proceda como no texto. 

23. Neste problema, indicamos uma demonstração de que as auto¬ 
funções do problema de Sturm-Liouville (1), (2) são reais. 
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FIG. 11*2*1 (a) Uma coluna sendo comprimida* (b) Forma da coluna deformada. 


(a) Sejam À um autovalor e <$> uma autofunçao associada* Su¬ 
ponha que 4>(x) = U( x) + /Vtv) e mostre que U e V são* tam¬ 
bém, autofunçoes associadas a A* 

(b) Usando o Teorema 11.23* ou o resultado do Problema 20, 
mostre que U e V são linearmente dependentes, 

(c) Mostre que ó tem que ser real. a menos de uma constante 
multiplicativa que pode ser complexa. 

24. Considere o problema 

x 2 y" = A(xv' - y). v(i) = 0 , y(2) = 0 . 

Note que À aparece como um coeficiente de y\ além do pró¬ 
prio v. E possível estender a noção de problema auio-adjunto 
para esse tipo de problema e mostrar que esse problema, em 
particular, não é auto-adjunto. Mostre que o problema tem au¬ 
tovalores, mas que nenhum deles é real. Isso ilustra que, em 
geral, problemas que não são auto-adjuntos podem ter autova¬ 
lores que não são reaís. 

Deformação de uma Coluna Elástica, Na investigação da defor¬ 
mação de uma coluna elástica de comprimento L sob uma força axi¬ 
al P { Fig. 11,2.Itf), somos levados à equação diferencial 

y iv + Ky rf = 0 , 0 < x < L, (i) 

O parâmetro À é igual a P/EL onde E é o módulo de Young eiéo 
momento de inércia da seção reta em relação a um eixo que passa 
pelo centróide e é perpendicular ao piano at. As condições de con¬ 
torno em a* = 0 e x — L dependem de como as extremidades da co¬ 
luna estão apoiadas. Condições de contorno típicas são 

y = y' = 0. extremidade presa: 

y = y" — 0, extremidade apoiada (com dobradiça). 

A barra ilustrada na Fíg* ] K2,ltf está apoiada, simplesmente, em a 
= 0 e presa em x = L, Deseja-se determinar os autovalores e auto- 
funções da Eq. (i) sujeita às condições de contorno adequadas. Em 
particular, o menor autovalor À } dá a força que faz com que a coluna 
se deforme, ou possa ficar em uma posição de equilíbrio curva, como 
ilustrado na Fíg. 1 L 2Ah. A autofunçao correspondente descreve a 
configuração da coluna deformada. Note que a equação diferencial 
(i) não está coberta pela teoria descrita nesta seção. É possível mos¬ 
trar, no entanto, que, em cada um dos casos dados aqui, todos os 
autovalores são reais e positivos. Os Problemas 25 e 26 tratam de 
problemas sobre deformação de colunas. 

25. Para cada uma das condições de contorno a seguir, encontre o 
menor autovalor í a força de deformação) de y l4f + Ay" = 0 e 
encontre, também, a autofunçao correspondente (a forma da co¬ 
luna deformada), 

(a) y( 0 ) = y fi ( 0 ) = 0 , y(L) = y"(L) = 0 

(b) v( 0 ) = /'( 0 ) = 0 . y(L) = y*{L) = 0 

(c) yfO) = v (0) = 0. y(X) = y(L) = 0 

26. Em alguns problemas de deformação, o parâmetro autovalor 
aparece nas condições de contorno, além da equação diferen¬ 
cial, Tal caso ocorre quando a coluna está presa cm uma extre¬ 


midade e a ouLtu extremidade esta livre. Nesse caso. a equação 
diferencial y ,4 ‘ + Ay" = 0 tem que ser resolvida sujeita às con¬ 
dições de contorno 

v( 0) = 0. /(Ü) = 0. f(L) = 0. y"'(L) + ky'(L) = 0* 

Encontre o menor autovalor e a autofunçao correspondente. 

27, Em uma camada de rocha porosa, solutos (isto é, substâncias 
dissolvidas) na água que flui pelos poros da rocha são trans¬ 
portados de duas maneiras diferentes. O processo pelo qual um 
soluto é transportado pelo movimento total do fluxo da água é 
chamado de avecçao. O soluto também é transportado pelas 
pequenas variações na velocidade da água ao longo dos cami¬ 
nhos tortuosos dentro dos poros individuais, uni processo cha¬ 
mado de dispersão mecânica. A forma unidimensional da 
equação de avecção — dispersão para um soluto não reativo 
dissolvido em um meio poroso saturado, homogêneo e 
isotrópico sob um fluxo uniforme constante é 

Ct -p uc.í = Dc rr , 0 < a < L, t > 0, (í) 

onde c(x, t) é a concentração do soluto, v é a velocidade média 
linear da água, D é o coeficiente da dispersão hidrodinâmica e 
Lê o comprimento do caminho. Suponha que as condições de 
contorno são 

c(G ? n=G, c x (Lj) = 0, r > 0 (ii) 

e que a condição inicial é 

c(JrtO) = /(jc), 0 < x < L, (iii) 

onde a ) é a concentração inicial dada do soluto. 

(a) Suponha que eix, f) = X(a) TU), use o método de separação 
de variáveis e encontre as equações que X{x) e T(t) satisfazem, 
respectivamente. Mostre que o problema para X(x) pode ser 
escrito na forma de Sturm-Liouville 

[p(x)Xj + kr(x)X = 0. 0 < .v < L, (iv) 

X(Q) = 0* X r (L) = 0, (v) 

onde p{x) = r(x) = exp( -vx/D)> Portanto os autov alores são 
reais e as autof unções são ortogonais em relação à função peso 
rt.r). 

(b) Seja ~ A - (i^/ALE). Mostre que as autofunçoes são 

X„{x) = e vl :í) sen /í„x, (vi) 

onde fjL tl satisfaz a equação 

tgpL = —2 Dfi/v. (vii) 

(c) Mostre graficamente que a£q. (vii) tem uma seqüência in¬ 
finita de soluções positivas e que tx n = (2n — DtííIL para n 
grande. 

(d) Mostre que 

f r{x)Xl(x)dx-~ + sen 3 fi„L. 

J o i 
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(e ) Encontre uma solução formal do problema (i), (ii), (iii) com 
uma série envolvendo as autofunções X n {x). 

(f) Sejam v = 1, D = 0,5, L = 10 cfix) = 8(x — 3), onde Ô é a 
função delta de Dirac\ Usando a solução encontrada no item 
(e), faça o gráfico de c(x, t) em função de .t para diversos valo¬ 
res de /, tais como t = 0,5; 1; 3; 6 e 10. Faça o gráfico também 
de cíjc, t) em função de / para diversos valores de .t. Note que a 
quantidade necessária de parcelas para se obter um gráfico pre¬ 
ciso depende fortemente dos valores de t e de x. 

(g) Descreva em poucas palavras como a solução evolui com o 
tempo. 

él 28. Introduz-se continuamente um rastreador não reativo com con¬ 
centração Co em um fluxo constante na extremidade superior de 
uma coluna de comprimento L cheia de um meio granular ho¬ 
mogêneo. Supondo que a concentração do rastreador na co¬ 
luna é inicialmente nula, o problema de valores de contorno que 
modela esse processo é 

c, + vc x = Dc XX i 0 < x < L. t > 0. 

c(0,r) = Co» c x (L.t) = 0, t > 0, 

c(jt,0) = 0, 0 < x < L, 

onde c(.v, /), veD são como no Problema 27. 

(a) Suponha que c(.v, t) = c 0 + u(x, t) e encontre o problema de 
valores de contorno satisfeito por u{x, t). 

(b) Procedendo como no Problema 27. encontre u{x, t) como 
uma expansão em autofunções. 

(c) Sejam v = 1, D = 0.5, c ( , = 1 e L = 10. Faça o gráfico de 
c(x, 0 em função de .v para diversos valores de t e faça. tam¬ 
bém, o gráfico de c(x, t) em função de t para diversos valores 
de x. 

(d) Descreva em poucas palavras como a solução evolui com o 
tempo. Por exemplo, aproximadamente quanto tempo vai le¬ 
var para se atingir, essencialmcnte. a solução estado estacioná¬ 
rio? 


11.3 Problemas de Valores de Contorno 
Não-Homogêneos 

Vamos discutir, nesta seção, como resolver problemas de valo¬ 
res de contorno nào-homogêneos, tanto para equações diferen¬ 
ciais ordinárias, quanto para parciais. A maior parte de nossa 
atenção estará direcionada para problemas onde só a equação 
diferencial não é homogênea, enquanto as condições de contor¬ 
no são homogêneas. Vamos supor que a solução possa ser ex¬ 
pandida em uma série em autofunções de um problema relacio¬ 
nado homogêneo e. depois, determinar os coeficientes nessa sé¬ 
rie de modo que o problema não-homogêneo seja satisfeito. 
Vamos descrever esse método primeiro para problemas de valo¬ 
res de contorno para equações diferenciais lineares ordinárias de 
segunda ordem. Depois, vamos ilustrar sua utilização em equa¬ 
ções diferenciais parciais resolvendo um problema de condução 
de calor em uma barra com propriedades variáveis e na presença 
de fontes de calor. 

Problema de Sturm-Liouville Não-Homogêneo . Considere o 
problema de valores de contorno que consiste na equação dife¬ 
rencial não-homogênea 

L[y] = ~[p(x)y']' + q(x)y = (ir(x)y + f(x). (1) 


'Veja a Seçào 6.5. espccialmente a Eq. (16) da seção. 


onde /i é uma constante dada e fé uma função dada em 0 < x ^ 
1 , e nas condições de contorno 

a,v( 0 ) + fl 2 v'( 0 ) = 0 . b x y(l) + b 2 y\\) = 0 . ( 2 ) 

Como na Seção 1 1.2, vamos supor que p<p\qzr são contínuas 
em 0 < a* < 1 . e que p(x) > 0 e r(.v) > 0 nesse interv alo. Vamos 
resolver o problema ( 1 ), ( 2 ) usando as autofunções do problema 
homogêneo correspondente que consiste na equação diferencial 

L[y] = kr(x)y (3) 

e nas condições de contorno (2). Sejam À, < À : < ... < À„ < ... 

os autovalores desse problema e sejam <í> : . <f, x as autofun- 

ções normalizadas correspondentes. 

Vamos supor que a solução y = <£(.v) do problema não-ho¬ 
mogêneo ( 1 ). ( 2 ) possa ser expressa como uma série da forma 

(t>(x) = y^b n <p n (x). (4) 

n=\ 

Da Eq. (34) da Seçào 11.2. sabemos que 

b n = f r(x)<p(x)<t> n (x) clx . n = 1.2. (5) 

J o 

No entanto, como não conhecemos <£(*), não podemos usar a 
Eq. (5) para calcular />„. Em vez disso, vamos tentar determi¬ 
nar b n de modo que o problema ( 1 ), ( 2 ) seja satisfeito e usar, 
depois.aEq. (4)para encontrar <b(x). Note que tidado pelaEq. 
(4) sempre satisfaz as condições de contorno (2), já que cada 
csatisfaz. 

Vamos considerar, agora, a equação diferencial que <£tem que 
satisfazer. Ela é. simplesmente, a Eq. (1) com cf) no lugar de y: 

E[0](.v) = pr(x)(f)(x) + f(x). (6) 

Vamos substituir a série (4) na equação diferencial ( 6 ) e tentar 
determinar b„ de modo que a equação diferencial seja satisfeita. 
O termo à esquerda do sinal de igualdade na Eq. ( 6 ) fica 


£[</>](*) = L 




n= I 




/;= I 




(7) 


/f=l 


onde supusemos que podemos trocar a ordem das operações de 
soma e de diferenciação. 

Note que a função r aparece na Eq. (7) e. também, no termo 
fir(x)4)(x) na Eq. ( 6 ). Isso sugere reescrever o termo nào-homo- 
gêneo na Eq. ( 6 ) como r(x)[f{x)/tíx)]. de modo que r(x) apareça, 
também, multiplicando esse termo. Se a função f/r satisfaz as 
condições do Teorema 11.2.4, então 


/(-?) 

r(x) 


i I V—' 

77 = X>A (jr) - 

' I 


( 8 ) 


onde. usando a Eq. (5) com f/r no lugar de <b. 

C n= [ rU) 7777 0 ', ( - V)íÜ = / ftxWJXidx, 

/i = 1.2. 


( 9 ) 
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Usando as Eqs. (4), (7) e (8) para substituir <£(x), L[$](.y) e fix). 
respectivamente, na Eq. (6). obtemos 

X X X 

h nK r < x ><*„C* > = ^(-v) ) + r(jc)^c n ^ n (jr). 

n= 1 w=l «=1 

Depois de juntar os termos e cancelar o fator comum não-nulo 
r (x), temos 

X 

£ [ (À « - V )b n - C n]<t> n W = °- d°) 

n= I 

Se a Eq. (10) é satisfeita para todo x no intervalo 0 < .v ^ 1. então 
o coeficiente de <t> n (x) tem que ser zero para todo n: veja o Pro¬ 
blema 14 para uma demonstração desse fato. Logo. 

(k n - fx)b n - c n = 0. n = 1.2 . (11) 

Precisamos, agora, considerar dois casos, um dos quais tem dois 
subcasos. 

Suponha, primeiro, que /x À„ para n = 1.2, 3_, isto é. /x 

é diferente de todos os autovalores do problema homogêneo 
correspondente. Então, 

= n = 1,2,3. (12) 

K-v- 

e 

y = <t>(x) = (13) 

»=l A « 

A Eq. (13). com c„ dado pela Eq. (9), é uma solução formal do 
problema de valores de contorno não-homogêneo (1), (2). Nos¬ 
so argumento não prova que a série (13) converge. No entanto, 
qualquer solução do problema de valores de contorno (1), (2). 
satisfaz, claramente, as condições do Teorema 11.2.4: de fato. 
satisfaz as condições mais fortes dadas no parágrafo que segue o 
teorema citado. É razoável, portanto, esperar que a série (13) 
convirja em cada ponto e esse fato pode ser estabelecido desde 
que. por exemplo./seja contínua. 

Vamos supor, agora, que fi é igual a um dos autovalores do 
problema homogêneo correspondente, por exemplo, /x = \ m : 
então, a situação é muito diferente. Nesse caso. para n = m, a 
Eq. (11) tem a forma 0 * b m - c m = 0. Novamente, precisamos 
considerar dois casos. 

Se fi = À m e c,„ # 0. então é impossível resolver a Eq. (11) 
para b m e o problema não-homogêneo (1), (2) não tem solução. 

Se /jl = À m e c m = 0, então a Eq. (11) é satisfeita independente 
do valor de b,„: em outras palavras. permanece arbitrário. Nesse 


Exemplo 1 

Resolva o problema de valores de contorno 

y" + 2y = -x, (15) 

y(0) = 0, y(l) + y'(l) = 0. (16) 

Esse problema particular pode ser resolvido diretamente de 
maneira elementar e tem solução 

sen y/l x x Jt _ v 

y =-P- 7 =- 7 =--. (17) 

sen \/2 4 - n /2 cos >/2 2 


caso, o problema de valores de contorno ( 1 ), ( 2 ) tem solução, mas 
ela não é única, já que contém um múltiplo arbitrário da auto- 
função </>„,. 

Como c m é dado pela Eq. (9). a condição c m = 0 significa que 

f f(x)<pjx)dx = 0. (14) 

J o 

Logo, se /i = X m . o problema de valores de contorno não-homo¬ 
gêneo ( 1 ), ( 2 ) só pode ser resolvido se/for ortogonal à autofun- 
ção associada ao autovalor À,„. 

Os resultados que acabamos de obter formalmente estão re¬ 
sumidos no teorema a seguir. 

Teorema 11.3.1 

O problema de valores de contorno não-homogêneo ( 1 ), ( 2 ) 
tem uma única solução para cada/sempre que ijl for diferen¬ 
te de todos os autovalores do problema homogêneo corres¬ 
pondente: a solução é dada pela Eq. (13) e a série converge 
para todo x em 0 ^ .v ^ 1. Se /x for igual a um autovalor À,„ 
do problema homogêneo correspondente, então o problema 
de valores de contorno não-homogêneo não tem solução, a me¬ 
nos que/seja ortogonal a (J > m . isto é. a menos que a condição 
(14) seja válida. Nesse caso, a solução não é única e contém 
um múltiplo arbitrário de 4>Jx). 

A parte principal do Teorema 11.3.1 é enunciada, algumas 
vezes, da seguinte forma: 

Teorema 11.3.2 

Para um dado valor de /jl . ou o problema não-homogêneo 
( 1 ), ( 2 ) tem uma única solução para cada/contínua (se /x 
for diferente de todos os autovalores À„, do problema ho¬ 
mogêneo correspondente), ou então o problema homogê¬ 
neo (3), (2) tem uma solução não-trivial (a autofunção as¬ 
sociada a ÀJ. 

Essa última forma do teorema é conhecida como a alternati¬ 
va de Fredholmy Esse é um dos teoremas básicos da análise 
matemática e ocorre em muitos contextos diferentes. Você pode 
conhecê-lo em conexão com conjuntos de equações algébricas 
lineares, onde a propriedade do determinante da matriz de coe¬ 
ficientes ser ou não nulo substitui as afirmações sobre /x e À m . 
Veja a discussão na Seção 7.3. 


O método de solução descrito a seguir ilustra o uso de expansão 
em autofunções. um método que pode ser usado em muitos pro¬ 
blemas que não podem ser resolvidos por procedimentos elemen- 


O matemático sueco Erik Ivar Fredholm (1866-1927), professor na Universidade de Esto¬ 
colmo. estabeleceu a teoria moderna de equações integrais em um artigo fundamental pu¬ 
blicado em 1903.0 trabalho de Fredholm enfatizou as semelhanças entre equações integrais 
e sistemas de equações algébricas Existem, também, muitas relações entre equações diferen¬ 
ciais e equações integrais: por exemplo, veja a Seção 2.8 e o Problema 22 da Seção 6.6. 
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tares. Para identificar a Eq, (15) com a Eq. (1), vamos escrever a 
Eq. (15) na forma 

-y* = 2y+x. (18) 

Procuramos a solução do problema dado como uma série em 
termos das autofunções normalizadas <p tí do problema homogê¬ 
neo correspondente 

f + Ãv = 0, v(0) = 0. yi 1) + /(i) = 0. (19) 

Essas autofunções foram encontradas no Exemplo 2 da Seção 
11.2 e são 

^(x) — k n sen yV "X . (20) 


1 + COS V /À n 




e Á yi satisfaz 


m ih 


Lembre que vimos, no Exemplo 1 da Seção ll.L que 

Ã 1 = 4,116, k 2 = 24,14. 

3 63,66, k u ■= (2 n — 1) 2 ,t 2 /4 para n =4,5. 

Supondo que v é dado pela Eq, (4), 


segue que os coeficientes h„ são dados pela Eq, (12), 
b = — 

" K - 2 

onde os c fl são os coeficientes da expansão do temio não-homogêneo 
fíx) = x na Eq. (IS) em uma série contendo as autofunções é rr Esses 
coeficientes foram encontrados no Exemplo 3 da Seção 11.2 e são 

• A„<l+cos : A;>'" 

juntando tudo, obtemos, finalmente, a solução 

V.4V - My/K se /^ A , (24 ) 

£íx„(^-2)(i4-cos 2 yx;) v 

Embora as Eqs. í 17) e (24) pareçam muito diferentes, elas são, 
de fato, duas expressões diferentes para a mesma função. Isso 
segue da unicidade no Teorema 11.3.1 ou 13.3.2. jã que À — 2 
não ê autovalor do problema homogêneo (19). Por outro lado, 
pode-se mostrar a equivalência das Eqs. (17) e (24) expandin¬ 
do-se a expressão à direita do sinal de igualdade na Eq, (17) em 
termos das autofunções Para esse problema, é claro que a 
fórmula (17) é mais conveniente do que a série (24), No entanto, 
enfatizamos, mais uma vez, que, em outros problemas, podemos 
não ser capazes de obter a solução exceto por métodos envol¬ 
vendo séries (ou métodos numéricos). 


Problemas de Condução de Calor Não-Homogéneos* Para mos¬ 
trar como a expansão em autofunções pode ser usada para se 
resolver problemas para equações diferenciais parciais, vamos 
considerar a equação do calor generalizada 

r(x)u t = [p(x)u x ] x - q(x)u + F( a\ t) (25) 
com as condições de contorno 

uJAt) -h x u(Q>t) = 0, iq v (l.f) + Míl.n = 0 (26) 

e a condição inicial 

u(x, 0) = f{x). (27) 

Esse problema foi discutido, anteriormente. no Apêndice A do 
Cap, 10 e na Seção 11.1. Nessa última seção, fizemos u(x* t ) = 
X(x)T(t) na equação homogênea obtida supondo que F(x, t) = 0 
e mostramos que X(x) tem que ser solução do problema de valo¬ 
res de contorno 

- [p(x)X , ] f + q(x)X = kr(x)X, (28) 

X'(0) - AjJf(O) = 0, X'(T) 4- h 2 X (1) = 0, (29) 

Se supusermos que p, q e r satisfazem as condições adequadas 
de continuidade e que p(x) e r(x) são sempre positivas, o proble¬ 
ma (28), (29) é um problema de Sturm-Líouville, como discuti¬ 
do na Seção 11,2. Obtemos, então, uma seqílência de autovalo¬ 
res À| < À 3 < ,,, < À H < ,,* e autofunções correspondentes nor¬ 
malizadas 4> lt cj) 2 , ,& . 

Vamos resolver o problema de valores de contorno não-ho¬ 
mogêneo dado (25), (26), (27) supondo que it(x, t) pode ser ex¬ 


presso como uma série de autofunções 

■x 

«(*.0 = ypyntf>,(.í). (30) 

n=! 

e mostrando, depois, como determinar os coeficientes b n (t). O 
procedimento é, basicamente, o mesmo utilizado no problema 
(1), (2) considerado antes, embora seja mais complicado sob 
certos aspectos. Por exemplo, os coeficientes b n agora dependem 
de f, jã que, caso contrário, u só dependeria de x. Note que as 
condições de contorno (26) são automaticamente satisfeitas por 
uma expressão da forma (30), pois cada ò n (x) satisfaz as condi¬ 
ções de contorno (29). 

Vamos substituir u na Eq. (25) pela expressão na Eq. (30). Dos 
dois primeiros termos na expressão à direita do sinal de igualda¬ 
de na Eq. (25), obtemos, formalmente, 

0 - X 

(/j(.v)w r ] v - q(x)u = — p(x)Y^b n (t)<t>' n (x) 

L n=i 

DC 

- q{x)^b n {t)<f) n (x) 

n= I 
x 

n=l 

-q(x)4> n {x)}. 


(31) 
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Como [p(.x) 4>„ (a>J - q{x)d>„{.x) — —Xjixjifafa), obtemos, final- 
mente, 

3C 

!/»(-*)«,], - ?(*)« = -r(x) ^2 í>„(í)Á>„(jf). (32) 


fí = ) 


Vamos considerar* agora* a expressão à esquerda do sinal de 
igualdade na Eq. (25). Temos 






= r(Y)^/'(f)0 n <Y). 


/I=l 


J 7^“ = £/„(O0„U). 


n = 1 


n = l 


n=\ 


+ rW 52 y.íf )«,(¥). 


;i = i 


onde y tl (/) é dado pela Eq* (35). Para determinai - completamente 
h lt (f). precisamos de uma condição inicial 

b„(ü) = B n , n = h Z*. (39) 

para a Eq. (38). Obtemos isso da condição inicial (27). Fazendo 
/ ~ 0 na Eq. (30) e usando a Eq, (27), temos 

oc oc 

hU.O) — y = T. W —fix). (40) 


n=i 


fí=l 


Logo. os valores iniciais B n são os coeficientes da expansão em 
autof unções ácfix). Ponanto. 


(33) 


(41) 


Temos* também, que expressar o termo não-homogêneo na 
Eq, (25) com uma série de autof unções. Mais uma vez. é conve¬ 
niente considerar a razão F(x , t)/iix) e escrever 


(34) 


onde os coeficientes são dados por 

f l F(x, t) , , 

r ’ m = í rM ~r 

= / F(x, r)l„(jc) dx, n=l,2 . (35) 

Jo 

Como F(x+1) é dado, podemos considerar as funções y n (t) como 
sendo conhecidas. 

Juntando todos esses resultados, substituímos as Eqs. (32), 
(33) e (34) na Eq. (25) e vemos que 

OC oc 

r{x)J2 b ' n (0<t> a to = -r{x)^2b m U)^ K {x) 


(42) 


(36) 


Para simplificar a Eq. (36), cancelamos o fator rix) de todos os 
termos e escrevemos tudo dentro de um somatório: 

L [W + KW - VMW = 0- (37) 

n=\ 

Mais uma vez, se a Eq. (37) é válida para todo x em 0 < .v < 1, 
é preciso que a quantidade dentro dos colchetes seja nula para 
todo n (veja, novamente, o Problema 14). Logo, b n (í) é uma so¬ 
lução da equação diferencial ordinária linear de primeira ordem 

b' n (t) + X n b n (t) = y n (t) t n = 1,2,..., (38) 


B n = / r{x)f(x)<f>n(x)dx, n = 1,2. 

jo 

Note que tudo que está à direita do sinal de igualdade na Eq. í41) é 
conhecido, de modo que podemos considerar B„ como conhecido. 

O problema de valor inicial (38), (39) pode ser resolvido pe¬ 
los métodos da Seção 2. L O fator integrante é fi(t) = exp(À fl r) e 
segue que 

bjt) = B n e~'"‘ + f e-^-Vynivds. n = 1.2. 

JO 

Os detalhes desse cálculo são deixados para o leitor. Note que o 
primeiro termo à direita do sinal de igualdade na Eq. (42) depende 
da função/através do coeficiente B r . enquanto o segundo de¬ 
pende do termo não-homogêneo F através dos coeficientes y„(s ). 

Assim, uma solução explícita do problema de valores de con¬ 
torno (25), (26), (27) é dada pela Eq. (30), 

30 

u(x. t) = y^ bjt)4> n (x), 

«=] 

onde os coeficientes b n (t) são determinados pela Eq. (42). As 
quantidades B n e y, r (s) na Eq. (42) são dadas, por sua vez, pelas 
Eqs. (41) e (35). respectivamente. 

Resumindo, para usar esse método para resolver um proble¬ 
ma de valores de contorno como o dado pelas Eqs. (25), (26), 
(27), precisamos: 

L Encontrar os autovalores À* e as autofunções normalizadas 4> t . 
do problema homogêneo (28), (29). 

2. Calcular os coeficientes B fl e y„(s) das Eqs. (41) e (35). res- 
pecti vam ente. 

3. Calcular a integral na Eq. (42) para determinar è H (r), 

4. Somar a série infinita (30). 

Como alguns ou todos esses passos podem ser difíceis, todo 
o processo pode ser bastante complicado. Uma característica que 
facilita é que, com frequência, a série (30) converge rapidamen¬ 
te, caso em que basta alguns poucos termos para se obter uma 
aproximação adequada da solução. 


Exemplo 2 

Encontre a solução do problema de condução de calor 

u r = «T.r + xe~’, (43) 

m( 0. r) = 0, HjU.O + hU.O =0. (44) 

0) = 0. (45) 


Novameme, vamos usaras autofunções normalizadas <f> rs do pro¬ 
blema (19) e supor que u é dada por 


m(y./} = X/,{r)(M- v >- 


/I = I 
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Os coeficientes b n são determinados da equação diferencial 


K+K b » = y n ^' < 46 > 

onde é o n-ésimo autovalor do problema (19) e %{í) é o n - 
ésimo coeficiente na expansão do termo não-homogêneo xe r em 
termos das autofunções 4> ir Temos, então. 




-r 


xe ! 4>Jx) dx 


= e-f 


X<p„(x) dx 


= c a e (47) 

onde C„ xé„(x) dx. é dado pela Eq. (23). A condição inicial 

Jn 

para a Eq. (46) é 

*„(0)=0 (48) 


já que a distribuição inicial de temperatura (45) é zero em toda a 
parte. A solução do problema de valor inicial (46). (48) é 


f — 1 

bjt) = e V f e'"'c n e 1 ds = c i; e V —---— 

J o K ~ 1 


= -í-V). 

K ~ 1 


(49) 


Logo. a solução do problema de condução de calor (43). (44). 
(45) é dada por 


«<*. o = 4 


sen 


JT n (e-' -e- k *‘)smjr n x 


n =1 


K^h ~ U(1 +cos 2 ,/Xj 


(50) 


A solução dada pela Eq. (50) é exata, mas complicada. Para 
julgar se pode-se obter uma aproximação satisfatória da solução 
usando-se. apenas, uns poucos termos dessa série, precisamos 
estimar sua velocidade de convergência. Primeiro, dividimos a 
série na Eq. (50) em duas partes: 


X 

í/(a\ /) — 

17—1 


sen V /Ã n sen 

A.„(À„ -11(1 +cos 2 yi^) 


lY e V sen sen v /i;.r {51) 

èíM^-Dd+cos 2 ^)* 

Lembre-se, do Exemplo 1 na Seção 11*1, que os autovalores A,, 
são, aproximadamente, proporcionais a /f, Na primeira série da 
Eq. (51 ) os fatores trigonométricos são todos limitados quando 
n —> portanto, essa série converge de maneira semelhante às 

K X 

séries \j 2 ou ^ >r 4 , Logo, são necessários, no máxi- 

n*l jt =1 

mo. dois ou três termos para se obter uma excelente aproxima¬ 
ção para essa pane da solução. A segunda série contém o fator 
adicional e~' \ de modo que converge mais rápido ainda para f 
> 0: todos os termos depois do primeiro são, quase que certa¬ 
mente, desprezíveis. 


Outras Generalizações , Expansões em autofunções podem ser 
usadas para se resolver uma variedade muito maior de proble¬ 
mas do que a discussão precedente e os exemplos podem suge¬ 
rir, Por exemplo, condições de contorno não-homogeneas in¬ 
dependentes do tempo podem ser tratadas de maneira semelhan¬ 
te ao que vimos na Seção 10.6. Para reduzir o problema a um 
com condições de contorno homogêneas, subtraia de u uma 
função v escolhida de modo a satisfazer as condições de con¬ 
torno dadas. Então a diferença vc = n — u satisfaz um proble¬ 
ma com condições de contorno homogêneas, mas com um ter¬ 
mo não-homogêneo e uma condição inicial modificados. Esse 
problema pode ser resolvido pelo procedimento descrito nesta 
seção. 

Uma dificuldade em potencial no uso de expansão em auto¬ 
funções é que é preciso encontrar as autofunções normalizadas 
do problema homogêneo correspondente. Para uma equação di¬ 
ferencial com coeficientes variáveis isso pode ser difícil, senão 
impossível. Em tais casos, é possível, algumas vezes, usar ou¬ 
tras funções, como autofunções de um problema mais simples 
que satisfaça as mesmas condições de contorno. Por exemplo, 
se as condições de contorno forem 

u(0,f) = 0, «(1,0 = 0, (52) 

pode ser conveniente substituir as funções é n lx) na Eq. (30) por 
sen //73x. Essas funções satisfazem, pelo menos, as condições de 
contorno, embora, em geral, não sejam soluções da equação di¬ 
ferencial homogênea correspondente, A seguir, expandimos o 
termo não-homogêneo F{\\ f) em uma série da forma (34), com 


é n (x) substituído, novamente, por sen mrx, e depois substituímos 
tanto ii quanto F na Eq. (25). Juntando os coeficientes de sen/im 
para cada n. temos um conjunto infinito de equações diferenci¬ 
ais lineares de primeira ordem para determinar b } { I). b 2 (T ;), ,... A 
diferença essencial entre esse caso e o considerado anteriormente 
é que, agora, as equações para as funções bjt) estão acopladas. 
Logo, elas não podem ser resolvidas uma a uma como antes, mas 
têm que ser tratadas simultaneamente. Na prática, o sistema in¬ 
finito é substituído por um sistema finito que o aproxima, do qual 
são calculadas aproximações com um número finito de coefici¬ 
entes. 

Problema de valores de contorno para equações de ordem mais 
alta também podem ser resolvidos, muitas vezes, por expansão 
em autofunções. Em alguns casos, o procedimento segue, quase 
que exatamente, o procedimento para equações de segunda or¬ 
dem. No entanto, podem aparecer, também, muitas complicações. 

Finalmente, enfatizamos que a discussão nesta seção foi pu¬ 
ramente formal. Argumentos separados, algumas vezes bastan¬ 
te elaborados, são necessários para se estabelecer a convergên¬ 
cia da expansão em autofunções, ou justificar alguns dos passos 
usados, como a diferenciação termo a termo da série de autofun- 
ções. 

Existem, também, outros métodos bem diferentes para se re¬ 
solver problemas de valores de contorno não -homogêneos. Um 
desses leva a uma solução expressa como uma integral definida, 
em vez de uma série infinita. Essa abordagem envolve certas 
funções conhecidas como funções de Green e. para equações 
diferenciais ordinárias, é o assunto dos problemas de 28 a 36. 
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Problemas 

Nos problemas de 1 a 5, resolva o problema dado usando expansão 
em autofunções. 

L /' + 2y = -* t y(0) = 0, y( 1) = 0 

2. y ft + 2y — —x, y(O)=0, y'0) = ü; 

veja a Seção 11.2. Problema 7. 

3. f + 2y = -a-, y'(G) - 0, y'(l) = 0; 

veja a Seção 11.2, Problema 3, 

4. y" + 2y = —y'(0) = 0, >-'(!) +v(l) = 0; 

veja a Seção 1L2. Problema 11. 

5. / + 2y = -1 + 11 - 2*1, v(0) - 0, y(!) = 0 

Nos problemas de 6 a 9, determine uma expansão formal em série 
de autofunções para a solução do problema dado. Suponha que / 
satisfaz as condições do Teorema 11.3.1. Diga para quais valores de 
fi a solução existe. 

6. >-" + M.v = -/(*), y(0) = 0, y'(l) = 0 

7. y" + fiy = -f(x). y (0) = 0. y(l) = 0 

8. .y" + ny = y'(0) = 0. y'(l)=0 

9. y" + ny = y'(0) = 0, y'(l) +>•(!) * 0 

Nos problemas de 10 a 13. dctemiine se existe algum valor da cons¬ 
tante a para o qual o problema tem solução. Encontre a solução para 
cada um desses valores. 

10. y" + n 2 y = a + x. y(0) = 0. y(l) = 0 

11. y" + 47r 2 .v -a+x, y(0) = 0. y(l) = 0 

12. y" -f Jr 2 y = a, y*(0) =0. y'(l) = 0 

13. y" + tr 2 y — a — cos ttx, y(0) = 0, y(l) = 0 

14. Sejam ô, .$.as autofunções normalizadas da equação 

diferencial (3) sujeita às condições de contorno 12 >. Se 

y 1 c4>u (a) converge a fix), onde fí a) = 0 para todo .vem 0 ^ 

n = l 

r< L mostre que = 0 para todo n. 

Suges ião: Multiplique por rtx)4>Jx} : integre e use a proprieda¬ 
de de ortogonal idade das autofunções. 

15. Sej a L um operador diferencial de segunda ordem. Mostre que 
a solução y = é(x) do problema 

L[y] = ftxh 

ct\v( 0) + Df; y(0) = (i* ^iy(l) + firfil) — b 

pode ser escrita como y — u + u onde it — ó^x) e v - é-lx) 
sao soluções dos problemas 

L[u] = 0. 

u\ if(0) + oí;tí'(ül = a, fii n(lj H- /TíM 1) = b 
e 

L[v]=f(x), 

eíiu(O) + of2tf ; {0) = 0. ^|i'(l) + /3>i/(l) — 0, 

respectivameme, 

16. Mostre que o problema 

y" + jt 2 v — tt 2 x< y (0) = L y(l) = 0 

tem solução 

y — Cj senrrjr + cos ttx + x ■ 

Mostre, também, que essa solução não pode ser obtida sepa¬ 
rando-se o problema como sugerido no Problema 15, já que. 
nesse caso. nenhum dos dois subproblemas pode ser resolvido. 

17. Considere o problema 

y" + p(x)y' + qWy = 0, 


Suponha que y — u + v. onde u è qualquer função duas vezes 
diferenciãvel satisfazendo as condições de contorno (mas não 
necessariamente a equação diferencial). Mostre que u é uma 
solução do problema 

u” + p(x)u +q(x)u = g {*). u{ 0) - 0, u(\) ^ 0. 

onde g(x) = -|V' + p(x)v + ç(a)H . logo é conhecida uma vez 
escolhida v. Dessa forma, a não-homogeneidade pode ser trans¬ 
ferida das condições de contorno para a equação diferencial. 
Encontre uma função v para esse problema, 

18. Usando o método do Problema 17. transforme o problema 

y" + 2y = 2 — 4a, y (0) = 1. y(l) + /( 1) = -2 

em um novo problema no qual as condições de contorno são 
homogêneas. Resolva esse último problema olhando o Exem¬ 
plo 1 do texto, 

Nos problemas de 19 a 22. use expansão em autofunções para en¬ 
contrar a solução do problema de valores de contorno dado, 

19. u t =u xx -x* i/(Q T r) = 0, fí r {I.r)=0, 

u(x< 0) = sen(írjr/2); 
veja o Problema 2, 

20 . ii, =w tt + <T\ u;( 0 ,n=Ü, W| <l.n + w(l f f) = 0. 

u( Jt T 0) = 1 - 

veja os Problemas 10 e 12 da Seção 11.2. 

21. ií =ii +1-II-2*], #{0,0 = 0. w(l,í)-0, 

w(x, 0) “ 0; 

veja o Problema 5. 

22. u r ~ U XX + e ~*(1 — .vL w(0, n = 0, u t í 1.1) = 0 T 
if(jf,0)=0; 

\ eja os Problemas 6 e 7 da Seção 11,2. 

23. Considere o problema de valores de contorno 

r(x)u r = [p(x)u x ] x — q{x)u + F(x), 
a(0, f) — T r h( 1 J) = 7+ ií(.v, 0) = f{x). 

(aj Seja u(a) uma solução do problema 

[p(x)v Y — q{x)v = ™F(x), v(Q) — 7 jt u(l) = T 2 

Se w ix. í) = uix. í) — uí.vj. encontre o problema de valores de 
contorno satisfeito por ir. Note que esse problema pode ser re¬ 
solvido pelo método desta seção. 

fb) Generalize o procedimento do item ia) para o caso em que 
ií satisfaz as condições de contorno 

w r (0. /) - 7zjw(0. / ) = T r h v (L r) +/t 2 jí( 1. 1) = T y 

Nos Problemas 24 e 25 f use o método indicado no Problema 23 para 
resolver o problema de valores de contorno dado. 

24 ‘ " f =« J r.v- 2 ' 

M(0./)=1. 11(1,0=0. 

íí(x, 0) = .t 2 - 2x + 2 

25, k = M — jr 2 cosn , jr. 

«,(0,0 = 0, «(1,0 = 1, 

ti (a t 0) — cos(3jt*/2) — COSTA 

26. O método de expansão em autofunções é usado, muitas vezes, 
para problemas não-homogêneos relacionados com a equação 
de onda ou sua generalização. Considere o problema 

r(x)u fl = /). (i) 

Hj{0, f) — Aj«0), í) = 0. « x (l, f) + A 2 u(1, í) = 0, (ii) 

«(*, 0) = f(x). U t (x. 0) == g(.v). (iii) 


y(0) = fl. y(l) = b. 





366 


Problemas íie Valora de Contorno e Teoria de Sfurm-Líowviííe 


Esse problema pode aparecer em conexão com generalizações 
da equação do telégrafo (Problema 16 na Seção 11.1)ou vibra¬ 
ções longitudinais de uma barra elástica (Problema 25 na Se¬ 
ção 11,1). 

(á) Faça ufa r) = XÇx)T(t) na equação homogênea correspon¬ 
dente à Eq. [ i) e mostre que X(a) satisfaz as Eqs. (28 ) e (29) do 
texto, Denote por À„ e $„{x) os autovalores e as autofunções 
normalizadas desse problema. 

(b) Suponha que ^ b. t (í)é n (x\ e mostre que bjn tem que sa¬ 
tisfazer o problema de valor inicial 


coeficientes. Esse método leva a soluções expressas em forma de 
integral definida, em vez de série infinita. Exceto no Problema 35. 
vamos supor, por simplicidade, que /r. — 0. 

28. (a) Mostre, pelo método de variação dos parâmetros, que a so¬ 
lução geral da equação diferencial 

-V" - f (x) 

pode ser escrita na forma 

V = <p(x) = c l -f / (x - s)f(s) ds. 

J o 


W + * A fí > = y n (t >- b n í°i = °v b » í0) = A- 

onde tt n . e y K são os coeficientes das expansões áeflx K g(x) 
e F{x\ t)hix ), respectivamente, em termos das autofunções <bi( vj. 
- à„{x\ .... 

27. Neste problema, vamos explorar um pouco mais a analogia entre 
problemas de Sturm-Liouville de valores de contorno e matri¬ 
zes auto-adjuntas. Seja A uma matriz auto-adjunta n X n com 
autovalores A.À„ e autovetores ortogonais corresponden¬ 

tes t' h ,.... í^'. 

Considere o sistema nao-homogêneo de equações 

Àx — jix = b T (i) 

onde é um número real dado e b é um vetor dado, Vamos 
mostrar um modo de resolver a Eq. (i) que é análogo ao méto¬ 
do apresentado no texto para se resolver as Eqs. ( D e [ 2 ). 


onde c e c> são constantes arbitrárias. 

(b) Suponha que y = <p(x) satisfaz, também, as condições de 
contorno yfO) = 0. y(l) = 0. Mostre que. nesse caso. 

C[ = 0, c 2 — f (1 - s)f(s) ds. 

Jü 

(cs Mostre que. sob as condições dos itens (a) e (b), 4>(x) pode 
ser escrita na forma 


<p{x) 


f 

J o 


s( 1 - x) f(s) ds 



x{ \ — s)f (s) ds. 


(d) Definindo 


G(x, s) 


[ 5(1 - x), 0 5 s < x. 
|jc(l - í), x < s 5 1 , 


(a) Mostre que b — b : .£ , onde b f = (b. | ). 

í =1 

(bj Suponha que x = ^ a t i; ' e mostre que. para que a Eq. (i) 
seja satisfeita, é necessário que a i — b/(À. — jjl). Logo. 


x = 


Eí 


<b.D 


t-tri 


7rr A f-^ 


(M) 


desde que /x não seja um dos autovalores de À. \x A À, para / — 
1. ..., n. Compare esse resultado com a Eq. (13). 


Funções de Green, Considere o sistema não-homogêneo de equa¬ 
ções algébricas 

Ax — ux — b. (i) 


mostre que a solução fica da forma 

4>(x)= í G(x,s)f(s) ds. 

J u 

A função G(x, s) que aparece no integrando é uma função de 
Green. A utilidade da função de Green está no fato de que ela é 
independente do termo não-homogêneo na equação diferenci¬ 
al Assim, uma vez determinada a função de Green. a solução 
do problema de valores de contorno é determinada por uma 
única integração para qualquer termo não-homogêneo fix). 
Além disso, note que não há necessidade de se determinai' cons¬ 
tantes arbitrárias, já que 4 Kx) como dada pela fórmula integral 
envolvendo a função de Green satisfaz, automaticamente, as 
condições de contorno, 

29. Por um procedimento semelhante ao do Problema 28. mostre 
que a solução do problema de valores de contorno 


onde A é uma matriz auto-adjunta n X n* ji é um número real dado 
e b e um vetor dado. Em vez de usar uma expansão em autovetores 
como no Problema 27. podemos resolver a Eq. ( i) calculando a ma¬ 
triz inversa (A — jul) -1 , que existe se não é autovalor de A. Então, 

x = (A - /z.I) — 1 b. {») 

Os problemas de 28 a 36 indicam um modo de se resolver proble¬ 
mas de valores de contorno não-homogêneos análogo à utilização 
da matriz inversa para um sistema de equações algébricas lineares. 
Â função de Green tem um papel semelhante à inversa da matriz de 


7 As funções de Green levam esse nome em homenagem a George Green \ 1793-1841) da 
Inglaterra. Ele foi. praticamente. um autodidata em matemática t fci contribuições signifi¬ 
cativas em eletricidade e magnetismo, mecânica dos fluidos e equações diferenciais parci¬ 
ais. Seu trabalho mais importante foi um ensaio sobre eletricidade e magnetismo, publicado 
privadamente em 1828, Nesse artigo, Green foi o primeiro a reconhecer a importância das 
funções potenciais. Introduziu as funções conhecidas hoje como funções de Green para re¬ 
solver problemas de valores de contorno c desenvolveu teoremas sobre transformações in¬ 
tegrais. dos quais 0 teorema de Green no plano ú um caso parti eu] ar, No entanto, esses re¬ 
sultados não se tornaram conhecidos em larga escala até que o ensaio de Green fosse 
republicado na década de 1850 através dos esforços de William Thomson tLond Kelvini 


-(y” + y) = f(x). v(0) = 0. vil) = 0 

é 

.V = 0(.f) = / G(x. s)f(s) ds. 

Jq 

onde 


G(x . s) = 


sen 5 sen( 1 — x) 
sen l 

sen x senil - 5 } 
sen 1 


0 < s < x. 


X- < 5 < L 


30. É possível mostrar que o problema de Sturm-Liouville 
L[y] = — [pDOyT + q(-v)y = f(x)* 


fljV(O) + — 0. èjV{l) + isyí 1) = 0 

tem uma solução era termos da função de Green 

y = 4> (a) = / G{x.s)f(s) ds* 

J o 


íi) 

(ü) 

(iii) 
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desde que A = Ü não seja um autovalor de L[y] — Ay sujei¬ 
ta às condições de contorno (ii), Além disso, G(x. $} é dada 
por 

f— \\(s)\\lx)fpíxiWÍY*. v.,)íx). 0 < s <X, 

G(x.s)=\ ~ ' (iv) 

{-jj(jí)y 2 (5)//?(x)W{y r y 2 )(jr), x < jt < I, 

onde y t é uma solução de L\y] = 0 satisfazendo a condição de con¬ 
torno em x = 0, y : é uma solução de L[y] — 0 satisfazendo a con¬ 
dição de contorno em x - 1 e W{y ,, y 2 ) é o wronskiano de y t e y : . 

(a) Verifique que a função de Green obtida no Problema 28 é 
dada pela fórmula (iv). 

(b) Verifique que a função de Green obtida no Problema 29 é 
dada pela fórmula (iv). 

(c) Prove que p(x)W(y t , y : )U) é uma constante* mostrando que 
sua derivada é nula. 

(d) Usando a Eq, í iv) e o resultado do item (c). mostre que G(.t, 
jt) = Gis,xl 

(e) Verifique que v — na Eq. (iii >, com GU, s) dada pela 
Eq. (iv). satisfaz a equação diferencial (i) e as condições de 
contorno (ii). 


Nos problemas de 31 a 34, resolva o problema de valores de contor¬ 
no dado determinando a função de Green apropriada e expressando 
a solução como uma integral definida. Use as equações de (i) a (iv) 
do Problema 30. 


31. -/' = /(*), y y (0) — 0. v(I) = 0 

32. = f(x)> y( 0) - 0, yfl) +/(1) = 0 

33. ~(y" + >) - /(at), / (0) = 0, y( 1) - 0 

34. -/* = /(*), y( 0) = 0, y(D=o 

35. Considere o problema de valores de contorno 

L[y\ = [ pix ) v'J r + gU)y = / ir(x)y + f{x). (i) 

o, v{0) + a ; y'(0> = 0. fcjVO) + b 2 y'( 1) = 0. (ii) 


De acordo com o texto, a solução y = àix) é dada pela Eq. (13), 
onde c n é definido pela Eq. (9), desde que p não seja um auto¬ 
valor do problema homogêneo corresponde me. Nesse caso, 
pode-se mostrar, também, que a solução é dada por uma inte¬ 
gral envolvendo a função de Green da forma 
*1 


v = <p(x) 


i; 


G(x, s.fOfis) ds. 


(iíi) 


Note que, nesse problema, a fiinção de Green depende, também, 
do parâmetro p, 

(a) Mostre que. para que essas duas expressões para <Kx) se¬ 
jam equivalentes, é preciso que 


G(x, s. fx) 


h ~ M 


(iv) 


onde A ( e são os autovalores e autofunções. respectívamen- 
te, das Eqs. (3), (2) do texto. Novamente, vemos, da Eq. (iv). 
que p não pode ser igual a nenhum autovalor A r 
(b) Deduza a Eq. (iv), diretameme, supondo que G(x, s . p) tem 
uma expansão em autofunções da forma 


X 

C(x.s, n) = m)0,(í): 

i = ] 


(V) 


determine pí.v, p) multiplicando a Eq, (v) por r{s)óÁs) e inte¬ 
grando em relação asdes = üa.s= 1. 

Sugestão: Mostre, primeiro, que A, c é i satisfazem a equação 


(x) = (a. - fi) f G(x. s . p)r(s)<p f (s) ds. (vi) 
Ja 

36. Considere o problema de valores de contorno 

-d 2 \/ds 2 = 5(s - x), y(0) = 0. y(J) ^ 0. 


onde sé a variável independente, s — x é um ponto definido no 
intervalo 0 < s < 1 e Ôé a função 5de Dirac (veja a Seção 6.5). 
Mostre que a solução desse problema é a função de Green G(x, 
j) obtida no Problema 28. 

Ao resolver o problema dado. note que ô{s — x) = 0 nos 
intervalos 0^r<ier<í^ 1. Note, ainda, que —dy/ds dá 
um salto de tamanho I quando s passa pelo valor x. 

Esse problema ilustra uma propriedade geral, a saber, que a 
função de Green G{x , r) pode ser identificada como a resposLa 
no ponto j de um impulso unitário no ponto x. Um termo mais 
geral /em0< x ^ 1 pode ser visto como uma distribuição 
contínua de impulsos de tamanho fix) no ponto x. A solução do 
problema de valores de contorno não-homogéneo como uma 
integral envolvendo a função de Green pode ser interpretada, 
então, como a superposição do conjunto de impulsos represen¬ 
tados pelo termo não-homogêneo fl.v). 


11.4 Problemas de Sturm-Uouville 
Singulares 

Nas seções anteriores neste capítulo, consideramos problemas de 
Sturm-LíouviHe de valores de contorno: a equação diferencial 

L[y] = — [/?(*)?']' + <?U)y — kr ( v) v. 0 < x < L (1) 

junto com condições de contorno da forma 

ü? 2>'(Ü) + a 2 y f {0) = 0. (2) 

Ay(i) + A/( 1 )- o. ( 3 ) 

Até agora, sempre supusemos que o problema era regular, isto 
é, que p era diferendável, q e r contínuas, e pix) > 0 e tix) > 0 
em todos os pontos do intervalo fechado. No entanto, existem, 
também, equações de interesse físico nas quais algumas dessas 
condições não são satisfeitas. 

Por exemplo, suponha que queremos estudar a equação de 
Bessel de ordem vno intervalo 0 < x < 1. Essa equação é escri¬ 
ta. algumas vezes, na forma 8 

2 

-(av')’ + — v = Xx\\ (4) 

X 

de modo que pix) — a\ q(x) = irix e r(x) = x. Logo, píQ) = 0, r(0) 
= 0 e q{x) é ilimitada e, portanto, descontínua, quando x 0. No 
entanto, as condições impostas nos problemas de Sturm-Uouville 
regulares são satisfeitas nos outros pontos do intervalo. 
Analogamente, para a equação de Legendre, temos 

-[(1 - jr)y']' = — 1 < x < I, (5) 

onde A = aí a + 1 h p(x) = 1 - ,r, q(x) = 0 e r(x) = 1. Aqui, as 
condições sobre p.^er são satisfeitas no intervalo 0 <x ^ 1, 
exceto em x = 1, onde p se anula. 

Usamos o termo problema de Slurm-LiouviUe singular para 
nos referir a uma determinada classe de problemas de valores de 
contorno para a equação diferencial (1) nos quais as funçõesp, q 
e r satisfazem as condições enunciadas anteriormente no inter¬ 
valo aberto 0 < x < 1. mas pelo menos uma dessas funções dei¬ 
xa de satisfazer uma ou mais dessas condições em um. ou am¬ 
bos, dos extremos do intervalo. Vamos descreverem maiores 
detalhes, mais adiante nesta seção, condições de contorno sepa- 


A substituição f = \ A v reduz a Eq (4) à forma padrao íV + ty* -Hf - ir)y = (). 
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radas adequadas. Problemas singulares podem ocorrer, também, 
se o intervalo é ilimitado, por exemplo. 0 < x < Não consi¬ 
deraremos, neste livro, esse último tipo de problema singular. 

Como exemplo de um problema singular em um intervalo 
finito, considere a equação 


.vv" + v + Xxy — 0. (6) 

o ti 

-UyY = Xxy. (7) 


no intervalo 0 < x < 1, e suponha que A > 0. Essa equação apa¬ 
rece no estudo das vibrações livres de uma membrana circular 
elástica e será mais discutida na Seção 11,5, Se definirmos unia 

nova variável independente / por t — *Jk a, então 


dy rrd y 

—— = VA—, 
dx dt 


d 2 y _ , d 2 y 
dx 2 ' dr 


Logo, a Eq. (6) fica 


Ti 


X 


d z y rr dy . t 

+ v a — 4- a— —y — 0, 

dr " dr VA 


ou, cancelando o fator comum ^À T 


d~y 


—- + ív = 0- 
dr 


( 8 ) 


A Eq. (8) é a equação de Bessel de ordem zero (veja a Seção 5.8). 
A solução geral da Eq, (8) paia r > 0 é 


y = rj J 0 (t) +í€ 2 Y 0 {t): 

portanto, a solução geral da Eq. (7) para a > 0 é 

y = t\J Q (\/Xx) + c 2 Yq('JZx). (9) 

onde J 0 e Y Q denotam as funções de Bessel de primeira e segun¬ 
da espécie, respectivamente, de ordem zero. Das Eqs. (7) e (13) 
da Seção 5.8, temos 


y () (VÃ.T) - 1 + 


°° (-l} m À' n .T 2 ”' 


pi=] 


2-'”Un\)~ 


.x > 0, (10) 


y 0 (VXx) 


2 

71 



J í) ('/X.x} 


+ £ 


2 2 ,, 1 ( m \) 2 


x>0, (11) 


onde H fíl = I + (1/2) + ..« + (1 fm )e y = lim (H fn — 1 n m)* Os 
gráficos de y = J 0 ( x) e y = > 7 0 (a) são dados na Fig. 5.8.2. 

Suponha que procuramos uma solução da Eq. í 7) que satisfa¬ 
ça, também, às condições de contorno 

v(0) = 0, (12) 

y(l) = 0. (13) 

que são típicas do que encontramos em outros problemas neste 
capítulo. Como /<>(()) = 1 e Y 0 (x) —> — ^ quando x 0, a condi¬ 
ção y(0) = 0 só pode ser satisfeita escolhendo-se c, — c 2 = 0 na 
Eq, (9). Assim, o problema de valores de contorno (7). (12 ). (13) 
só tem a solução trivial. 

Uma interpretação desse resultado é que a condição de con¬ 
torno (12) em x — 0 é restritiva demais para a equação diferen¬ 


cial (7). Isso ilustra a situação geral, a saber, de que é preciso 
considerar um tipo de condição de contorno modificada em um 
ponto singular da fronteira. No problema em consideração, su¬ 
ponha que pedimos apenas que a solução (9) e sua derivada per¬ 
maneça limitada. Em outras palavras, definimos como condição 
de contorno em a = 0 a condição 

y, y f limitados quando x —> CL (14) 

Essa condição pode ser satisfeita escolhendo-se c 2 — 0 na Eq. 
(9), de modo a eliminar a solução não-limitada Y ir A segunda 
condição de contorno, y(1 j = 0, fornece, então. 

J 0 ( VX) = 0, (15) 

É possível mostrar" que a Eq. (15) tem um conjunto infinito de 
raízes positivas discretas, que fornecem os autovalores 0 < À : 
< À : < ... < À„ < ... do problema dado. As autofunçoes corres¬ 
pondentes são 

$„(*> = j o(Jk, x )< (l6) 

determinadas a menos de uma constante multiplicativa. O pro¬ 
blema de valores de contorno (7), (13), (14) é um exemplo de 
um problema de Sturm-Liouvílle singular. Esse exemplo ilustra 
o fato de que, se as condições de contorno são relaxadas de ma¬ 
neira apropriada, então um problema de Sturm-Liouville singu¬ 
lar pode ter uma sequência infinita de autovalores e autofunçoes, 
como no caso de nm problema de Sturm-Liouville regular. 

Devido à sua importância nas aplicações, vale a pena investi¬ 
gar problemas de Sturm-Liouville singulares um pouco mais. 
Existem dois pontos a se considerar: 

1. Precisamente que tipo de condições de contorno podem ser 
permitidas em um problema de Sturm-Liouville singular? 

2, Até que ponto os autovalores e autofunçoes de um problema 
de Sturm-Liouville singular têm as mesmas propriedades que 
um problema regular? Em particular, os autovalores são re¬ 
ais? As autofunçoes são ortogonais? Uma função dada pode 
ser expandida em autofunçoes? 

Ambos esses pontos podem ser respondidos através de um 
estudo da identidade 

f [L[u}v-uL[v]} dx = 0, (17) 

Jo 

que teve um papei essencial no desenvolvimento da teoria de 
problemas de Sturm-Liouville regulares. Vamos, então, investi¬ 
gar as condições sob as quais essa relação é válida para proble¬ 
mas singulares, onde a integral (17) pode ser uma integral im¬ 
própria. Para ser específico, vamos considerar a equação dife¬ 
rencial (1) e supor que .v = 0 é um ponto singular de fronteira e 
a = 1, não. A condição de contorno í 3) é imposta no ponto regu¬ 
lar x = 1, mas vamos deixar sem especificar, por enquanto, a 
condição de contorno em x = 0. De fato. nosso objetivo princi¬ 
pal é determinar que tipos de condições de contorno podem ser 
permitidas em um ponto singular da fronteira, de modo que a Eq. 
(17) continue válida. 


"A função J. esta bastante tabulada: as raizes da Eq. 1151 podem ser encontradas em diver¬ 
sas tabelas, por exemplo, as contidas em Jahnke e Emde. ou cm Abramowitz e Stegun. As 
três primeiras raízes da Eq. [ 15) são \Á = 2.405: 5,520 e S,654. respectivamente, com 
quatro aJgarisuios gnsficam os: Ç A n a(n- 1 /4 )ir para n grande. 
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Como o problema de valores de contorno sendo investigado 
é singular em .v = Ü, escolhemos €> 0 e consideramos a inte¬ 
gral J L[n] v dx em vez de J L[n] v dx como na Seção 11.2, 

Depois* vamos fazer € tender a zero. Supondo que u e utêm* pelo 
menos* duas derivadas contínuas 1 e integrando por 

partes duas vezes* obtemos 


i: 


{£[«]» - «£[»]} dx = -p(x)[u'(x)v(x) 


- «(jc)v'(jc)] 


( 18 ) 


O termo de fronteira em .v = 1 é eliminado, novamente. se«ew 
satisfazem a condição de contorno (3) e. então. 


£ 


{L[«]v — mL[i']) dx = p{€)[u'{€)v{e) - u(e)t/(e)]. 


(19) 


Tomando o limite quando e— »0. temos 

,i 


/ 


{L[u]v - «L[u]f dx = lim p(e)[u'(e)if(e) 

ê^Q 

M(6)u'(€)]. 


( 20 ) 


Logo, a Eq* (17) é válida se. e somente se. além das hipóteses 
enunciadas anteriormente* temos 

lim p(€)[«'(€)t;(e) — w(e)j/(e)] = 0 (21) 

para todo par de funções u e una classe em consideração. A Eq, 
(21) é. portanto, o critério que determina que condições de con¬ 
torno são permitidas em x ~ 0* se esse é um ponto singular de 
fronteira. Uma condição semelhante é colocada em .v = 1 se esse 
for um ponto singular* a saber 


lim p{\— é)[i/(1— €)v(í—€)— it(\ - e)v f {\ - e)j = 0. (22> 
í—►o 

Resumindo, como na Seção 11,2* um problema de valores de 
contorno singular para a Eq* (I) é dito auto-adjunto se aEq* (17) 
é válida* possivelmente como uma integral imprópria* para cada 
par de funções u e ucom as seguintes propriedades: elas são duas 
vezes continuaniente diferenciáveis no intervalo aberto 0 < x < 
1. satisfazem uma condição de contorno da forma (2) em cada 
ponto regular de fronteira e satisfazem uma condição de contor¬ 
no suficiente para garantir a Eq. (21), se x — 0 é um pomo singu¬ 
lar de fronteira, ou a Eq. (22)* se x = 1 é um ponto singular de 
fronteira. Se pelo menos um ponto de fronteira é singular, então 
a equação diferencial í 1), junto com as duas condições de con¬ 
torno do tipo que acabamos de descrever, formam um proble¬ 
ma de Sturm-Liouville singular. 

Por exemplo, para a Eq. (7)* temos p(x) = x. Se ambas as 
funções a e v satisfazem a condição de contorno (14) em .r = 0* 
é claro que a Eq. {21) é válida. Logo* o problema de valores de 
contorno singular que consiste na equação diferencial (7), a con¬ 
dição de contorno (14) em x ■ = 0 e qualquer condição de contor¬ 
no da forma (3) em .v = 1. é auto-adjunto. 

A diferença mais gritante entre problemas de Sturm-Liouville 
regulares e singulares é que* em um problema singular* os auto¬ 
valores podem não ser discretos. Em outras palavras* o proble¬ 
ma pode ter soluções não-triviais para todo valor de À* ou para 
todo valor de À em algum intervalo* Em tais casos, díz-se que o 


problema tem espectro contínuo. Pode acontecer que um pro¬ 
blema singular tenha uma mistura de autovalores discretos e es¬ 
pectro contínuo. Final mente, é possível que exista apenas um 
conjunto discreto de autovalores* como no caso regular discuti¬ 
do na Seção i 1.2. Esse é o caso. por exemplo, do problema que 
consiste nas Eqs* (7)* (13), (J4)* Pode ser difícil, em geral, de¬ 
terminar o que ocorre* de fato* em um problema dado. 

LTma discussão sistemática de problemas de Sturm-Liouville 
singulares é, de faro* bastante sofisticada 10 e requer uma exten¬ 
são considerável dos métodos apresentados neste livro. Vamos 
nos restringir a alguns exemplos relacionados a aplicações físi¬ 
cas: em cada um desses exemplos* sabe-se que existe um con¬ 
junto infinito e de autovalores discretos. 

Se um problema de Sturm-Liouville singular tem apenas um 
conjunto discreto de autovalores e autofunções* então a Eq. (17) 
pode ser usada* como na Seção 11.2* para provar que os autova¬ 
lores de tal problema são reais e que as autofunções são ortogo¬ 
nais em relação à função peso r. A expansão de uma função dada 
em uma série de autofunções segue* então, como na Seção 11.2. 

Tais expansões são úteis* como no caso regular* para se re¬ 
solver problemas de valores de contorno não-homogêneos. O 
procedimento é bastante semelhante ao descrito na Seção 11*3. 
Alguns exemplos para equações diferenciais ordinárias estão 
indicados nos problemas de 1 a 4 e alguns problemas paia equa¬ 
ções diferenciais parciais aparecem na Seção 11.5. 

Por exemplo, as autofunções r) = / Ü ( A À rj x) do problema 
de Sturm-Liouville singular 

-(x/y = kxy* 0 < x < l, 
v, y* limitados quando x —> 0* y( 1) = 0 

satisfazem a relação de ortogonal idade 
t 

a [X }0„(A) dx = 0, m^n í23) 

em relação à função peso r(.v) = a\ Então* se/é uma função dada, 
supomos que 

/W = (24) 

11=1 


Multiplicando a Eq. (24) por xJ i) (yÀ m x) e integrando termo a 
termo de jv = 0 a x — 1 * obtemos 



dx 


= xJ o ( y/K, x '>Uy/K x)dx - < 25) 

Devido à condição de ortogonal idade (23)* a expressão à direita 
do sinal de igualdade na Eq. (25) contém um único termo: logo. 


c = 


jí .í/(.í)7 0 (/ m -v) dx 

jf 


x ) dx 

o que determina os coeficientes na série (24), 


( 26 ) 


Veja. por exemplo, o Cap, 5 do livro de Yossda. 
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A convergência da série (24) é obtida por uma extensão do 
Teorema 11.2.4 para cobrir esse caso. Pode-se mostrar, também, 
que esse teorema é válido para outros conjuntos de funções de 
Bessel. que são soluções de problemas de valores de contorno 
apropriados, para os polinómios de Legendre e para soluções de 
outros problemas de Sturm-Liouville singulares de interesse 
considerável, 

É preciso enfatizar que os problemas singulares mencionados 
aqui não são, necessariamente, típicos. Em geral, problemas de 
valores de contorno singulares são caracterizados por espectro 
contínuo, em vez de conjuntos de autovalores discretos. O con¬ 
junto correspondente de autofunções é. portanto, não enumerãveL 
e não existem expansões em série do tipo descritas no Teorema 
11.2,4. Elas são substituídas por representações integrais apro¬ 
priadas. 


Problemas 


1. Encontre uma solução formal para o problema de valores de 
contorno não-homogêneo 

-í-r/) r = pLxy+f(x), 
v. y' limitados quando x 0. yí 1) = 0. 

onde/é uma função contínua dadaemO^.v^ lejr não é um 
autovalor do problema homogêneo associado. 

Sugestão: Use uma expansão em série semelhante às utilizadas 
na Seção 1L3. 

2, Considere o problema de valores de contorno 

- (xy r Y = kxy , 

y\ y limitados quando _v —> 0, /( 1) = 0 

(a) Mostre que À 0 = 0 é um autovalor desse problema com 
auto função associada ój,x) = 1, Se A > 0* mostre, formal men¬ 
te, que as autofunções são dadas por éjx) — Jq(\ A m xJl onde 
■çA* é a n-ésima raiz positiva (em ordem crescente) da equa¬ 
ção f 0 (y'Á) = 0. É possível mostrar que existe uma sequência 
infinita de tais raízes. 

(b) Mostre que. se m, n = 0, 1,2, .... então 
x<p m (x)4> fí (x) dx - 0, m / n . 

(c) Encontre uma solução formal para o problema não- homo¬ 
gêneo 

- (x/y = fxxy + /(*), 
y, y r limitados quando x —> 0, /(l) — 0 


on de/é uma função contínua dada em0ír^le/i não é um 
autovalor do sistema homogêneo correspondente. 

3. Considere o problema 

-(xyj + í^/xíy = Ãxv, 
v, / limitados quando x —> 0, yí 11 = 0 

onde k é um inteiro positivo. 

(a) Usando a substituição t = y Àx mostre que a equação di¬ 
ferencial dada se reduz a uma equação de Bessel de ordem k 
(veja o Problema 9 da Seção 5.8). Uma solução é i ; (r); uma 
segunda solução line anuente independente, denotada por Vir j. 
é ilimitada quando r —> 0. 

íb) Mostre, formalmente, que os autovalores A t . Àdo proble¬ 
ma dado são os quadrados dos zeros positivos de ÀS e que 

as autofunções correspondentes são éj r) = J k (y xf E pos¬ 
sível mostrar que existe uma sequência infinita de tais zeros. 


íc) Mostre que as autofunções satisfazem a relação de 
ortogonalidade 

/ xtp m (x )<p n {x ) dx = 0, m / n . 

J o 

i d i Determine os coeficientes na expansão formal em série 

f(x) = y a„0„(x). 
n^\ 


(e ) Encontre uma solução formal do problema não-homogêneo 
- í.rvY + {i 1 /jc)y = fixy + /(*). 
y, v' limitados quando x — > 0, r( 1) — 0 


onde/é uma função contínua dada no intervalo 0 ^ x ^ 1 e ^ 
não é um autovalor do problema homogêneo correspondente. 

4. Considere a equação de Legendre (veja os problemas de 22 a 
24 da Seção 5.3) 

—[(1 — x 2 )/]' = Ay 
sujeita às condições de contorno 

y(0 ) = 0. y, y limitados quando x —> 1, 

As autofunções desse problema são os polinómios de Legen¬ 
dre de grau ímpar (/yíA) — P,ü) - a, é : — P 3 (x) — (5x- — 3a)/ 

2.tfy(v) “ correspondendo aos autovalores À L 

= 2, à 2 = 4 * 3, A rj = 2n(2n - 1). 

(a) Mostre que 
1 

4> m (x)<t>„ (x)dx = 0. m n . 

íb) Encontre uma solução formal do problema não-homogêneo 

- t(l-JC 2 )vT = Mv + /Uy 

y(0) — 0. y. y r limitados quando _*—* 1. 


onde/é uma função contínua dada emOírí 1 e /x não é um 
autovalor do problema homogêneo associado, 

5. A equação 

(1 -x 2 )/-x/ + Àj*«0 (i) 

é a equação de Chebyshev; veja o Problema 10 da Seção 5,3. 

(a) Mostre que a Eq. (i) pode ser escrita na forma 

-[(1 - Jt 2 ) 1/2 /]' = 1(1 -Jt 2 )- ,/2 .V. -1 < Jt < 1. (ti) 

(b) Considere as condições de contorno 


y\ y limitados quando x — * — L y\y * limitados quandox—* L (ííi) 


Mostre que o problema de valores de contorno ííi), (iíi) é auto- 
adjunto. 

(c) Pode-se mostrar que o problema de valores de contorno ííi), 
(iii) tem os autovalores À 0 = 0. A, = LA-, = 4..... À rJ = u-, .... 
As autofunções correspondentes são os polinómios de Chebyshev 
7„fA): T d (x) — L r t (x) = x, T 2 (x) - I " Zr_Mostre que 




T m (x) T ( j ) 

fyr í/.v =0, m^n. (iv) 


-I d “ A ) 

Note que essa é uma integral imprópria convergente. 


11.5 Observações Adicionais sobre o 
Método de Separação de Variáveis: 
Uma Expansão em Funções 
de Bessel 

Estamos interessados, neste capítulo, em estender o método de sepa¬ 
ração de variáveis desenvolvido no Cap. 10 para uma classe maior de 
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problemas —problemas envolvendo equações diferenciais mais ge¬ 
rais, condições de contorno mais gerais ou regiões geométricas di¬ 
ferentes. Indicamos, na Seção 11.3. como tratar uma classe mais geral 
de equações diferenciais ou de condições de contorno. Vamos nos 
concentrar, aqui, em problemas colocados em diversas regiões geo¬ 
métricas. com ênfase naqueles que nos levam a problemas de 
Sturm-Liouville singulares quando as variáveis são separadas. 

Devido a sua simplicidade relativa, assim como a importân¬ 
cia física considerável de muitos problemas onde ele é aplicá¬ 
vel, o método de separação de variáveis merece seu lugar de 
destaque na teoria e aplicações de equações diferenciais parci¬ 
ais. No entanto, esse método tem determinadas limitações que 
não devem ser esquecidas. Em primeiro lugar, o problema tem 
que ser linear, de modo que o princípio de superposição possa 
ser usado para se construir soluções adicionais, formando-se 
combinações lineares das soluções fundamentais de um proble¬ 
ma homogêneo apropriado. 

De um pomo de vista prático, precisamos, também, ser capa¬ 
zes de resolver as equações diferenciais ordinárias, obtidas após 
a separação das variáveis, de um modo razoavelmente conveni¬ 
ente, Em alguns problemas onde, em princípio, o método de se¬ 
paração de variáveis poderia ser aplicado, seu valor prático tor¬ 
na-se muito limitado devido à falta de informação sobre as solu¬ 
ções das equações diferenciais que aparecem, 

Além disso, a geometria da região envolvida no problema fica 
sujeita a restrições bastante severas. Por um lado, é preciso usar 
um sistema de coordenadas no qual as variáveis podem ser se¬ 
paradas e a equação diferencial parcial pode ser substituída por 
um conjunto de equações diferenciais ordinárias. Para a equa¬ 
ção de Laplace, existem em tomo de uma dezena de tais siste¬ 
mas de coordenadas; os leitores deste livro, em sua maioria, só 
estão familiarizados, provavelmente, com coordenadas retangu¬ 
lares, cilíndricas e esféricas. Por outro lado, a fronteira da região 
de interesse tem que ser formada por curvas ou superfícies onde 
uma das variáveis permaneça constante. Assim, em um nível 
elementar, estamos limitados a regiões limitadas por retas ou 
arcos circulares em duas dimensões, ou por planos, cilindros cir¬ 
culares, cones circulares ou esferas em três dimensões. 

Em problemas tridimensionais, o operador de Laplace + 
u yy + u„ leva à equação X + XX — 0 em coordenadas retangu¬ 
lares, à equação de Bessel em coordenadas cilíndricas e à equa¬ 
ção de Legendre em coordenadas esféricas. Esse fato é respon¬ 
sável era grande parte, pelo estudo intensivo que foi feito des¬ 
sas equações e das funções definidas por elas. Vale a pena ob¬ 
servar, também, que duas das três situações mais importantes 
levam a problemas de Stunu-Liouville singulares, em vez de 
regulares. Os problemas singulares não são, portanto, excepcio¬ 
nais e podem despertar interesse maior do que os regulares. O 
resto desta seção é dedicado a um exemplo envolvendo a expan¬ 
são de uma função dada em uma série de funções de Bessel 


Vibrações de uma Membrana Elástica Circular. Na Seção 10.7 
[Eq. (7)], observ amos que as vibrações transversais de uma mem¬ 
brana elástica fina são governadas pela equação de ondas a duas 
dimensões 


° + “rr> = “r»■ 


(D 


Para estudar o movimento de uma membrana circular, é conve¬ 
niente escrever a Eq, (I) em coordenadas polares: 


( H rr + '-“r + = V < 2 ) 


Vamos supor que a membrana tem raio unitário, que está presa 
em toda a circunferência e que, inicialmente, ocupa uma posi¬ 
ção deslocada da posição de repouso, independente da variável 
angular ft e é solta no instante t ~ 0. Devido à simetria circular 
da condição inicial e da condição de contorno, é natural supor 
que u também seja independente de 0 , isto é, que it seja uma fun- 
Ção. apenas, de r e /. Nesse caso. a equação diferencial (2) fica 


(“rr + Ç",] =t V 

0 < r < 

1. f > 0. 

(3) 

A condição de contorno em r = i 

é 



«(1.0 = 0, 

t >0, 


(4) 

e as condições iniciais são 




M(r. 0) = f(r). 

0 < r 

< 1. 

(5) 

V 

O 

II 

p 

0 < r 

< 1, 

(6) 


ondeX r) descreve a configuração inicial da membrana. Por con¬ 
sistência, precisamos, também, queft 1) = 0. Finalmente, enunci¬ 
amos explicitamente a condição que u é limitada em 0 < r ^ 1. 

Supondo que u(r, f) = R(r)7\r) e substituindo na Eq. (3), ob¬ 
temos 


R" + {l/r)R f 1 T ,r 
R ~ a 2 T~ 


O) 


Antecipamos que a constante de separação é negativa, escrevcn- 
do-a como —A : com A > 0. lt A Eq. (7) nos leva, então, às se¬ 
guintes equações diferenciais ordinárias: 


r 2 R" + rR' + k 2 r 2 R = 0. (8) 

r+AVr = o, (9) 

Logo. da Eq. (9), 

T(t) — sen kat + k 2 coskar, (10) 

Definindo uma nova variável independente £ = Ar na Eq. (8), 
obtemos 

^d l R dR u2 ^ 

que é a equação de Bessel de ordem zero. Portanto. 

R^c x J^) + c 2 Y^ ( 12 ) 

onde J 0 e Y 0 são as funções de Bessel de primeira e segunda es¬ 
pécies. respectivamente, de ordem zero (veja a Seção 1L4). Em 
função de r. lemos 

R = c } J Q (kr) + c 2 Y Q (kr). (13) 

A condição de limitação que ti(r, t) tem que satisfazer implica 
que R tem que permanecer limitada quando r 0. Como F Q (Àr) 
—> x quando r —> 0, precisamos escolher c 2 = 0. A condição de 
contorno (4) implica, então, que 


J Q (k) = 0, (14) 

Em consequência, os valores permitidos para a constante de se¬ 
paração são obtidos das raízes da equação transcendental (14). 
Lembre-se, da Seção 11.4, que J [} (k) tem um conjunto discreto 
infinito de zeros positivos, que denotamos por À lt À : . A 3 ,.... A„, 


Denotando u constante de separaeao por —A 1 . em \ei de, simplesmente. - A. evitamos mui¬ 
tos radicais na discussão a seguir. 
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..., ordenados em ordem crescente. Além disso, as funções J n (À r /) 
são as autofunçoes de um problema de Sturm-Liouville singular 
e podem ser usadas como base para uma expansão em série da 
função/ As soluções fundamentais desse problema, que satis¬ 
fazem a equação diferencial parcial (3), a condição de contorno 
(4) e a condição de limitação, são 

u n (r, /) = sen k n at, n = 1.2. (15) 

u n (r, í) = J 0 (V) C05 K aT ' n = 1,2 . (16) 

Vamos supor, agora, que u(r, t) pode ser expressa como urna 
combinação linear infinita das soluções fundamentais (15), (16): 

DC 

U(r, t)=J2 [K U n^ f > + C n V Á T ' O] 
n=l 
oc 

= '^2[k n J 0 (X n r)í><ink ll at+c ll J (} (k n r)cosk n at].(ll) 

n = l 

As condições iniciais implicam que 

oc 

u{r,0) = J^c m J 0 (k n r) = f(r) (18) 

n=l 

e que 

cc 

« f (r. 0) = £ X n ak n J 0 (k n r) - 0. (19) 

tt= 1 

Da Eq. (26) da Seção 11 A, obtemos 


Assim, no plano x\\ a forma da fronteira impede que se encon¬ 
tre uma solução pelo método de separação de variáveis, enquan¬ 
to no plano £77 a região é aceitável, mas as variáveis da equa¬ 
ção diferencial não podem mais ser separadas. 

2. Enc ontre o de s 1 ocam en to u(r* t) de um a me mbran a c ire u lar e 1 ãs- 
tica de raio 1 em vibração satisfazendo a condição de contorno 

w(l T t) = 0, t > 0, 
e as condições iniciais 

w(r, 0) — 0, u j (r, 0) = g(r), 0 < r < 1, 

onde g( 1) = 0, 

Sugestão: A equação diferencial a ser satisfeita é a Eq. (3) des¬ 
ta seção, 

3. Encontre o deslocamento a(r, t) de uma membrana circular elás¬ 
tica de raio 1 em vibração satisfazendo a condição de contorno 

u(\, t) — 0, t > 0, 

e as condições iniciais 

u(r.O) = f(r), u r (r, 0) = g(r)> 0 < r < I, 

onde/U) = g( 1) = 0. 

4. A equação de onda em coordenadas polares é 

u rr + (1 /r)u r + (\(r 2 )u w = a~ 2 u ir 

Mostre que. se u{r. Ô, r) = /?(r)Q(tf)T(f), então /?, 0 e T satisfa¬ 
zem as equações diferenciais ordinárias 

r 2 R" + rR‘ + (àV - rr)R = 0. 

0" + ,r© =0, 

T" + k 2 a 2 T — 0 . 

5. Em coordenadas cilíndricas r. 6, z, definidas por 


í rf(r)J 0 (k n r)dr 

K = 0, C„ = ^--—; « = 1.2. (20) 

/ r[J^X n r)fd r 
J o 

Logo, a solução da equação diferencial parcial (3) que satisfaz a 
condição de contorno (4) e as condições iniciais (5) e (6) é dada por 

OÜ 

U(r. t ) = S2 C nMK r ^ C0S X n ai (21) 

n—\ 

com os coeficientes c n definidos pela Eq. (20). 


Problemas 

1, Considere a equação de Laplace + u yy — 0 no paralelogramo 

cujos vértices são (0, 0), (2 t 0), (3, 2) e (1, 2), Suponha que a 
condição de contorno no lado y = 2 é m(x, 2 ) = fí.x) para 1 ^ x 
<3 e que. nos três outros lados, u = 0 (veja a Fig* I L5.1). 

(a) Mostre que não existem soluções não-triviais da equação 
diferencial da forma Mv. y) — X(jt)y(y) que satisfaçam* tam¬ 
bém. as condições de contorno homogêneas, 

(b) Sejam £ = x — fv, tj = y. Mostre que o paralelogramo dado 
no plano xy é transformado no quadrado 0 ^ ^ 2 , Ü ^ 77 ^ 2 no 
plano £ 77 , Mostre que a equação diferencial é transformada em 


x = r cos tf, y = r sen tf. z = z* 

a equação de Laplace fica 

u rr + (1 fr)u r + (1 fr 2 )u B8 + = 0. 

(a) Mostre que. se u(r, 0. z) — R{r)<d(&}Z(z), então R* 0 e Z 
satisfazem as equações diferenciais ordinárias 

r 2 R" +rR' + (k 2 r 2 - n 2 )R = 0, 

©'' + n 2 0 = 0 , 

Z" - k 2 z = 0. 

(b) Mostre que, se w(r, tf, z) é independente de tf. então a pri¬ 
meira equação no item (a) fica 

r 2 R“ + rR* + k 2 r 2 R = 0, 

a segunda é total mente omitida e a terceira permanece inalte¬ 
rada. 

6 , Encontre a temperatura estado estacionário em uma barra semi- 
infinita 0 <z<*. 0 ^r<Lsea temperatura é independente 
de tf e tende a zero quando z —> ». Suponha que a temperatura 
u(r , z) satisfaz as condições de contorno 

w(l. z) = 0 . z > 0 , 

u(r.Q) = /(r), 0 < r < 1 . 

Sugestão: Olhe 0 Problema 5, 

7, A equação 

+ v + klv = 0 

é uma generalização da equação de Laplace, chamada, algumas 
vezes, de equação de Heimholtz , 11 


Como as condições de contorno são transformadas? 

(c) Mostre que, no plano £77 a equação diferencial não tem so¬ 
luções da forma 

u{^ ij) = U^)V(rj). 


: Hermann von Helmholtz < 1E21-1894) estudou medicina e fisiologia: no início de sua car¬ 
reira fez contribuições importantes à ótica e à acústica fisiológicas, inclusive a invenção do 
oftalmoscópio em 185 L Mais tarde seus interesses voharam-se para a física, especialmente 
mecânica dos fluídos e hidrodinâmica. Ao longo de sua vida foi catedrático em fisiologia 
ou em tísica em diversas universidades alemãs. 
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(a) Em coordenadas polares, a equação de Helmholtz íica (b) Mostre que, se uip, 8 . 0) e independente de 8 . então a pn- 

2 2 meira equação no item (a) permanece inalterada, a segunda é 

V + ( [ / r H + Q/r He +k v=Q. omitidae „ terceiraflca 


Se vír, 0) = R{r)S{ 8 ), mostre que R e 0 satisfazem as equa¬ 
ções diferenciais ordinárias 

r 2 R" + rR' + (ifcV - k 2 )R - 0, ©" + X 2 © = 0. 

(b) Considere a equação dc Helmholtz no disco r < c* Encon¬ 
tre a solução que permanece limitada em todos os pontos do 
disco, que é periódica em 0 com período 2ir e que satisfaz a 
condição de contorno ví c. 0) =f[ 0), onde/é uma função dada 
em 0 ^ 8 < 2tt 

Sugestão: A equação para R é uma equação de Bessel. Veja o 
Problema 3 na Seção 11.4, 

8. Considere o fluxo de calor em um cilindro de comprimento 

infinito e raio t; Q — r < 1 , Q ^ 0 < ^ < ;: < x . Supo¬ 

nha que a superfície do cilindro seja mantida a temperatura zero 
e que a distribuição inicial de temperatura seja uma função que 
só depende da variável radial. Então, a temperatura u só depende 
de r e i\ e satisfaz a equação de calor 

a 2 [ú rr -b (1 /r)u r \ = u r 0 < r < 1, t > 0. 

e as seguintes condições inicial e de contorno: 

u{r. 0) = /(r), 0 < r < 1 T 

11(1,0 =0, t > 0. 

Mostre que 

u(nt) = J2 c n J ■ 

H=l 

onde J Ü (ÀJ = 0. Encontre uma fórmula para c r . 

9. Em coordenadas esféricas p. 6. <j> [p > 0.0 ^ 8 < 2 m 0 ^ é> ^ 
7r), definidas por 

x = pços0sen0. v = psen0 sen0. z = p cos0. 
a equação de Laplace fica 

P 2lt pp + 2 P U p + (CSC ' ^ )U 9« + + (COt 'í Í),í * = 

(a) Mostre que. se «{p, Ô. 0) = P(p)0(054>(0)* então P. 0 e (b 
satisfazem equações diferenciais ordinárias da forma 

p 2 P" + 2p?' - p 2 P = 0, 

0" + À 2 © = 0 T 

(sen 2 0)<í>" + (sen0 co$0)4> H- (p^sen 2 0 — át )<£> = 0. 

A primeira dessas equações é do tipo de Eu ler. enquanto a ter¬ 
ceira está relacionada à equação de Legendre. 


(sen 2 0)4>" + (sen0 cos 0)$' + {ju 2 sen 2 0)0 — 0. 

(c) Mostre que. se definirmos uma nova variável independente 
por s = cos 0. então a equação para d> no item (b) fica 

, d 2 d<t> , 

(1 -Í 2 )—2 -2j— =0- <S < 1. 

ds 2 ds 

Note que essa é a equação de Legendre. 

10, Encontre a temperatura estado estacionário u(p, <f>) na esfera de 
raio unitário se a temperatura é independente de 6 e satisfaz a 
condição de contorno 

u(l. <p) — /Í0). 0 < 0 < 71. 

Sugestão : Olhe o Problema 9 e os problemas de 22 a 29 na Seção 
5.3. Use o fato de que só as soluções da equação de Legendre 
que são finitas em ambos os pontos 1 é que são polinómios 
de Legendre. 


11.6 Séries de Funções Ortogonais: 
Convergência na Média 

Na Seção 11,2, dissemos que, sob cenas condições, uma função 
dada /pode ser expandida em uma série em autofunções de um 
problema de Sturm-LiouviUe de valores de contorno e que a série 
converge para [/(.r-h) +f[x—)]f2 em cada pomo do interv alo aberto. 
Sob condições um pouco mais restritivas, a série converge para 
fix) em todos os pontos do intervalo fechado, Esse tipo de conver¬ 
gência é conhecido como convergência pontual. Nesta seção, va¬ 
mos descrever um tipo diferente de convergência, especialmente 
útil para séries em funções ortogonais, tais como autofunções. 

Suponha que temos um conjunto de funções 0 T , 0 2 . 

que são contínuas e satisfazem a condição de ortogonal idade 

jf r(x)4>tpO<Pj(x) dx = J j’ ' ^ j . (I) 

onde ré uma função peso não-negativa. Suponha, também, que 
queremos aproximar uma função dada f. definida em0s.v^ 1, 
por uma combinação linear de ó .. é ir Isto é, se 

n 

S n (x) = (2) 

Í = 1 
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queremos escolher coeficientes a x , ., a n de modo que a função 
S fí forneça a melhor aproximação possível de/em 0 < a < 1.0 
primeiro problema que encontramos é enunciar, precisamente, 
o que queremos dizer com '"a melhor aproximação possível de/ 
emO< a ^ r\ Existem diversos significados razoáveis que 
podem ser dados a essa frase. 


1* Podemos escolher n pontos A h . . x„ no intervalo 0 ^ x ^ 1 
e exigir que S fí (x) tenha o mesmo valor qucf(x) em cada um 
desses pontos. Os coeficientes a } . a n são encontrados re¬ 

solvendo-se o seguinte conjunto de equações lineares algé¬ 
bricas: 

^a^ixj) = f(Xj), j = 1. n. (3) 

i = 1 

Esse procedimento é conhecido como o método da coloca¬ 
ção, Ele tem a vantagem de que é muito fácil escreveras Eqs. 
(3); é preciso, apenas, calcular as funções envolvidas nos 
pontos a,, .... x n . Se esses pontos forem bem escolhidos e se n 
for bem grande, presume-se que S„(x) não será. apenas, igual 
a/( a) nos pontos escolhidos, mas estará, também, razoavel¬ 
mente próximo em todos os outros pontos. No entanto, a co¬ 
locação tem diversas desvantagens. Uma é que. se for adici¬ 
onada mais uma função básica é necessário mais um 
ponto e iodos os coeficientes têm que ser recalculados. 
Isso significa que não é conveniente melhorar a precisão de 
uma aproximação pelo método de colocação incluindo-se ter¬ 
mos adicionais. Além disso, os coeficientes a, dependem dos 
pontos X,. x n e não é óbvio qual o melhor modo de seleci¬ 

onar esses pomos. 

2, De modo alternativo, podemos considerar a diferença f(x) - 
SJ^x) e tentar tomã-la a menor possível. 0 problema aqui é 
que \f(x) — 5 n (jc)| é uma função de a c dos coeficientes a x + .... 
a „, e não é claro como calcular es A escolha dos a t que toma 

\m - s„w[ menor em um ponto pode tomá-lo maior em 
outro. Um modo de proceder pode ser considerar, então, a 
menor cota superior L1 de \f(x) — S„(a)| para xemO^i^ 1 e 
escolher, depois, a lt de modo a tomar essa quantidade 
a menor possível. Isto é, se 

E n (a\ . a n ) - ^sup^ |/(x) - S n {x)l (4) 

escolha a [ . a„ de modo a minimizar E, r Esse método é, 

intuitivamente, muito bom, e é usado, com freqüência, nos 
cálculos teóricos, No entanto, na prática, é geralmente mui¬ 
to difícil, se não impossível, escrever uma fórmula explíci¬ 
ta para E n (a ]y ,,,, a„). Além disso, esse procedimento tem uma 
desvantagem em comum com a colocação: ao se adicionar 
um te mio a £„(*), temos que recalcular todos os coeficien¬ 
tes precedentes. For isso. não é muito usado em problemas 
práticos. 

3* Um outro modo de proceder é considerar 


I„{ a \ .«„) = Í r{x)\f(x) - 5, t U)| dx. 

Ja 


(5) 


Se r(i) — 1 - então I n é a área entre os gráficos de v = fíx) e y 
= S n (x) (veja a Fig. 11.6.1). Podemos determinar os coefici- 


11 A menor cola superior, ou supremo (supj, é uniu cota superior que é menordü que todas ás 
oulras-, O sup de unva função limitada sempre existe e é igual ao máximo da função, se ela 
tiver máximo. 



entes a. de modo a minimizar /. Para evitar complicações 
resultantes da utilização de valores absolutos, é mais conve¬ 
niente considerar, em vez disso. 


R,M [ 


a„) 


-f 


r(x)lf(x)-S n (x)fdx (6) 


como nossa medida da qualidade da aproximação de fix) pela 
combinação linear S H {x), Embora /?„ seja, daramenie, semelhan- 
te a I r sob alguns aspectos, não tem a interpretação geométrica 
simples de I n . Apesar disso, é muito mais fácil, matematicamen¬ 
te. trabalhar com R n do que com / rr . A quantidade R /: é chamada 
erro médio quadrático da aproximação de/por S r . Se ei u ... t 
a n são escolhidas de modo a minimizar R n , então dizemos que 
S n aproxima/no sentido da média quadrática. 


Para escolher a lf ... t a n de modo a minimizar precisamos 
satisfazer as condições necessárias 

dRJda i = 0. í = 1.#i- (7) 

Escrevendo a Eq. (7) e observando que tiS n (x; ..., a n )iâa t é 
igual a <f>i{x), obtemos 

= 2 í r(x)[f(x) - S^xWjix) dx = 0. (8) 

oa i J o 

Substituindo 5, r (.r) pela expressão dada na Eq, (2) e usando a re¬ 
lação de oitGgonalidade (1), temos 

a i = f r(x)f(x)$ j (x) dx , i = 1.- n. (9) 

J o 

Os coeficientes definidos pela Eq. (9) são chamados de coefici¬ 
entes de Fourier de/em relação ao conjunto ortonormal 0 t . $ 2 . 
... s d>„ e à função peso r. Como as condições (7) são apenas ne¬ 
cessárias. e não suficientes, para que R n seja um mínimo, é pre¬ 
ciso um argumento separado para se mostrar que. de fato. R n é 
minimizado se os forem escolhidos pela Eq. (9). Esse argu¬ 
mento está esboçado no Problema 5. 

Note que os coeficientes (9) são os mesmos que os da expan¬ 
são em série de autofunçoes cuja convergência, sob certas con¬ 
dições, foi enunciada no Teorema 11.2,4, Assim, 5jx)éarc-ésima 
soma parcial dessa série e constitui a melhor aproximação dcj(x) 
na média quadrática que é possível com as funções 
Vamos supor, daqui em diante, que os coeficientes a l em SJx) 
são dados pela Eq, (9), 

A relevância da Eq, (9) tem dois outros aspectos importan¬ 
tes. Em primeiro lugar, ela fornece uma fórmula para cada a : f 
separadamente, em vez de como um conjunto de equações al- 
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gébricas para a f ,. ,,, íz r?f como o método da colocação, por exem¬ 
plo. Isso se deve à oriogonalídade das funções básicas ^ . 

tj> ir Além disso, a fórmula para a 1 é independente de n. o número 
de termos em S n (x). O significado prático disso é o seguinte: 
suponha que. para se obter uma melhor aproximação para/ de¬ 
sejamos usar uma aproximação com um número maior de ter¬ 
mos — digamos k termos, com k > n. Então, não há necessida¬ 
de de se recalcular os n primeiros coeficientes em S k (x ), Basta 
calcular, usando a Eq. (9), os coeficientes a n + u ...*a k que apare¬ 
ceram devido às funções básicas adicionais 4> tí+ .0 ; .. E claro 

que, se as funções/ r e é,, forem complicadas, pode ser necessá¬ 
rio calcular as integrais numericamente. 

Vamos supor agora que exista uma sequência infinita de fun¬ 
ções 4>i . 4> n .contínuas e ortonomiais no intervalo 0 < v < 

1. Suponha, além disso, que, quando n cresce indefinidamente, o 
erro médio quadrático R t} tende a zero. Nesse caso, a série infinita 

Í=Y 

converge na média quadrática (ou, simplesmente, na média) 
para/.v), Convergência na média é um tipo de convergência es¬ 
sencialmente diferente da convergência pontual considerada até 
agora. Uma série pode convergir na média sem convergir em cada 
ponto. Isso é plausível, geometricamente, já que a área entre as 
duas curvas, que se comporta do mesmo modo que o erro médio 
quadrático, pode ser zero mesmo que as funções não sejam iguais 
em todos os pomos. Elas podem diferir em qualquer conjunto 
finito, por exemplo, sem afetar o erro médio quadrático. É me¬ 
nos óbvio, mas também verdadeiro, que, mesmo que uma série 
convirja em todos os pontos, ela pode não convergir na média. 
De fato. o erro médio quadrático pode até tomar-se ilimitado. Um 
exemplo desse fenômeno é dado no Problema 4. 

Suponha que queiramos saber que classe de funções, defini¬ 
das no intervalo 0 ^ .v ^ 1, possam ser representadas por uma 

série infinita do conjunto ortonormal 4> h i — 1, 2.A resposta 

depende do tipo de convergência que queremos. Dizemos que o 
conjunto .... t£ n , ... é completo em relação à convergência 
na média quadrática para um conjunto de funções F se, para cada 
função/em F, a série 

f(x )=■#,■(*), tio) 

í=i 

com os coeficientes dados pela Eq. (9), converge na média, Existe 
uma definição semelhante para o compietamento em relação à 
convergência pontual. 

Teoremas relacionados com a convergência de séries como 
as da Eq.. (10) podem ser reformulados em função da idéia de 
compietamento. Por exemplo, o Teorema 11,2.4 pode ser enun¬ 
ciado da seguinte maneira: as auiofunções do problema de Stumn- 
Liouville 

- [p(x)y'T + q(x)y = kr(x)y t 0 < jc < U (11) 

«iJ( 0 ) + ^y( 0 )= 0 , b { y{l) + b 2 /(l) = 0 ( 12 ) 

são completas em relação à convergência pontual usual para o 
conjunto de funções contínuas em 0 ^ x ^ 1 com derivada 
seccionalmenre contínua nesse mesmo intervalo. 

Se a convergência pontual é substituída por convergência na 
média, o Teorema 11.2.4 pode ser bastante generalizado. Antes de 


enunciar tal teorema, análogo ao Teorema 11.2,4, precisamos de¬ 
finir o que é uma função de quadrado integrável. Uma função té 
dita de quadrado integrável no intervalo 1 se ambas./e 

/-, são integráveis 14 nesse intervalo. O teorema a seguir é semelhan¬ 
te ao Teorema 11.2.4, exceto que envolve convergência na média. 

Teorema 11.6.1 

Às autofunções do problema de Sturm-Liouville (11), (12) 
são completas em relação à convergência na média para o con¬ 
junto de funções que sao de quadrado integrável em 0 ^ x ^ 

1. Em outras palavras, dada qualquer função de quadrado 
integrável/, a série (10), com os coeficientes dados pela Eq, 
(.9), converge para fix) na média quadrática. 

A classe de funções especificadas no Teorema 1 l.ó.l é. de 
fato. muito grande. A classe de funções de quadrado integrável 
inclui funções com multas descontinmdades, inclusive alguns 
tipos de des continuidades infinitas, assim como funções que não 
são diferenciáveis em ponto algum, Todas essas funções podem 
ser expandidas em séries de autofunções do problema de Srurm- 
Liouvílle (11), (12) que convergem na média. No entanto, em 
muitos casos essas séries não comergem pontualmente, pelo 
menos não em todos os pontos. Assim, a convergência na média 
está, naturalmente, mais associada a séries de funções ortogo¬ 
nais, como autofunções. do que a convergência pontual, 

A teoria de séries de Fourier. discutida no Cap, 10, é, simples¬ 
mente, um caso particular da teoria geral de problemas de Sturm- 
Liouville. Por exemplo, as funções 

<p n (x) = Vlsmnnx (13) 

são as autofunções normalizadas do problema de Sturm-Liou¬ 
ville 

/ + Ay = O t v(0) = 0, v(l) = 0. (14) 

Logo. se/é uma função dada de quadrado integrável em 0 ^ jc 
^ 1. então, de acordo com o Teorema 1 Ló. 1, a série 

3C 00 

/(•*■) = X b ^'n (-* ) = /2 X b m Senm nX '' ( :1 5) 

in = I m= 1 

onde 

J f 1 

f f(x) senmuw dx , (16) 
o 

converge na média. À série (15) é, precisamentc, a série de Fou¬ 
rier em senos discutida na Seção 10.4. Se/satisfaz as condições 
mais fortes enunciadas no Teorema 11.2.4, então essa série con¬ 
verge pontualmente, além de convergir na média. Analogamen¬ 
te, uma série de Fourier em co-senos está associada com o pro¬ 
blema de Sturm-Liouville 

y" + \y = 0, v/0) - 0. v/l) = 0. (17) 


'Para a integra] de Riemann usada no cálculo elementar. a$ hipóteses de que fcf- são 
integráveis são independentes; existem funções/tais que /ê integrável e f 2 não L e vice- 
versa (veja o Problema 6). Uma integral generalizada, conhecida como a integra) de Lebesguc. 
tem a propriedade (entre outras i que. se,/ é integráv el, então/’também 0 é. A expressão de 
quadrado integrável tom ou-se usual em conexão com esse tipo de integração. 
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Exemplo 1 


Seja fix) = 1 para 0 < x < 1. Expanda fix) usando as autofun¬ 
ções (13) e discuta a convergência, pontual e na média, da série 
resultante, 

A série tem a forma (15) e seus coeficientes b m sào dados pela 
Eq. (16), Logo, 

r f l V2 

b = v2 / senmTTJr dx = -(1 —cosmTr) (18) 

Jo mn 

e a n-éslma soma parcial da série é 


„ - 1 — cos mn 

S (x) = 2 ) -sen mnx. (19) 

mn 

m= I 


0 erro médio quadrático é 

K= í Uíx) - SJx)] 2 dx. (20) 

J o 

Calculando R„ para diversos valores de n e fazendo um gráfico 
do resultado, obtemos a Fig. 11.6,2* Essa figura índica que R, 
decresce sempre que n cresce, É claro, o Teorema 11.6.1 afirma 
que R n -o 0 quando n —> Pontual mente, sabemos que S/x) — > 
fix) = 1 quando n — > ^ para 0 < x < 1: além disso, S/x) tem o 
valor nulo emx = 0 e x = I para todo n. Embora a série convijja 
pontualmente para cada valor de x, a menor cota superior do erro 



não diminui quando n aumenta, Para cada n, existem pontos ar¬ 
bitrariamente próximos de x — 0 e de x — 1 onde o erro está ar- 
bitrariamente próximo de 1. 


O Teorema 11.6.1 pode ser estendido para cobrir problemas 
de valores de contorno auto-adjuntos com condições de contor¬ 
no periódicas, tais como o problema 

y ,f + A._v = 0, (21) 


y(-L) - y(L) = 0. v'í-L) - yU) = 0 (22) 


considerado no Exemplo 4 da Seção 11,2, As autofunções do 
problema(21), (22) são <//x) — cos(ktt -xfL) para n = 0, 1. 2, ... 
e i///x) = sen(n77xVL) para n = 1,2,.... Se/é uma função dada. 
de quadrado integrável em —L^x^L, então sua expansão nas 
autofunções e é da fonna 


. tio / nnx , nnx\ 

f{x) = -y + 2J \ a n C0S + Ò n SeD_ T^) * (23) 

il=l L L 


onde 


= -f L 

n LJ-l 

=-f L 

" LJ-l 


/U) cos 


nnx 


dx , « = 0, 1,2,,.., (24) 


nnx 


n = l,2 . (25) 


Essa expansão é, exatamente, a série de Fourier de/discutida 
nas Seções 10.2 e 10.3, De acordo com a generalização do Teo¬ 
rema 11,6,1. a série (23) converge na média, qualquer que seja a 
função de quadrado integrável / embora/possa não satisfazer 
as condições do Teorema 10,3.1, que garante convergência pon¬ 
tual. 


Problemas 

1 , Estenda os resultados do ExeinpJo 1 encontrando o menor va¬ 
lor de ií para o qual R n < 0,02, onde R u é dado pela Eq, (20). 

2, Seja fix) = x para 0 <x < i e seja <f> m (x) — V2 senO/iTTx), 

(a) Encontre os coeficientes b m na expansão de/x) em termos 
de 4>i(x), 4h_(x\ .... 

(b) Calcule o erro médio quadrático R lt para diversos valores 
de e faça um gráfico dos resultados. 

(c) Encontre o menor valor de n para o qual R n < 0.01. 

3, S i ga as i n s truç õe s d o Pro blema 2 m ando fix ) = x{ I — x) p ara 0 
< x < 1. 

yj 4. V amos mo str ar, n este probl ema. q ue a c on verge n ci a po n tu ai de 
uma sequência S/x) não implica convergência na média e re¬ 
ciproca mente. 

(a) Seja S/x) = n\fxe~ m ' r \ 0 < x ^ L Mostre que 5/x) —> 0 
quando n — > para cadax em 0 < r ^ 1, Mostre, também, que 

R„= f\o~S n (x)] 2 dx = £(1 -e-"), 

e, portanto. R, —* * quando n —> x, Logo. a convergência pon¬ 
tual não implica em convergência na média. 

(b) Seja S/x) — .V para 0 ^ x ^ 3 e seja/.v) - 0 para 0 ^ x < 
I. Mostre que 

R '=[' fw 

e, portanto. S/x) converge para fix) na média. Mostre, também, 
que 5/x) não converge para/x) pontual mente em 0 < x < l. 
Logo. a convergência na média não implica em convergência 
pontual. 
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5. Suponha que as funções ó ] __ 4> n satisfazem a relação de orto- 

gonalídade (1) e que uma função dada/» deve ser aproximada 
por S/a) = Ci<f> x (x) + ... + c n é r (x). onde os coeficientes c„ não 
são, necessariamente, os da Eq. (9). Mostre que o etro médio 
quadrático R fJ dado pela Eq. (6) pode ser escrito na forma 

*, = /’ rWf\x) dx-^+Y (c. - a.) 2 . 

fer fer 


6. 


onde os a, são os coeficientes de Fourier dados pela Eq. í9). 
Mostre que R r] c minimizado se c t = a t para cada i. 

Vamos mostrar, neste problema, através de exemplos, que a 
integrabilidade (no sentido de Riemann) de/e de/ : são inde¬ 
pendentes. 


(a) Seja/.v) = 


A" 1 *, 0<x^l 
0, x = Q. 


Mostre que í /(a) 

Jo 


dx existe como uma integral imprópria, mas 



(a) dx não existe. 


(b) Seja AO = I , L - v racional 
}-f x irracional 

Mostre que í f 2 (x) dx existe, mas [ f(x) dx não existe. 

Jli Jo 

7. Suponha que queiramos construir um conjunto de polinómios 

ortonormms/ 1 (A),/ l (A},// a)./(a),... no intervalo 1 < 

1 . onde f k (x) tem grau k . Ém outras palavras, os polinómios têm 
que satisfazer 

<■/}•/*)= (' fjMf t (x)dx = & jk . 

J 0 

(a) Encontre /,(x) escolhendo o polinómio de grau zero tal que 

(fc/o) = 

(b) Encontre //x) determinando o polinómio de grau um tal que 

— 0 e (f h / t ) = 1. 

(e) Encontre// a). 

(d) A condição de normalização tf k <f k ) = 1 c um tanto desajeitada 

para se asar. Seja g t .(a), g,íx).g/x), ... a sequência de polinómios 

ortogonais emO^.ts l normalizados pela condição g k ( 1) = 
1. Encontre gjixl g,(.r) e ,g : (.v) e compare com/ l íx),/ 1 íA) e// a). 

8 . Suponha que queiramos construir um conjunto de polinómios 
ortogonais P (l {x), P,(x),.... P k (x) t ... no intervalo -1 ^ x ^ 1. 
onde F/x) tem grau k: veja o Problema 7. Suponha, além dis¬ 
so, que P t ix) seja normalizada pela condição P,{ 1) = 1. Encontre 
P„(a), F|(a). P/a) e P/a), Note que esses são os quatro primei¬ 
ros polinómios de Legendre (veja o Problema 24 da Seção 5.3). 

9. Este problema de sen vo l ve ou tros re s u 11 ados as soc iad os à c on- 

vergência na média. Sejam R,U q, 5 /a) e a ( definidos 

pelas Eqs. (6). (2) e (9). respectivamente. 


ía) Mostre que 


-I ti 

R „= r(x)f 2 (x)dx-Yaj. 

J o w 


Sugestão: Use a Eq. (ó) e integre, usando a relação de ortogo¬ 
nal idade (1). 

fb) Mostre que ^ af ^ J rU)/-(A) dx. Esse resultado é 
conhecido como a desigualdade de Bessel. 

X 

(c) Mostre que ^ af converge, 

(d) Mostre que lim R n = f r(x)/ 2 (x) dx — 'V af. 

#-*■= Jn 

* 

(e) Mostre que ^ a, <t> t (a) converge para /» na média se, e 
somente se. 


/ r(x)f 2 (x)dx = Y i aj. 

Jo v_ I 


Esse resultado é conhecido como a equação de Parseval. 


Nos problemas de 10 a 12. sejam <k, .... 4>, r ... as autofunções 

normalizadas do problema de Sturm-Liouville í 11 L (12). 

10, Mostre que, se a A é o u-ésimo coeficiente de Fourier de uma 
função de quadrado integrável / então lim a ti = 0. 

Sugestão: Use a desigualdade de Bessel. Problema 9(bf 

11. Mostre que a série 


12 . 


13. 


0,(jr) +<£,(*) H-f 4> n (x) H - 

não pode ser uma série de autofunções para nenhuma função 
de quadrado integrável. 

Sugestão: Veja o Problema 10. 

Mostre que a série 


<P, (x) + 


fa(x) 

■Jl 




não pode ser uma série de autofunções para nenhuma função 
de quadrado integrável. 

Sugestão: Use a desigualdade de Bessel. Problema 9íb). 
Mostre que a equação de Parseval no Problema 9(e) é obtida, 
formalmente, elevando-se ao quadrado a série (10) correspondente 
a/, multiplicando pela fíinção peso r e integrando termo a termo. 
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Respostas dos Problemas 


CAPÍTULO 1 Seção 1.1 

1. y —> 3/2 quando / —> *. 2. y se afasta de 3/2 quando t —» 

3. y se afasta de -3/2 quando t —* 4. y —> —1/2 quando t —* 

5. y se afasta de -1/2 quando / —» x. 6. y se afasta de -2 quando t —► *. 

7. y' = 3 — y 8. y' = 2 — 3y 

9. y' = y — 2 10. y' = 3y — 1 

11. y = 0 e y = 4 são soluções de equilíbrio: y —* 4 se o valor inicial é positivo: y se afasta de zero se o valor inicial é negativo. 

12. y = 0 e y = 5 são soluções de equilíbrio: y se afasta de 5 se o valor inicial é maior do que 5: y —► 0 se o valor inicial é 
menor do que 5. 

13. y = 0 é solução de equilíbrio: y —* 0 se o valor inicial é negativo: y se afasta de zero se o valor inicial é positivo. 

14. y = 0 e y = 2 são soluções de equilíbrio: y se afasta de 0 se o valor inicial é negativo: y —> 2 se o valor inicial está entre 
0 e 2: v se afasta de 2 se o valor inicial é maior do que 2. 

15. 0) 

16 (c) 

17. (g) 

18 (b) 

19. (h) 

20. (e) 

21. (a) dq/dt = 300( IO” 2 - q 10~ 6 ): q em g. / em horas 10 4 g: não 

22. dV/dr = -kV 2/3 para algum k > 0. 

23. du/dr = — 0.05 (// - 70): u em E r em minutos. 

24. (a) dq/dt = 500 — 0,4</: q em mg. t em horas (b) q —► 1250 mg 

25. (a) mv = mg - kv 2 (b) v —> y/mg/k (c) k = 2/49 

26. y é assintótico a; — 3 quando r —* 

27. y —> 0 quando t —» 

28. y —► 0 ou — x. dependendo do valor inicial de y. 

29. y—> x ou —dependendo do valor inicial de y. 

30. y —► 3c ou — * ou y oscila, dependendo do valor inicial de y. 

31. y —> — * ou é assintótico a % 2/ - 1. dependendo do valor inicial de y. 

32. y —» 0 e então deixa de existir depois de algum instante t f ^ 0. 

33. y —► x ou — 3c. dependendo do valor inicial de y. 

Seção 1.2 

1 . (a) y = 5 + (,v 0 - 5)e~' (b) y = (5/2) + [y 0 - (5/2)]e- v 

(c) y = 5 + (y 0 - 5)«? -2 ' 

A solução de equilíbrio é y = 5 em (a) e (c). y = 5/2 em (b): a solução tende ao equilíbrio mais depressa em (b) e (c) do 
que em (a). 
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2. (a) y = 5 + (y Q - 5)e' (b) y = (5/2) + [y 0 - (5/2)]« 2 ' 

(c) y = 5 + (y„ - 5)e 2 ' 

A solução de equilíbrio é y = 5 em (a) e (c). y = 5/2 em (b); a solução se afasta do equilíbrio mais depressa em (b) e (c) 
do que em (a). 

3. (a) y = ce~ a ' + (b/a) 

(c) (i) O equilíbrio é mais baixo e é aproximado mais rapidamente, (ii) O equilíbrio é mais alto. (iii) O equilíbrio perma¬ 
nece o mesmo e é aproximado mais rapidamente. 

4. (a) v, = b/a (b) y' = ay 

5. (a) y, (f) = ce at (b) y = ce at 4- (b/a) 

6. y = c€~ at + (b/a) 

7. (a) r = 2 ln 18 = 5.78 meses íb) T = 2 ln[900/(900 - p 0 )] meses 

(c)p„ = 900(1 -e' 6 ) S 897.8 

8. (a) r = (ln 2)/30 dias -1 (b) r = (ln2)/JV dias -1 

9. (a) 7" = 51n50 = 19.56s (b)7l8.34m 

10. (a) dv/dt = 9.8. i>(0)=0 (b) T = ^300/4.9 = 7.82 s 

(c) v = 76.68 m/s 

11. (b) v = 49 tgh (r/5) m/s 

(e) a* = 245 ln cosh (r/5) m 

(f) T = 9.48 s 

12. (a) r = 0.02828 dia -1 (b) QU ) = lOOe -0 02828 ' (c) 7 S 24.5 dias 

14. 16201n(4/3)/ ln2 = 672.4 anos 

15. (a) h-7 + (u u — T) c* 1 

(b ) kr= In 2 

16. 6.69 horas 

17. (a) QU) = CV(1 — e~' /RC ) (b) Q(t) - CV = Q L 

(c) QU) = CVexp[-(f - f,)//?C] 

18. (a) e’=3(l-10- 4 e>. (2(0) = 0 

(b) Q(t) = 10*0 - em horas: depois de 1 ano. Q S 9277.77 g 

(c) Q = -3Q/10 4 . (2(0) = 9277.77 

(d) Q(t) = 9277.77e -3,/l ° , r em horas: depois de I ano. C? = 670.07 g 

(e) T = 2.60 anos 

19. (a)q' = -q/300. í(0)=5000g (b) q(t) = SOOOíT' 7300 (c) não 

(d) T = 3001n(25/6) = 7.136 h 

(e) r = 250 ln(25/6) = 256.78 gal/min 


Seção 1.3 


1 . 

Segunda ordem, linear. 

2. 

Segunda ordem, não-linear. 

3. 

Quarta ordem, linear. 

4. 

Primeira ordem, não-linear. 

5, 

Segunda ordem, não-linear. 

6. 

Terceira ordem, linear. 

15. 

r = —2 

16. 

r = ±1 

17. 

r = 2,-3 

18. 

r =0, 1,2 

19. 

r = —1, —2 

20. 

r = 1,4 

21. 

Segunda ordem, linear. 



22. 

Segunda ordem, não-linear. 



23. 

Quarta ordem, linear. 



24. 

Segunda ordem, não-linear. 




CAPÍTULO 2 Seção 2.1 

1. (c) y = ce~ 3f 4- (r/3) - (1/9) +e~ 2í ; y é assintótico a r/3 - 1/9 quando r -> oo 

2. (c) y = ce 2t 4- r 3 ^/3; y —► oc quando r —► oo 

3. (c) y = cc - ' -h 1 4- r 2 c”'/2; y -► 1 quando r -► oo 

4. (c) y = (c/r) 4- (3cos2r)/4r 4- (3sen2r)/2; y é assintótico a (3sen2/)/2 quando r —► ( 

5. (c) y = ce 2 * — 3c'; y —► oc ou—oc quando r —► oo 

6. (c) y = (c - r cosr 4-senr)/r 2 ; y -> 0 quando r oc 

7. (c) y = r 2 e“ r 4- cc _r ; y -► 0 quando r —► oc 

8. (c) y = (arctg r 4- c)/(l 4- r 2 ) 2 ; y 0 quando r -► oo 

9. (c) y = ce~ l/1 4-3/ — 6; y é assintótico a 3r — 6 quando r oc 

10. (c) y = —rc” f 4- cr; y —► oo, 0, ou —oo quando r —► oo 

11. (c) y = cc - '4-sen2r - 2cos2r; y é assintótico a sen2r - 2 cos2r quando r -*> oo 
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12. (c) y = ce~' /2 + 3r — 12/ + 24; y c assiniótico a 3/ z - 12/ + 24 quando í -*■ oo 

13. y = 3e' +2 (/ — l)* 2 * 14. y = (/ 2 — I)e -2, /2 

15. y = (3f 4 — 4 / 3 + 6/ 2 + 1)/12 / 2 16. ’v = (sen /)// 2 

17. v = (/ + 2)e h 18. y = / -2 [(jt 2 /4) - I - / cos/ +sení] 

19. y = -(l+0<? _ 7f\ 20. y = (/ — 1 + 2e~')/t, 0 

21 . (b) y = —j cos t + fsení + (a + \)e' l2 \ a 0 = — | 

(c) v oscila para a = a Q 

22 . (b)y = -3e" 3 + (fl + 3)í' /2 ; a 0 = -3 
(c) y —* -oo para a = <z 0 

23. (b) v = [2 + a (3tt + 4)e 2tf1 — 2e _:íí/: ]/{3i7 + 4); a n = — 2/(3'ir + 4) 

(c) v — 4 - 0 para a = a yi 

24. (b) y = -f (ea — l/e 

(c) y —► 0 quando f 0 para a = a 0 

25. (b) y — - cos//f 2 -f 7 T 2 a/ 4 r 2 : a Q = A/n 2 

(c) y - quando í -+ 0 para a = a Q 

26. (b) y = (e* - e + a sen 1 )/sen n a u = (e - 1 )/sen 1 
(c) y —* 1 para a = a n 

27. (r,y) = (1364312; 0,820082) ^ 28. y 0 = -1,642876 

29, (a) y = 12 + ^ cos2r -f ^scn2r - e" f/4 ; y oscila em torno de 12 quando t oc 

(b) / = 10,065778 

30, y 0 = -5/2 

31, y 0 = —16/3; y —> —oo quando / —► oc paray 0 = “ 16/3 

39. Veja o Problema 2. 

40. Veja o Problema 4. 

41. Veja o Problema 6 , 

42. Veja o Problema 12. 


Seção 2,2 


1. 

2 , 

3, 

4, 

5, 

6, 

7, 

8 , 
9, 

1L 

13, 

15. 

17. 

19. 

21 . 

22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 


3y 2 - 2x 3 = c; y # 0 

3y 2 — 2 ln 11 + x 3 1 = c; x^-\.yyí0 

y -1 + cos jt — cse y ^ 0; tambémy = 0; em toda a parte 

3v + y 2 — x 3 + x = c; y _3 /2 

2 tg2y — 2jc — sen 2x — c se cos 2y ^ 0; também y = ±(2n + 1 )jr/4 para qualquer inteiro n; 
em toda a pane 

y = sen[ln jjt| -h c] se x ^ 0 e \y\ < 1; também y = ±] 
y 2 - x 1 + 2(e T - e- 1 ) = c; y 4- e- v / 0 
3y + y 3 — x 3 = c; em toda a pane 
(a) y = 1 /(x 2 — jt — 6) 

(c) — 2 < x < 3 
(a)y = [2(1 —x)e x — l] l/z 
(c) —1,68 < x c 0,77 aproximadamente 
(a)y = -[2in{l+x z )+4] 1 ' 2 
(c) —OO < X < oc 

(a) y = —i -b \y f Ax l - 15 
(c) x > |vTI 

(a) y = 5/2 - /x 3 - e x + 13/4 
(c) -1,4445 < x < 4,6297 aproximadamente 
(a) y =t [jt — arcsen(3cos 2 x)]/3 
(c) |x — jt/2| <0,6155 
y 3 - 3y z - * - x 3 + 2 = 0, M 


10. (a)y = -y2x-2.r z +4 
(c) — I < x <2 
12. (a)r — 2/(1 — 21n0) 

(c) 0 < 0 < y/ê 
14. (a)y = [3-2>/l+JtT 

(c)|x|<iV5 




16. (a)y = -7(?+l)/2 

(c) —oo < Jt < 00 ___ 

(a) y = -1 + jt/ 65 - 
(c ) | Jt | < 2,0794 apro x i m adam en te 
(a) y = [|(arcsen x) 2 ] 1 ' 3 
(c)-l <x < 1 


18 


20 


< 1 


y — 4y — jt = — 1, 


k 3 - 1| 


< 16/373 00 — 1,28 < x < 
y = — l/(x 2 /2 + 2x — 1); x = -2 
y - -3/2 + 72x - + 13/4; x = ln2 

y = —3/2 + V s en 2x -h 1 /4; Jt = 7r/4 
y = tg (x 2 + 2x); x — — 1 

(a) y 4sey 0 > 0; 

(b) T = 3,29527 
(a) y 4 quando f 


1,60 


y - Osey 0 = 0: y ^ -oo sey 0 < 0 


oo 
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(b) T = 2,84367 

(c) 3,6622 < y 0 < 4,4042 

c ad — bc 

29* x = — y + -í— ln |ay + + k\ a ^ 0* ay + b ^ 0 

30. (e)|y + 2x[ 3 |y-2jc| = c 
31* (b) arctgfy/jr) — ln| x\ = c 

32. (b) x 1 + y 2 ~ cjt 3 = 0 

33. (b) |y — jc| = c[y + 3jt| 5 ; também >- = — 3x 

34. (b) |jv + jt| |y +4x\ 2 = c 

35. (b) 2x/(x + y) + la \x + y\ = c; também y = —x 

36. (b) x/(x + y) + in |jc| — c; também y = —jt 

37. (b)|jc|V -5y 2 \ = c 

38. (b) c|jt| 3 = |j> 2 — x 2 \ 

Seção 2,3 

1. t — lOOln 100min = 460,5min 

2. Q(t) = 120y[1 - exp(-f/60)J; 120y 

3. (2 = 50í~°’ 2 (1 - e“ n ’ 2 ) lb = 7,421b 

4. ô(r) = 200 + í - [100(200) 2 /í 200 + f) 2 ] lb. ; < 300; c = 121/125 lb/gal 
íim c — 1 lb/gal 

5. (a) Q(t) = + 25 - ^ cos/ + — sen; 

(c) nível = 25; amplitude = 25^2501/5002 = 0.24995 

6. íc) 130,41 s 

7* (a) (ln2)/r anos (b) 9,90 anos (c) 8,66% 

8* (a) h(e rt - 1 )/r íb)jfc S RS3.930 (c) 9.77% 

9. k = R$3086*64/ano; RS 1259,92 

10. (aj R$89.034,79 (b) RS 102.965,21 

11. (a) í = 135,36 meses 
(bj R$152.698,56 

12. (a) 0,00012097 ano -1 <b) G 0 ex P( =0,00012097/)* r cm anos 

(c) 13.305 anos 

13. P = 201.977.31 - 1977.3l<?“ n2M . 0 < r < t f = 6,6745 (semanas) 

14. (a) r 2= 2,9632; não 

(b) r = 10 ln 2 = 6,9315 

(c) r = 6,3805 

15. (b) y c = 0,83 

16. ; = ln -j/ln min = 6*07 min 

17. (a) u(T) = 2000/( 1 4- 0*048 1) U - 
(c) t aí 750*77 s 

18. (a) u(t) — ce h + 7, + AT,(A cos o>t -t w sen wt)f(k 2 + ar) 

(h) /? = 9* M ° F; t = 3 »51 h 

feí R = ÀTy V 'A 2 -f- ar: t = (l/w) arctg (w/k) 

19. (a) c = jfc 4- (P/r) + R 0 - k - (P/r)]e~ r,!V \ Üm c = k + (f/r) 

(b>r = (Vln2)/r; r = (Vlnl0)/r 

(c) Superior* T — 431 anos; Michigan* T = 71*4 anos; Erie* T = 6,05 anos; Ontario. 
T — 17,6 anos 

20* (a) 50*408 m (b) 5,248 s 21* (a) 45.783 m (b) 5,129 s 

22* (a) 48*562 m (b) 5*194 s 

23* (a) 176*7 pés/s (b) 1074*5 pés (c) 15 pés/s (d) 256*6 s 
24* (a) dvfdx = /xv 

(b) fi = (66/25) ln 10 milhas 1 = 6,0788 milhas E 

(c) t = 900/(1 J ln 10) s - 35.533 s 



l mu n 

m i 

( \ 

(l + —® 


t = — In 

i + — 5 

\ m 8 > 

f k 

m k \ 

^ mJ 


26. (a) v — -(mg/k) [v Q + (mg/k)]exp(-kt/m) (b) v = v 0 - gr, sim 
(c) v = 0 para / > 0 

27. (a) v L = 2a 1 $(p - p ! )/9fi (b) e ~ - p')/3E 
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28. (a) 11.58 m/s <b) 13,45 m (c) k > 0.2394 kg/s 

29. (a) v = RJ2g/(R+x) (b)50,6h 

30. (b) x — Hf cos A, y = —gt 2 /2 + ut sen A + h 

(d) —16 L 2 /(m 2 cos 2 A) + L tg A + 3 > H 

(e) 0,63 rad < A < 0,96 rad 

(f) u = 106,89 pés/s, A = 0,7954 rad 

31. (a) v = (m cos A)e~", w = —g/r + (« sen A + g/r)e~ r ‘ 

(b )x = «cos A(1 - e~ r ')/r, y — -gt/r + («senA + g/r)(l - e~ r ’)/r + h 
(d) u = 145,3 pés/s, A = 0.644 rad 

32. (d) k = 2,193 


Seção 2.4 

1. 0 <1 < 3 
3. jt/2 < t < 3rr/2 
5. -2 < t < 2 

7. 2r+ 5y > 0ou2r+5y < 0 
9. 1 - t 2 + y 2 > 0 ou 1 — f 2 + y 2 < 0 
10. Em toda a parte. 

12. t^nrc paran =0, ±1, ±2,...: 

y*~ i 

,2i-l 


2. 0 < t < 4 
4. —oo < í < — 2 
6. 1 < r < jt 
8. t 2 + y 2 < 1 
t * 0, y + 0 

n. y?ío. v# 3 

13. v = ±y Va — 4/ 2 se v 0 ^ 0: 

|í| < ly 0 i/2 

14. y = ((l/y 0 ) - t 2 ] -1 se.v 0 0: >• = 0 se;y 0 = 0; o intervalo é |f| < 1/,/yõ 

sey 0 > 0; —oo < t < oosev 0 < 0 

15. y — + 1 se y 0 ^ 0; y ~ 0 sey 0 = 0: o intervalo é 

— l/2yo < t < oo sey 0 ^ 0; —oo < f < oo se v 0 = 0 

16. y = Sn(l + r 3 ) + -[1 - exp(-3>^/2)] 1/3 < / < oo 

17. y -> 3 sey 0 >0; v — 0 sey Q = 0; y —> -oo sey 0 < 0 

18. y -oo sey 0 <0; y-^0 sev 0 >0 19, y -> 0 sey 0 <9; y -* oo sey 0 > 9 

20. y —► —oo sey 0 < y ^ -0 h Ü19; caso contrário y é assintótico a +Ji — 1 

21. {a) Não (b) Sim: faça r 0 = 1/2 na Eq. (19) no texto. 

(c) \y\ 5 (4/3) 3/z = 1.5396 

22. (a) >',{/) é uma solução para r ^ 2: y 2 (t) é uma solução para todo r. 

(b)/ não é contínua em (2. — 1).. 

26. (a)y,(f) = —j—; y 2 (í) = —]— f n(s)g(s) ds 

28. v = ±[5r/{2 + 5cf 5 )] t/2 

30. y - ±[e/(o- + «e _2íf )] 1/2 

31. v = ±|m(í) /K /i(j) d j + cj J , onde /z(f) — exp(2F senf -f 27"r) 

32. v = ™(1 — e^ 2t ) paraO < t < 1; _y = - l)e“ 2í para í > 1 

33. y = e~ 2t para 0<í < 1; y = para f > 1 


29, y^r/(/t + cre _r 0 


Seção 2.5 


1 . 

2 , 

3* 

4. 

6 . 

7. 

8 . 

9, 

10 . 
11 . 
12 , 
13, 

15. 

16. 


y = 0 é instável, 

y = — a/b é assintoticamente estável, y — 0 é instável, 
y = I é assintoticamente estável, y = 0 e y — 2 sao instáveis, 
v = 0 é instável. 5, y = 0 é assintoticamente estável, 

v — 0 é assintoticamente estável. 

(c) V = [_v 0 + (1 - y 0 )A:r]/[l + (1 - y 0 )*/] 
y = 1 é semi-estáveí, 

y = — 1 é assintoticamente estável, y — 0 é semi-estável. y = 1 é instável, 
y = — 1 e y = l são assintoticamente estáveis, y — 0 é instável, 
y = Ü é assintoticamente estável, y = iría~ é instável, 
v - 2 é assintoticamente estáv el, y = 0 é semi-estável. y = -2é instável, 
v — 0 e v — 1 são semi-estãveis. 

(a) r ='(l/r)ln4; 55.452 anos (b) T = (l/r) ln[^(l -<x)/(l - P)a]i 
175.78 anos 

(a) y — 0 é instável, y = A' é assintoticamente estável. 

(b) Convexa para 0 < y ^ K/e, côncava para K/e ^ y < K . 
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17. (a) y = K cxp{[\n(y 0 /K)]e~ rr ) (b) y( 2) = 0J153K = 57.6 x IO 6 kg 

(c) r =2,215 anos 

18. (b) (h/aj^/k/ãn; sim 19. (b) k 2 /lg(aa) 2 

(c) k/a < na 2 

20. (c) Y = Ey 2 = KE [1 - (E/r)] (d) Y m = £r/4 para £ = r/2 

21. (a)y 1<2 -JST[lTVl“(4A/rJn]/2 

22. (a) y = 06 instável, v = 1 é as sinteticamente estável. 

(b) y = v 0 /[y 0 + U - y 0 )e- ar ] 

23. (a) y = y Q e~ fit (b) x = x Q txp[-ay 0 (\ - e"^)//3] (c)x Q exp (-ay Q /p) 

24. (b)z=l/[i> + (t-v)**] {c>0,0927 

25. (au b) úf = 0: v = 0 é semi-estáveL 

a > 0 ; v = ytf 6 assin unicamente estável e y = — Ja é instável 

26. (a) a ^ 0: y = 0 é assimotieamente estável^ 

a > 0 ; y = 0 ê instável:y ~ v a e y = — x a são assinunicamente estáveis. 

27. (a) a < 0 : y — 0 é assimotieamente estável e y = a é instável. 
a — 0 : y = 0 é semi-estável, 

a > 0 :y = 0é instável ey - aê assin unicamente estável. 

pq[e a( «- pU ~ 1] 

28. (a) hm *(*) = mm (p. q); x(t ) = ■ » ■ - ■■ 

qe* q pi — p 

p 2 at 

(b) hm x(t) - p: x(i) =-—* 

par H- 1 

Seção 2,6 

1. x 1 + 3x -j- y M — 2y — c 2. Não é exata 

3. x 3 - x 2 y + 2x + 2y 3 + 3 y = c 4. x 2 y 2 + 2xy = c 

5. ax 2 + 2bxy + cy 2 = k 6, Não é exata 

7. e x seny + 2y cos x = c: também y = 0 8 + Não é exata 

9. e xy cos2x +x 2 - 3y = c 10, y Inx + 3x 2 — 2y = c 

11. Não é exata_ 12, x 2 -r y 2 = c 

13. y = [x + ^28 -3j: 2 ]/2, |jc| < 72573 

14. v = [x - (24* 3 + x 2 - 8.* - 16) ly2 ]/4, * > 0,9846 

15. b = 3: x 1 y 1 + 2x i y = c 16. b= 1; e 2l *+x 2 = c 

19. .v" + 2 ln | v| — v -3 = c; tambémy = 0 20. tf r sen v + 2y cos * = c 

21 . xy 2 - (v 2 — 2y + 2)e' = c 22. x 2 e l sen.v = c 

24. ju(r> = exp//?(f) dt. ondef = .vy 

25. pi(x) — e 3x ; (3jtv + y 3 )<? lr = c 26. fi(x) = e~ x \ y = ce x + 1 +f 

27. fi (v) = y: jcy + y cosy — sen y = c 

28. m(_v) = e 2v /y: .ve 2 ' — ln |y| = c; tambémy = 0 

29. n(y) =seny: e x seny+ _v : = c 30. ti(y) = y 2 ; x 4 + 3.ry + y 4 = 

31. MU. v) = .vy; v 3 y + 3x 2 + y 3 = c 

Seção 2.7 

1. (a) 1,2; 1,39; 1.571,1,7439 

(b) 1,1975; 1,38549 : 1.56491; 1.73658 

(c) 1,19631 ; 1,38335; 1.56200; 1.73308 

(d) 1,19516; 1,38127; 1.55918; 1.72968 

2. (a) 1,1; 1,22; 1,364; 1,5368 

(b) 1,105; 1,23205; 1,38578; 1.57179 

(c) 1,10775; 1,23873; 1,39793; 1,59144 

(d) 1,1107; 1,24591: 1,41106; 1,61277 

3. (a) 1,25; 1,54; 1,878; 2,2736 

(b) 1,26; 1,5641; 1,92156; 2.34359 

(c) 1,26551; 1.57746: 1,94586; 2.38287 

(d) 1.2714; 1.59182; 1,97212; 2,42554 

4. (a) 0,3; 0,538501; 0,724821,0,866458 

(b) 0,284813 ; 0.513339,0,693451,0,831571 

(c) 0,277920,0.501813,0,678949,0.815302 

(d) 0.271428, 0.490897:0,665142, 0,799729 
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5. Converge para v S: 0; não esrã definida para y < 0. 

6 . Converge para y ^ 0; di verge para y < 0. 

7. Converge. 

8 . Converge para h(U)l < 237 (aproximadamente); diverge nos outros casos. 

9. Diverge, 

10. Diverge. 

11. (a) 230800; 2,49006, 2,60023; 2.66773; 2,70939; 2.73521 

(b) 2,30167, 2,48263, 2,59352; 2,66227; 2,70519; 2,73209 

(c) 2,29864; 2,47903, 2,59024, 2,65958* 2,70310, 2.73053 

(d) 2,29686, 2,47691, 2,58830; 2,65798, 2,70185, 2,72959 

12. (a) 1,70308, 3,06605,2,44030; 1,77204; 1,37348; 1,11925 

(b) 1,79548; 3,06051; 2,43292; 1,77807; 137795, U219J 

(c) 1.84579; 3,05769; 2,42905; 1,78074, 1,38017; 1,12328 

(d) 1,87734, 3,05607; 2,42672; 1,78224; 1,38150; U2411 

13. (a) “1,48849; -0,412339; 1.04687; 1,43176* 1.54438» 1,51971 

(b) -1,46909, -0,287883; 1,05351; 1,42003; 1.53000; 1.50549 

(c) -1,45865; -0,217545; 1.05715* 1.41486* 1,52334* 1.49879 

(d) -1,45212* -0,173376* 1,05941* 1,41197; 1,51949* 1,49490 

14. (a) 0,950517; 0.687550, 0,369188; 0.145990, 0.0421429* 0,00872877 

(b) 0,938298; 0,672145* 0,362640* 0,147659* 0,0454100, 0,0104931 

(c) 0,932253* 0,664778* 0,359567* 0,148416, 0.0469514* 0,0113722 

(d) 0,928649* 0,660463* 0,357783* Q.E48848» 0,0478492, 0.0118978 

15. (a)-0,166134*-0,410872* -0,804660*4,15867 
<b) -0,174652; -0.434238, -0.889140* -3,09810 

16. Uma estimativa razoável para y em; = 0,8 é entre 5,5 e 6. Não é possível obter uma estimativa confiável em í = 1 dos 
dados especificados. 

17. Uma estimativa razoável para y em / = 2,5 é entre 18 e 19, Não c possível obter uma estimativa confiável em t = 3 dos 
dados especificados. 

18. (b) 2,37 < < 2,38 19. (b) 0,67 < a 0 < 0,68 


Seção 2.8 

1. dw/ds = (s+ I) 3 + (u>+2) 2 , u>(0) = 0 

2. dw/ds = 1 — (ui + 3) 3 , it?(0)=0 

3. (a) <t> U) = ~~ (c) lim <p (f) * e 2 ’ - I 

k - "- x 

4. (a)0 (f) = Y\ ——— (c) lim 0 (f) se - '-] 

" j—' foi lf-*3C " 

n 

5. = Y, (-1 + l)!2*-’ 

k=\ 

(c) lim <p n (t) = 4e~ r * 2 + 2f — 4 




6. (a)0,,(/)=/- 


(n + l)í 

(c) lim <p"(t) = t 


7. (a)0 n (í) = X 




^ 1 3 5^(2k - 1) 


8. <»>*.(/>«-£ 


,3*-l 


Á = l 


2-5-8—(3Jfe — 1) 
t 3 t 7 


r J C t f t l t 1 21 11 r 15 

(a)0 t u)-— , 0 : UJ- y + “. - -j + ~ + 3 7 9 + ( 7,9)2 4 i5 


p 

s 

je- 

II 

0 2 (f) = t ~ 

11. (a) *,(/)«/. 

<P 2 (t) = t - 

r 

r 3 / 4 

- 2i 

+ 3! + 4! " 


3 1 


10 


M 


' + 


í f 4 3í' 

4 ’ 4 + 4-7 16 10^ 64-13 

f 2 í 4 „ 7\ 

2! + 4! _ 6! +0í ' >’ 

7/ 5 14r 6 - 


r t* 7f 5 3U 6 „ - 

W = , - ^ + 37-3^ + 7^ + 0(, ’ 
/ 3 ’ 

12. (a) 0,(f) = ~t -r - 
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<M0 = 




f ,(0 = 


4AD = 


l 3 ,4 ,5 ( t 

6 + 4 “ 5 "24 + 0(r) ' 
f 4 3r 5 4f 6 , 

l2-ã + « +0<,) - 

t* 7 1 1 , 

8 " 6Õ + l5 +0(,) 


Seção 2.9 

!• >’„ = (—1)”(0.9)">' 0 ; 

2 - >„ = V(«+i); y, 


, —> 0 quando n 
0 quando n c 


3. y fí = v 0% /( 7 í + 2)0? + l)/2: y n —> oc quando n —* dg 

A J Vn* sen = 4£ouri = 4k — 1; „ + ... , 

4. v, = { ' 0 ,, .. . v M nao tem limite quando n 

■ n |-y 0 , sen = 4k -2oun =4k - 3; -* n 

5. > n = (0,5)* (y 0 — 12) 4- 12; y n -+ \2 quando n -*■ oo 

6. v rt = (“l)"{Ò,5)''(v 0 — 4) + 4: y n -► 4 quando n —► oo 

7. 7,25% r 8. R$2283,63 9. R$258,14 

10, (a)R$804,62 (b)RS877.57 (cl R$1028.61 

!I. 30anos:R$804.62/mês; R5289.663.20 total 20anos:R$899,73/rnês; 
R$215.935,20 total 

12. RS 103.624,62 13. 9,73% 

16. (b) u n -*■ —oo quando n —► cc 

19. (a.) 4.7263 (b) 1,223% (c) 3,5643 (e) 3,5699 


Problemas Variados 


18. y = cx^ 2 - x 
20. e*+ff" v = c 
22. y 3 +3y-x 3 +3x =2 

0 24. sen 2 x seny as c 

26. x 2 + 2.r 2 .v - y 2 = c 
28. 2xy + xy 3 — x 3 = c 


1. y = (c/x 4 ) + (jt/ 5) 2. arctg(y/x 

3. .v 2 + xy - 3y — y 3 = 0 4. x = ce y 4 

5. x 2 y + xy 2 + x =,c 6. y = x -l (l 

7. (x 2 + y 2 + 1 )e~ r = c 8. y = (4 + < 

9. x 2 y + x + y 2 = c 10. (y 2 /x 3 ) + 

11 . x 3 /3 + xy + e y = c 12. y = ce 

13. 2(y/x) l/2 — ln|x| = c\ (ambémy = 0 14. x 2 + 2xy 

15. y — c/cosh 2 (x/2) 

16. (2/-J3) arctg[(2y - x)/V3x] - ln |x| = c 

17. y = cr 34 - e 2t 18. v = cx~* 

19. 3y - 2xv 3 - 10x = 0 20. e x + e~ y = 

21. e~ y,x + ln|x| = c 22. y 3 +3y- 

I fe 24 , 

23. - = —x / —=- dx + cx\ tambémy = 0 24. sen' x sen 

y J x 1 

25. x l fy 4- arcigty/*) » c 26. x 2 + 2* 2 y 

27. sen* cos 2v — ^sen 2 x = c 28, 2xy + xy 2 

29. arcsen(v/jç)-ln|*| = c: também y — x c v ^ —x 

30. xy 2 — ln |y[ = 0 

31. * + ln |*| + *~ l H- v — 21 n | v| — c\ também v = 0 

32. xV + *y 2 = -4 

34, (a)y = f + (c - r) _l 

(b) y — t~ l + 2t (i c — f : ) _l 

(c) v “ sen t + (c cos t - i sen ;) _l 

35, (a) v* = [*(í) + b]v = b 

(b) v = [b j u (r) dt +c]/^(f), yJj) = exp [- (aí 1 ! 2) - bt] 

36. y = c/ -1 + c 2 + ln t 

37, y = c, ln í + c n + r 

38. y = (l/k) ln l (k - t)/(k + f) I + r : se c, = F> 0; 
y = (2/&) arctg (í/k) + c : se c, = -tr < 0; 

y — —2 r 1 + se c, = 0; também y = c 

39. y = ± f (r - c,) v'7T^ + c 2 ; 
também y = c 

^u(v) = V -3 é um fator integrante 


arctg (y/x) - ln v V + y 2 
* = ce y + ye y 


6. y — * _l (l — e ] ~ J ) 

8. y — í4 + cos 2 — cos *)/* 2 

10 , (y 2 /* 3 ) + (>7* 2 ) = c 

12. y = ce-*+e’*l n(l+e r ) 


r = 34 
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40. y = c { e~‘ + c 2 — te~ f 

41. cjy = c,r — ln I I + Cjí l 4- c 2 se c, # 0; 
v = ^í 1 + c 2 se C\ — 0; também y— c 

42. y- — Cjf 4" c* 

43. y — C[ sen (t + c 3 ) — /q sen í -h cos t 

44. J y ? — 2c[V -f c 2 = 2/; também y = c 

45. t + r : = ±| (y - 2c,) (y 4- c,) m 

46. y ln I y I — y + c } y + r = c 2 : também y = c 

47. c! = [t 4- c,) 2 + c, 

48. v =Kr + If 2 - 1 

49. y = 2(1 - t)~ 2 

50. y = 3 ín t — | ln (f 2 4- 1) - 5 arctg t 4- 2 4- |ln 2 4 |tt 

51. y = èí 3 +1 

CAPÍTULO 3 Seção 3.1 

t. y ss c l e t 4- c?e~* r 2. y = c,^'+ c 2 e” 2 ' 

3. y = c £ e' /2 + e 2 e - ^ 3 4. y = 

5. y ” Cj + c 2 é? - ^ 6. y = c,r v/2 4- c 2 c _3l/2 

7. y = Cj exp[(9 + 3 V5)r/2] + c 2 exp[(9 - 3^5)r/2] 

8. y = Cj exp[(l + V3)f] + r 2 exp[f 1 - \/3)/] 

9. y = ; y —► oc quando f —► oo 

10. y = y 0 quando / —> oc 

11. y= \2e tP -8e* /2 : y -> —oc quando f -> oc 

12. y = — 1 - y —► -1 quando í —► oo 

13. y = ^(13-f 5VT5>exp[(—5 + /l3)f/2] + ^(13 - 5>/Í3)exp[(-5 - a/Í3)í/ 2J; 
y —► 0 quando r —► oo 

14. y = (2 /a/ 33) exp[(—1 + >/33)//4] - (2/V33)exp[(-l - v / 33)í/4]; 
y — > oo quando / oc 

15. y = ^e~ 9u ~ u 4- v -* oo quando r -► oc 

16. y = : H- v -> -oc quando t —* oc- 

17. /-b/-6y = 0 18. 2y"H-5y'-h2v = 0 

19, v = + e~ ! \ mínimo é y = 1 em t — ln 2 

20, v — — e 1 +- 3e l;1 : máximo é v = ~ em t — ln(9/4), y = 0 em t = ln 9 

21, a = -2 22. £ = -l 

23. y —> 0 para a < 0: y toma-se ilimitado para a > L 

24. y —> 0 para a < 1: náo existe a tal que todas as soluções nao-nulas se tomam ilimitadas. 

25. (a) y = i(l + ip)e~ 2t + j(4- 2p)e ,/2 

(b) y = 0,71548 quando r = | ln6 = 0,71670 (e) >3 = 2 

26. (a) y = (6 + ^)e _2í - (4 + p)e~ 3 ' 

(b) í m = ln[(12 + 3/3)/(12 + 20)3. y m = ^(6 + 0) 3 /(4 + 0) : 

(c) 0 = 6(1 + V3) S 16,3923 (d) t„ -> ln(3/2). > m -> oo 

27. (a) v = d/c 

(b) cíY" + bY’ + cY=0 

28. (a) /?>0e0<c< b 2 l4a 

(b) c < 0 

(c) í?<0e0<c< Z? : /4^ 


Seção 3.2 



1. -\e ! > 2 

2, 

1 

3. 

4. 

2 t 

X € 

5. — e 2 * 

6. 

0 

7. 0 < i < oo 

8. 

— DC < t < 1 

9. 0<i<4 

10. 

0 < t < OO 

11. 0 < x < 3 

12. 

2 < x < 3 ti/2 

14. A equação é não-linear. 

15. 

A equação é não- homogênea. 

16. Não 

17. 

3/c 2í + 

18. te' + ct 

19, 

5W(/ (JÍ ) 




3S8 Reípostftí doí ProbJemoí 


20* 

-4{í cosí — senf) 




21. 

>',(f) = le -21 + \e', y 2 (t ) = -|<T 2 ' 

+ 



22. 

>,(/) = -ic- 3(r - 

+ y 2 (r) 

= —\e 

-3(f-n 


23, 

Sim 


24. 

Sim 


25. 

Sim 


26. 

Sim 


27, 

(b) Sim. 






(c) Lvi (f). ysfí)] e 1 

y t (í), y 4 (f)] são conjuntos fundamentais de soluçoes; [y 2 (f), y 3 (í)] e [v 4 (r) 


v 5 (f)] não são* 





29. 

Sim, y = c x e~^* 

/2 7 J 

t j /i 



30* 

Não 

Jj o 




31. 

Sim, y — —|— 
ti{x) 

i 

tT 1 

4- 

w 

I 

1 

^1 "" 

v_^ 

ü" 

_J 

7/1 cosx\ , 

• »*w=«p[-y 


32* 

Sim, y = c ] x~ i 

+ C 2 JC 

34. 

jcV 

+ 3*// + (l+;t 2 -u 2 )Aí = 

= 0 

35. 

(1 - x 2 )fi ft - 2x/ + ct(cí + 1)m = 0 

36. 

m"- 

TX 

II 

o 

38. 

As equações de Legendre e de Airy são auto-adjuntas. 


Seção 3.3 






L 

3. 

5. 

7* 

8 . 

9. 

II. 

13, 

16. 

18, 

2L 

26. 


Independente. 2* Dependente. 

Independente, 4. Dependente. 

Dependente. 6. Independente* 

Independente se a origem está no interior do intervalo; dependente, caso contrário. 
Independente se a origem está no interior do intervalo: dependente, caso contrário. 


Independente: W náo é sempre nulo. 
WÍC,?,,^) = c,tf 2 WO»,,y 2 ) ^ 0 
a,è, - a 2 b, ? 0 
c cosr 
c/(l -x 1 ) 

3jê = 4.946 

Se r ü é um ponto de inflexão e y 


10. Independente: W não é sempre nulo. 
12* W(y v y 4 )=~2W(y v y 2 ) 

15* cfV 
17. c/x 
20. 2/25 

22. p(t) = 0 para todo t 


é uma solução, então, da equação diferencial* temos + q(t Q )<Ht „) 


Seção 3,4 


1. 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

9. 

11 . 

13* 

15, 

17* 

18* 

19* 

20 * 

21 * 

22 * 

23, 

24* 

25. 

26. 

35. 


e cos 2 4- ie sen2 £ — 1,1312 + 2,4717/ 
e 2 cos 3 -ie 1 sen 3 = -73151 - 1,0427/ 

-1 

*rcos(jr/2) — /£ 2 sen(;r/2) = -e 2 i = -7*3891/ 

2 CQs(In 2) — 2/ sen (In 2) ^ 1,5385 - 1,2779/ 

7 T~ l cos{21u7t) + íjr -1 sen(2 In jt) = -0,20957 + 0,23959/ 


y = c, é cos t 4- c 2 e f sen / 

*2i 


v = c.e* 


+ c 2 e~ 


y = c, e 3t cos 2 1 + c 2 e sen lí 
y = c^ _í cos(f/2) + c 2 e^'sen(r/2) 
y = c È é>“° 2 cosf + c 2 e“ f/2 sení 


8. 

10 . 

12 * 

14. 

16. 


y = \ sen 2/; 


y = c j e* cos y/l t 4- c 2 e? sen V5 í 
y — c t e~ r cos / 4- c 2 e _r sen í 
y = c 1 cos(3f/2) 4- c 2 sen(3f/2) 
y = c l e í ^+c 2 e- 4t V 
y = cos(3;/2) + CTe~ 2í sen{3r/2) 


oscilação regular 
r senf; 


~ 2r cos t + le 2t sen t ; oscilação decaindo 


y = —é " nfl sen 2 í ; oscilação crescente 
y — ( 14- 2 a/ 3) cosí - {2 

5 
2 


y — 3e ^ 2 Pfift t 4- *& 


a/ 5) sen f; oscilação regular 


cos í + ^ l/í sen t ; oscilação decaindo 


y = síle (f cos f + a/2 


^ ^senr; oscilação decaindo 


(2/V23)^ /6 sen{ v / 23//6) 


ff— tt/4) 

(a) u = 2^ /6 cos(V53f/6} 

(b) f = 10*7598 

(a) u = 2^" í/5 cos{y34//5)4-(7/v / M)^ ,/5 sen(V34//5) 

(b) 7 = 14,5115 

(a) v = le cos V3 r + [(a 4- 2)/V5] sen (b) a 

(c) r = \n - arctg [2^5/(2 + a)])/y/5 (d) tt/%/5 

(a) y = e~ at cos t + ae~ at sen / (b) T = 1 *8763 

(c) a * | t 7 = 7*4284; a = |, 7 = 4,3003; cr ^ 2, T 

Sim* y = Cj cos.r + c^sen.í* x = fe ~ r ' 2 dt 


1,50878 


1*5116 
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36. Não 

37. Sim, y = cos(-s/3 f 2 /4) 4 c 2 e^ T ^sen(-s/3 f 2 /4) 

39. v — c í cos(lnr) 4 c 2 sen(lnr) 40, v = c Y t~ ] 4c 2 í -2 

41. y ~ c^f -1 cos(^ ln r) 4 c 2 / _l sen(| ln f) 42. y = qí 6 -f- c 2 l~ l 


Seçao 3.5 


L 

3. 

5. 

7. 

9. 

11. 

12 . 

13. 

14. 

15. 


16. 

17, 


V — c.e 1 + c 2 te‘ 
v = 4- c 2 e 3 ' /2 

= cje f cos 3f 4 c 2 é/ sen3f 


y = c.e t/ò + c 2 te r/3 


y = c,e 

y = ^ 

y = 2e*' 3 
y = 2l^ 3/ , 


í/4 

21/5 


4c 2 e 


4 e 2 fe 


te 


,2í/5 

,2í/3 


y —* —oo quando t 
oo quando t oo 


2 . 

4. 

6 . 

8 . 

10. v = e~ t/2 cos(í/2) 4 c 2 ^ r/2 sen{í/2) 
oo 


y = Cjí 3íy2 4 c 2 re" 
v = c { e 3t 4 c 2 re 3 ' 

= c ,*-^ 4 


4We 


3l/2 


-3r/4 


y = “£ f/3 cos 3r 4 |í 1/3 sen 3r, y 0 quando f oo 
y = + 5fe _2ír+1) , y -* 0 quando / oo 


(a) y = e 21/2 - ^te~ 


(cjí 0 = 16/15, y Q 
(d) y = e~ 3T/1 4 (b 4 §) te 
y = 2e t/2 4 (b- \)re^ 2 ; 
(a) y = e ~ í/2 4 he~ tfl 


■ 3r/2 (b)f = | 

= -|<r 8/5 = -033649 


(c) y = e“' /2 4 (è 4 


- 3 ^ 2 ; * = 

b= 1 

(b)í 0 = f 




= Se -4 ^ 5 = 2,24664 


(d) t M = 4&/0 4 2b) —► 2 quando & oo; y M — (l42£)exp[—2ò/(l42£)] 
—^oo quando b —* oo 


18. 

(a)y: 

= ae -*n + ( 2 fl _ 1)íe -^/3 


3 

2 

23. 

y 2 (0 i 

= r 3 

24. 

y,(/) = r 2 

25. 

y 2 (0 < 

= í -1 lnt 

26. 

y 2 (r) = fe' 

27. 

>’,(■*) 

= cos x~ 

28. 

y 2 (jr)=.í 

29. 

y 2 (x) 

(N 1 

“h 

11 

30. 

_y,{_r) = a- 1,2 cos x 

32. 

y=c 

l e ' ÍJ " /2 i e2 dS + C 2^ 

lx 2 /2 


33. 

y 2 ( 0 ■ 

= y,(/) f yr 2 ( J ) ex P [- j( 

' j 

p(r)dr ds 

r n 

34. 

y 2 U) 

— í” 1 Inr 

35, 

y 2 (f) = cosr 

36. 


— JC 

37, 

y 2 (x) = .r _1 ' 2 cos.v 

39. 

(b) >- 0 + (a/b)y' B 

41. 

y — c i r 4 c 2 / 2 ln t 

42. 

v = c 

,r- l/2 + c í r l/z ln/ 




Seção 3.6 


1. y = c : e 3t 4c 2 e r — e 2 * 

2. y = c 1 £cos 2f 4 c^e"* sen 2f 4 yj sen 2i — -j| cos 2/ 

3. y = c x e 3f 4 c 2 e~ r 4 4 ff 2 * 1 1 

4. y = Cj 4 c 2 ^ 2r 4 f í — ^sen2r — 4 cos 2r 

5. y = Cj cos 3 1 4 c 2 $en3r 4 ^(9f 2 - 6r 4 l)e 3í 4 § 

6. y = Cje _í 4 c 2 fe _f 4 f 2 ^ _í 

7. y = _í 4 c 2 e~ t/2 4 f 2 — 6í 4 14 - ^ sen t - ^ cos f 

8. v — c ! cos í 4 c 2 senr — cos 2f — | sen 2r 

9. u — Cj cos cü 0 f 4 c 2 seneu 0 f 4 (éUq — cu 2 )' 1 coso>r 

10. u = c 1 cos aí fl r 4 c 2 sen w 0 r 4(1 /2w 0 )t senaJ 0 / 

11. y — c { e~ l 2 cos(vT 5 r/2) 4 c 2 £ _f/2 sen(\/l5 f/2) 4 

12. y = c x e~ T 4 c 2 e 21 4 ^re 2r 4 |e _2í 13, y — e 1 - \e~ 2 ‘ - t - j 

14. y — “ sen2r - H cos 2r 4 ^r 2 - | 4 |e f 15. y = 4r^ — 3^ f 4 g*V 4 4 

16. y = e 2í 4 |€ _r — ^e 21 — te 21 17. y = 2 coslr — | sen2r — |r cos 2r 

18. y = e _í cos2/ 4 \e -Í sen2í 4 sen2f 

19. (a) y(f) ~ r(A 0 í 4 4 A ( r 4 A^t~ 4 A^í 4 A^) 4 í(5^r 2 4 B x t -r B^)e 
4 Dsen3r 4 Ecos3/ 

(b) A 0 - 2/15, A { = -2/9, A, = 8/27. A 3 = -8/27, A 4 = 16/81, B Q = -1/9, 
B l = -1/9. B 2 = -2/27, D = —1/18, £ = -1/18 
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20. (a) Y(t) = A 0 t 4 A, 4 B^jsent 4 r(D Q t 4 D J ) cosr 

(b) A 0 = 1, 4i =0, fl rj = 0, = 1/4, D q = -1/4, Dj = 0 

21. (a) K(f ) = tf'(A cos 2/ + £sen2f) + (D 0 f + D,)e 2r senr + ( E q í 4 F, )e h cosr 

(b) A = -1/20. B = -3/20, D 0 = -3/2, D { = -5, E ú = 3/2, £, = 1/2 

22. (a) F(f) = Ae~ r + t(B 0 r 4- 4 B^)e~ r cosf 4 í(D Q r 4 D { r 4- DO£ _r senr 

(b) A = 3, S 0 = —2/3, = 0. B 2 = 1, D 0 = 0, D, = 1, D 2 = f 

23. (a) Y{t ) = A^F 4 A|r 4 A, 4 j4(Z?q/ + Zí^+ (D^t + D])sen2 1 -I- (E^t E 3 ) cos 2\ 

(b) A 0 = 1/2, A, - 1, A 2 = 3/4, B q = 2/3, B i =0, D Q = 0, D { = -1/16, 

E 0 = 1/8, F, - 1/16 

24. (a) X(í) = f (A 0 r + A,r + A,)sen2í 4 r(B 0 f 2 + B^r 4 B 2 ) cos2í 

(b) A 0 = 0, A, = 13/16, A 2 = 7/4, B q = - 1/12, ^=0, B 2 = 13/32 

25. (a) ¥(t) = (A 0 í 2 + A x r 4- A 2 )*/sen 2/ + (5 0 f 2 + 5 1 í + Z? 2 )e' cos2f 

+ e _í {£>cosr 4 Fsenr) 4 Fe 1 

(b) A 0 = 1/52, A| = 10/169, A, = -1233/35152, £ 0 = -5/52, = 73/676, 

B 2 = -4105/35152, D = -3/2, £ = 3/2, F = 2/3 

26. (a) Y(t) = r(A 0 f 4 A { )e~ x cos2í 4 t{B v t 4 S ] )£ _í sen2/ 

4 (D Q t 4 D ( )e~ 2t cos / 4 {F 0 í 4 E { )e~ 2í ^u r 

(b) A 0 = 0, Aj = 3/16, £ 0 = 3/8, B % =0, D 0 = -2/5, = -7/25, F 0 = 1/5. 

£j = 1/25 

27. íb) w = — §4 c E e íf 

ÍV 

28. v = c t cos Aí 4c 2 senAr 4 j] [a m /(2, 2 - m 2 7r 2 )]senmjrf 

JTt=l 

09 v = í f ’ 0 - f “ 71 

I — (1 4 Jr/2) senr — (jt/2) cos í 4 (?r/2)e . t > tt 

^ | — ^*r r sen2í - ^ _í cos2/. 0 < r < tt/2 

|-^(1 4 e n / 2 ) e - ' cos2 / — -^(1 4 ér 7r/2 )e“'sen2/, r > tt /2 

3L Não 34, y = c t e 4f 4 c 2 e^ - \e 2t 

Seção 3.7 


1 . 

3. 

5. 

6 . 

7. 

8 , 
9. 

10. 

11. 

12 , 

13. 

15. 

17, 

19. 

23, 

24. 

25, 

26. 

30. 

32. 


Y(t) = é 2. Y(ff=-lte‘* 

yfr) = |fV* 4. F(0 = 2fV /2 

v = c t cos f 4 c 2 senr — (cos t) ln(tg f 4 sí) 

y — cos 3/ 4 c 1 sen3r 4 (sen3f) In(tg3/ 4 sec30 - 1 

>’ “ 4 c 2 te~ 2í — e~ 2t ln / 

v — c { cos 2 1 4 c 7 sen2r 4 |(sen2í) lnsen2r — |r cos2/ 

v = c, cos(f/2) 4 c 2 sen(r/2) 4 /sen(f/2) 4 2[lncos(f/2)]cos(r/2) 

y ~ c } e* 4 c 2 í^ — \e* In(l 4 / 2 ) 4 té arctgr 

y = c x e 2t 4 c 7 e 3í 4 J [€ 3ÍÍ_Í> — e 2U ~ s) ] g(s) ds 

y — Cj cos 2r 4 sen2/ 4 \ J [sen2(r — s)] g(j) ds 

Y(t) = j 4 f 2 Iní 14. y(f) = -2/ 2 

Y(i) = ^(/ - \)e 2t 16, Y(t) 


Y(x) = £jr 2 (ln*) 3 18. y{jc) = -|x 1/2 cosx 

r xe r ^ te * r 

Y (x) = / _ 2 r g(f> í/f 20. K(x) - x~ l / 2 j r 3/3 sen(x - /)*<*) 

»/\l O ^ 

(b) y = y 0 cos r 4 jjósen/ 4 / sen(r — s)g(s) ds 

Jt Q 

y = (b - a)~ l [* [e Hr ~ s) - g{s) ds 

Jt Q 

y = ^ _l T e AÍÍ ~ s *S£nti(t — s)g(s) ds 
J 'o 

> ? ” T (f — 

y — c | / ^ 4 c 2 t 3 4 7 ^ 7 / 
y = c x é 4 c 2 t — ^(2/ — l)c“ r 


29. ) = Cjf 4 c 2 í 2 4 4r 2 ln f 

31, y = c^l 4 t) 4 c 2 / 4 \(t - l)^ 2í 
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Seção 3.3 

1. u = 5 cos(2r - «), &= arclg (4/3) = 0,9273 

2. u = 2cos(f — 2 jt/3) 

3. u =*2>/5cos(3f-5). S = -arclg (1/2) 3= -0,4636 

4. k = VT3cos{jrf-á), & =?r +arctg (3/2) S 4,1244 

5. u = i cos 8r ft, t ems; a> = 8 rad/s. T=n/4s, ft=l/4ft 

6. u = Tj senl4r cm, / ems; t=7ij 14s 

7. H = {l/4-v/2)sen(8-\/2f) — p; cos(8v^í) ft. fems; u> = 8-/2 rad/s, 

T = it/ 4,/2s, ft = Ví 1/288 = 0,1954 ft, S = n - arclg(3/^2) = 2,0113 

8. Q = 10 -6 cos 2000/ coulombs. / em s 

9. k = e _l0, [2cos(4\/6/) + (5/\/6)sen(4V6/)] cm. / ems; 

H= 4V§ rad/s, T d = n r/2,/6s. r d /r = 7/2 Vê = 1,4289, r = 0.4045 s 

Í0. u = (l/8V3l)e- 2 'sen(2v / 3l/lft. fems; f = jr/2V3ls, r =£ 1,5927 s 

11. u= 0.057198e _01Sr cos(3.87008 1 - 0.50709) m, / em s; /x = 3.87008 rad/s, 

M/w 0 = 3,87008/v/Í5 S 0.99925 

12. Q = 10 -6 (2e -500 ' - e -1000 ') coulombs; f em s 

13. y = V2Õ79= 1.4907 

16. r = Va^+ 5 2 , rcos0 = B. rsení? = —A: R = r; á = 0 + (4n + \)7t/2, 

« =0,1,2,... 

17. y — 8 lb-s/ft 18. ft = 10 3 ohms 

20. v 0 < —yujlm 22. Inj-fiX 

23. y = 5 lb-s/ft 24. fc = 6, u = ±2vê 

25. (a) r = 41,715 (d) y 0 S 1,73. min r = 4,87 

(e) r = (2/y) ln{400/^4 - y 2 ) 

26. (a) «(f) = e ~ Y ' l2m ^u Q \/4km ~ y 2 cos/i/ + (2mu 0 + y« 0 )sen/í/j f-jAkm - y 2 
(b) ft 2 = 4m(ku\ + y« 0 t» 0 + mv^)/(4ftm - y 1 ) 

27. p!u" + p 0 gu = 0. T = InJpTJptf’ 

28. (a) u = V2 sen s/2 / (c) sentido horário 

29. (a) u = (16/v^Í7)e _,/! sen(VÍ27 f/8) (c) sentido horário 

30. (b) u = ei cosf^/A/m O 4 b+Jmjk$£j\{^k/m f) 

32, (b) li- senr, A = 1, 7 - 2* (c) A = 0,98, T = 6,07 

(d) f = 0,2, A = Ü t 96, T = 5,90; * = 0 X A = 0,94, T = 5,74 

(f) € = -0,l t A = 1,03, 7 = 6,55; € = -0,2, A = 1,06, T = 6,90; 

é = —0,3, A = l t il f T = 7.41 

Seção 3,9 

L —2sen8ísení 2, 2sen(f/2) cos(Í3r/2) 

3. 2cos(3jrf/2)cos(jrí/2) 4. 2sen(7f/2) cos(f/2) 

5, u" + 256w = 16cos3f, u(0) = w'(0) = Ü, u em pés* f em s 

6, u” 4 I0í/ 4 98u = 2sen{f/2). w(0) = 0, w'(0) = 0,03, u em m, t em s 

7, (a) u — ~ cos lór 4 ~ cos3r (c) cu = 16 rad/s 

8 * = T 5 Òül me " 5r cos0/73 f) 4 tf" 5r sen(V73 r) - 160cos{f/2) 4 3128sen(f/2) 

(b) Os dois primeiros termos são transientes, (d) co = 4 V3 rad/s 
9. íi = ^(cos7f - cos8f) = ^jsen(f/2)sen(15r/2) ft T rems 

10, u = (cosSí 4sen8r — 8f eos8f)/4ft, r em s; 1/8, tt/8. tt/4, 3jt/8 s 

11, (a) ^(30cos2f 4sen 2t ) ft, f em s (b) m = 4 slugs (=58,36 kg) 

12, u — (^/l/ôJçQsQt — 3tt/ 4) m, fems 

F 0 (f — senf), 0<f<^ 

15, u ~ F 0 [(2;r -/) — 3senf], n < t < 2jr 

-4F 0 senf, 2 n < t < oo 

16, Q{t) = iQ- 6 ^- 4000 ' _4^- ]000í 4 3) coulombs, fems, 2(0,001) = 1,5468 x 1Q^ 6 ; 

(2(0,01) = 2,9998 x IO" 6 ; Q(t) -+ 3 x 10" 6 quando f ^ oo 

17, (a) u = [32(2 - cu 2 ) coscuf 4 8cusencuf]/(64 - 63cu 2 4 16 íu 4 ) 

(b) A = 8/V64 - 63 cu 2 4 16o> 4 (d) o> = 3VÍ4/8 = 1,4031, 

A = 64/4727 = 5,6791 



392 Respostas dos Problemas 


18. (a) u = 3(cos t - cos cot)/(co 2 - 1) 

19. (a) u = l(a> 2 +2) cos t — 3 cos cot]/ (co 2 — 1) 4-sení 


CAPÍTULO 4 Seção 4.1 


1. 

3. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 
11 . 
14. 
17. 
19. 


21 . 

23. 

27. 


— OO < í < OO 2. f>0ouí<0 

í > 1, ouO < f < 1, ouí < 0 4. r > 0 

..., —3n/2 < x < — 7T/2, — tt/2 < x < 1, 1 < x < n/2, n/2 < x < 3,t/2 _ 

-oo < jt < -2, — 2 < x < 2, 2 <jc<oc 

Lineaimente independentes. 

Linearmente dependentes: /(O + 3/40 — 2/(í) = 0. 

Linearmente dependentes; 2/(0 4- 13/(0 — 3/(0 — 7/(í) = 0. 

Lineaimente independentes. 

1 12. 1 13. -6e“ 2 ' 

éT* 15. 6x 16. 6/x 

sen 2 / = -^(5) - \ cos2í 

(a) a Q [n(n - l)(n - 2) • • • 1 ] +a,[n(n — 1) — 2]r -h — H- a n t n 

(b) 

(c) c', c"\ e 2 \ c“ 2 '; sim, W(c', c - \ c 2 *. c -2/ ) ^ 0, -oc < t < oo 


W = ce _2/ 

W = c/í 2 

y = Cjc' +c 2 / 4* c 3 íc' 


22. W = c 
24. IV = c/í 

28. y = Cjí 2 -h c 2 f 3 4* c 3 (í 4- 1) 


Seção 4.2 


1. 

^2^ [0r/4)+2mjr] 

2. 

2£/((2*/3)+2m.T] 

3. 

^/(jr+2mjr) 

4. 

^i{<3,T/2)-»-2m.Tl 

5. 

2 £ , l 01 :r/ 6 )+ 2 m?r) 

6. 

^£<((S*/4)+2iv»r] 

7. 

i. {(— i + /Vã), k-i - /Vã) 

8. 

2 l/4 e -jn78 f 2 I/4 c 7t,/8 

9. 

í. /. -í. -/ 

10. 

(Vã+o/Vã. -(v/ã + o/v/2 

11. 

y = c,c' +c 2 /e' + c 3 e"' 

12. 

> = r/ + c,/<?' +c 3 /V 

13. 

>• = c,e' + c,* 2 * + c 3 e - ' 

14. 

y = c, + c 2 t 4- Cje 2 * + ^/e 21 


15. y = c, cosí 4- c 2 sení 4- c v3f/2 (c 3 cos ^í 4-c 4 sen^í) 4- e~^ t/2 (c 5 cos ^í 4-c 6 sen+í) 

16. y = c,c' 4- c 2 e~ / 4- c^e 2 * 4- c 4 e _2/ 

17. y = c,c' 4- c 2 íc f 4- c 3 íV -I- c 4 e~ l 4- c 5 íc _f 4- c 6 í 2 c“ f 

18. y = c, 4-c 2 í 4- c 3 c' + c 4 c _r 4- c 5 cosí 4- c 6 sení 

19. y = c, 4* c 2 e l 4- c 3 c 2/ 4- c 4 cos í 4- c 5 sení 

20. y = c, 4 -c 2 c 2í 4-c _, (c 3 cos>/3í 4-c 4 sen\/3í) 

21. y = c'[(c, + c 2 í)cosí 4- (c 3 4-c 4 í)sen/] 4-c~'[(c 5 4-c 6 í)cosí 4- (c 7 4-c 8 í)sení] 

22. y = (c, 4* c 2 í)cosí-h(c 3 4-c 4 í)sení 23. y = c/ 4- c 2 c (2+>/3) ' 4- c 3 e (2 ^ u 

24. y = c,c“' 4- c 2 e ( “ 2+V2)í 4- c 3 c ( “ 2 “^ )# 

25. y = c,íT ,/2 4- c 2 e~ t/} cos(í/\/3) 4- c 3 c~' /3 sen(í/\/3) 

26. y = CjC 3í 4* c 2 c _2f 4- c 3 c (3+%/3)/ 4- c 4 * (3 “^ ,f 

27. y = c,c“ í/3 4- c 2 c“ ,/4 4- c 3 c‘ ; cos 2í 4- c 4 c _/ sen 2/ 

28. y = c x e~ l cosí 4- c 2 c"'sení 4- c 3 c _2/ cos(\/3í) 4-c 4 c _2, sen(\/3í) 

29. y = 2 — 2cosr 4-sení 

30. y = 5C~ ,/v/2 sen(í/V2) — ^c' />/2 sen(//v/2) 

31. y = 2í - 3 32. y = 2cosí — sení 

33. y = -§*' - - gc _2í - jfc“ ,/2 34. y = 4- y|c ,/2 cosí 4- ^c ,/2 sení 

35. y = 8-18 c“ ,/3 4-8c" ,/2 

36. y = ^e~ ! cosí - y|c~' sení — -^c~ 2í cos(V3í) 4- ^^ c~ 2/ sen(v / 3 í) 

37. y = ^(coshí — cosr) 4- |(senhr —sení) 

38. (a) W = c, uma constante (b) W = —8 (c) W = 4 

39. (b) w, = c t cosí 4- c 2 sení 4-c 3 cos v/6í +c 4 sen>/6r 


Seção 4.3 

1. y = c,c' 4- c 2 íc' 4* c 3 e~ r 4- ^íc - ' 4- 3 

2. y = c l e / +c 2 e~‘ 4-c 3 cosí 4-c 4 sení - 3í - jísení 
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3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 
9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 
19. 


y = c^e r H- c 2 cos f -b c 3 sen r *f | te 1 -b 4(f — 1) 


y = c t + c 2 e f + c 3 e’ f + cos f 
y — Cj H- cy + cy^ 2 * -b cy 2 * 

y = c 1 cosf -b c 2 senr + c 2 t cos f + c 4 r senr + 3 + | cos2/ 
y = c, + c 2 t + c 2 r +c 4 e~' + e l/2 [c 5 cos(\/3r/2) + c s sen{V3f/2}] + ^r 4 


V - ± t * _ i/ 1 

3 C 48 1 16 


y = Cj + c 2 t + c 3 r + c 4 e~ 
y = ^(1 — cos2í) + gf 1 


+ ■- sen2f + ± cos 2í 


y = (í — 4) cosí — (jí + 4) sen/ + 3f + 4 
y = 1 + |(í 2 + 3f) — te' 

y = — Icos i - ±sení + ±e- + %e' + ^<T 3 ' + gcos2í - -^sen2f 
K(í) - í(vy 3 + A/ + A 2 t + A 3 ) + Bt 2 e ! 


y(f) — r(A Q f + A^e-* + 5 cosf + Csenr 

y(r) = At 2 e { + B cosf + Csenf 

Y(t) = Ar b ( B 0 t + B^e 1 -h f(C cos2f + Dsen2f) 

F(f) = f (Agf 2 -b A j t -b At) + (£fgf -b Bj) cos r + {Cgf -b Cj)sen t 
Y(t) = Ae* -b (B 0 t 4- B r )e~* +te~ r (C cosf + Dsenf) 

k n = «o- K = a o“" + a i“ n " 1 + ■ ■ ■ + *„_!« + a n 


Seção 4.4 

1 . y — Cj + c 2 cos f + sen f — ln cos r — (senr) In{s / 4 tg f) 

2. y = C| + c 2 e l 4 c^ 1 - jt 2 

3. y = c,e' 4c 2 £ _í 4 cy 2 * + 

4. = c, 4 c 2 cos t 4 c 3 senf + ln(s í + tgr) - t cos / -b (senr) ln cos f 

5. y = c,+ c 2 cos f+ c 3 sen í — cos f 

6 . y = Cj cos í -b c 2 sen/ + c 3 í cos r + c 4 rsenf — ^f 2 senr 

7. _v = + c 2 cosf + c T senf — ^(cosf) ln cos t + ^{senr) ln cos r — \t cosf — senr 

-b £ (f ~ 5 ! C0S5 ) ds 

S. y = í?! -b c^e* -b c 3 e~ r - Insenf +ln(cosr + 1 ) + j_ ^e” J /sen5^ ds 
+ ^ J /senj^ ds 

9 . c [ = Ü, Ct “ 2. c ? — [ na resposta do Problema 4 

10. Cj =2, c 2 = g-, c 3 = — c 4 — ^ na resposta do Problema 6 

11. c 1 = 4, f 0 = 0 na resposta do Problema 7 

12. Cj = 3, c 2 ~ 0. c. = —/ t) = 7 t/ 2 na resposta do Problema 8 

13. r(A) = Jr 4 /15 

14. y (t) = - f [e f " J -sen(r — j) — cos(; - ds 

15. y(b)“i^ [senhf/- í) — sen(r — j)]^(j) í/í 

16. y(f) = 4 r% lf_J, (f -s} 2 g(s)ds; Y(t) = -te T \n\t\ 

17. yu) = i rruA 1 )-2(x 2 // 3 )+(x 3 /í 4 )lí(o* 

* -D 

CAPÍTULO 5 Seção S.t 


J- P = 1 

2. 

p = 2 

II 

8 

4. 

P = i 

5. p = j 

6. 

p - 1 

7. p = 3 

8. 

P = ^ 

® / i\n ^2w+! 

9 - S <2»+W ’ ' — 

10. 

cc n 

L^r* /, = 0 ° 

31. 1 + ÍJC- 1), P = cc 

12. 

1 -2(a + 1) + (jc + 1) : 
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D. 

* * n 


14. P = 1 


n =0 


15. £V, P = 1 I6 - — 2)". p = 1 

n=o fl =o 

17. / =. 1 + 2 2 * + 3V + 4V + ■■• + (« + 1)V + ■ - - 

y" = 2 2 + 3 2 • 2x +4 2 - 3* 2 + 5 2 ■ 4 jc 3 + ■■■ + (« + 2) 2 (« + 1)*" + ■ ■ ■ 

18. y' = +2a 2 x + 3fl ? j: 2 + 4« 4 ;r 3 H-1- (n + l)a n+i x" -i- 

QO OQ 

= SS na X~ x = & + l K+i x " 

tt=t 71=0 

y ,f = 2a 2 + 6a 3 x + 12 a 4 x 2 + 2Ü<3 5 jc 3 H-h (ra + 2)(n + l)í3 n+2 jr" + * ♦ * 

00 00 

= J^nín - l)a n x"- 2 = £(« + 2)(« + l)a n+2 Jf n 


físO 


00 

21. X) B + 2 X» + l) a „+2 x ” 

22. 

XX-2* B 

71=0 

oc 


rt=2 

oc 

23. T(n + l)a n x n 

24. 

Y] + 2í(n + Ga nH 

n=0 


n=0 

oc 

25. Y' [(n +2)(« + Ija„ 4 . 7 + na n ]x" 

n= 0 

26. 

+£ + ‘K+l 

n=l 

27. êlín + Diw^+^V 

28. 

a n = (-2 ) n a Q /n\, n 


n=G 

Seção 5-2 

1 . a n+2 =a n /(n + 2)(n+ 1) 


Jt 2 Jt 4 Jt 6 


(jcJ = 1 + — + — + — + ■ 

3 5 7 

X X X 

y 2{x) = x+ - + - + - + . 

2 • ° n +2 = a „A« + 2 > 

JC 2 X* X* 

?,(*) = 1 + — + — + 


oc 2a 

= y - -~ coshjr 

^ (2/7)! 


n=Q 


fí=0 


*.271 + 1 


— senhjc 


*3 jç 5 
y 2 (jr) =x + — + ~ + 


2-4 2-4-6 

„7 


+ 


+ 


(2n + 1)! 


OC 2 n 

= T— 

" 2 n n! 
_g2V.v 2fl+1 


n=0 


( 2 « + 1 )! 


3 3-5 3-5-7 

3. (« + 2)o n+2 -a n+1 -o. =0 

?,(*) = 1 + |{x - l) 2 + 1 (jc - l) 3 + i(* - l) 4 + - - - 

y 2 W = (* - D + £(* - 1) 2 + {{x ~ D 3 + i<* - D 4 + 
4- a n+A = ~k 1 a n /{n + 4)(n + 3); a 2 = a 3 = 0 
k 2 x 4 k 4 x s jt 6 x 12 

Vjfjc) - 1 - 3 4 + 3 . 4 . 7 .g “ 3 . 4 . 7 .8 . 11 . 12 ' h 
^ (-ir +I (jtV) m+i 

= 1 + z^- 


3.4 ■ 7 ■ 8 - - ■ (4m + 3)(4m 4- 4) 


2 ,.J 


y 2 (jr) = j: - 


kX 


43 


Jt 4 * 


6^13 


k*X 


= X 


4*5 4 - 5 * 8 * 9 4 5 8 9 12 13 

L ã c-ir+wr* 1 

^ 4 ■ 5 ■ 8 ■ 9 ■ ■ ■ (4 m + 4){4m -f 5) 


+ ■ 


/n=Ü 


Sugestão: Faça n = 4m na relação de recorrência, m — 1, 2, 3 : .... 

5. (n + 2)(« + lja^j-n(n+l)a n+1 +a B =0, n > 1; a 2 =- l 0 o 

J^OO = 1 - ijr 2 - ±j: 3 - jjX 4 H-, }■,(*) = x - - ±x 5 H- 

6 - a n+2 = “ 2n +4)a H /[2(n +-1)(« + 2)], n > 2; a, = -a QT a 3 = -\a l 


y,a) = 1 -JT + ix + %(*) = *+ jã x ' ~ ^õ x +■ 


7. a n+2 = -aJ(n + 1), n =0,1,2,... 


■ 2 x 
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8 . 


9. 

10 . 

11 , 


12 . 

13. 


14. 


15. 

16. 

17. 

18, 
19. 

21 , 


22 . 


2 4 6 

. . X X X 

).,<*>=1-j-3^ 

, , X 3 X 5 r 1 

y 2 (x) = X ~^- + V~J 


2-4-6 


+ • 


+ 1 


= '+£r 


C—1)"JT 


n J2n 


n= , . 3 • 5 • • • (2n — 1) 
“ ( _ 1)^+1 
T ^ " 2 • 4 • 6 • 

n=\ 


2 2-4 

a „ + 2 = -[(« + l) 2 a„+i + a„ + «„_|]/(» + D(n + 2), n = 1,2, 
a 2 = -(a 0 +a,)/2 

(x) = 1 - j(x - l) 2 + g(JC - l) 3 - ^(x - I) 4 4-• • • 

y 2 C*) = C* -1) - !(■* - l) 2 + £(x - D 3 - |(x -1) 4 + --- 

(n 4- 2)(n + l)a, +2 + (« - 2)(n - 3)<i n =0: n = 0,1.2.... 

y, (jc) = 1 - 3x 2 , y 2 (jc) = x- x 3 /3 

4(n 4- 2)a B+2 - (n - 2)a n =0; n = 0. 1.2- 

x ^ x 3 X 5 

—- 

3(n + 2 )<j (I+2 — (h 4- l)a„ =0: n = 0. 1.2,... 

5 


(2n) 


~2 ji+1 


4”(2n - 1)(2« 4- 1) 


x 2 x 4 

y,(x) = l + -- + — +-^-x 0 + - 
6 24 432 


2 , 8 , 16 7 
• X + -x 4 H-x 3 H-x + 

9 135 945 


3-5--(2h-1) 2 , , 

3" . 2 • 4 - - • (2n) 

2 • 4 • ♦ - (2n) 


y,(x) .. , 9 . 135 ~ . 945 - . . 3 » . 3 .5...(2„ +1) 

(n 4- 2)(n 4- 1 )a n+2 - (n + I)na B+1 + (« - l)fl„ = 0; n — 0,1,2, 


x 2,1+1 + - 


2 3 4 n 

X X X X 


y 2 (x) = x 


2(n 4- 2)(/i + 1 )a B+2 4- (n 4- 3)a B =0; n = 0,1, 2. 


y,(x) = l-^x 2 +|-x 4 
4 32 


384 


x 6 + - 


+ (-D" 


3-5 


(2n + !)^ 2b + 


2"(2n)! 


+ (-n" 4 ; 6 ^ (2w 43 ) -t 2 ” +l + 


, x 3 x 5 x 7 

>2 3 20 210 ' ‘ v " 2"(2/i +1)! 

2(n + 2)(n + l)a n+2 4- 3(n 4- l)a„ +I 4- (n 4-3)a fl =0; «*0,1,2_ 

y,(x) = 1 - líx - 2) 2 4- f (x - 2) 3 + £<x - 2) 4 + ■ ■ ■ 

y.tx) = (x - 2) - i(x - 2) 3 4- £(* - 2) 3 4- £(x - 2) 4 + ■ ■ ■ 

(a) y = 2 4* x + x 2 +■ ^x 3 + ^x 4 -í- (c) aproxi madamente |x| < OJ 

(a) y = — 1 4- 3x -bx 2 — |x ? — ^x 4 -i- (c) aproximadamente |x| <0,7 

(a) v = 4 — x — 4x 2 + |x 3 -f |x 4 4 - (c) aproximadamente |x| < 0.5 

(a )y = — 3 + 2x - 3 x“ - ^x" - | x 4 H-(c) aproximadamente |x) <0*9 

y,(x) = 1 - |(x - I) 3 - -j^íx - L) 4 + ^(x - l) 6 4—- 

y 2 (x) = (x - I) - ±(x - l) 4 - ^(x - l) 3 + ^(x - l) 7 + • * * 

^ / ^ ? ^ 2 i — 4) 4 X{k — 4)(Â — 8 ) 

(a) v. (x) — 1 - tt x 4-n-x 4 - - —77 -v° + 


4! 


61 


,, k-2 3 (x-2)(x- 6 ) 5 (x-mx-mx-m 71 

y 7 {x) = x - — j: — - — - x — ---—-x + 


3! 


5! 


71 


4 ^5 


(b) 1, X, I - Ix 1 , X - fx\ 1 - 4x 2 + ^x 4 7 X - |x 3 + ^x 

(c) L 2x. 4x 2 - 2, 8x 3 - 12x t 16x 4 - 48x : + 12, 32x 5 - 160x 3 + 120x 

(b) v = x - x 3 /6 H- 


Seçao 5.3 


L 0 tf (O) = -l, 0 #, (O) = 0, 

2. 0"{Q)=Q* 0^(01 =-2* 

3. 0"(l) = o, 0"'(l) = -6, 

4. 0"(O) = 0. ) = -a 0 . 

5. p = CX5, p = og 

6. p = 1, /O = 3, p = 1 

7. >0=1, (0 = -v/3 

S. jo = 1 


f ,4 '(0) = 3 
0’ 4 ’(O) = 0 
^’ 4 '(1) = 42 
0‘ 4 (0) = -4ú, 
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9. 


10. 


(a) p = oo (b) p = oo (c) p = oc 

(f) p = (g) P = oc íh) p = I 

(k) p = J 3 (1) p = 1 (m) p = oo 

a 2 , (2 2 -a 2 )« 2 . 

(a)v ! W = l--^- JV^~ X - 


(d) p = oc {e) p = 1 
(i) p = 1 (j) p = 2 

(n) p — cc 

(4 2 - oí 2 )(2 2 - ar)or 6 

--:-X 


[(2 m - 2) 2 - t* 2 ] ■ ■ • (2 2 - g V a, 


y 2 CO = jr + 


1 — a 
3! 

[{2 m - 


■x 3 + 


(2 m)\ 

(3 2 — or 2 ){l — a 2 ) j 

------ X 

5! 


{2m+ 1)! 


+ ■ ■ ■ 

+ ■ ■ ■ 


(b) v| (x) ou >’,(*) termina com x* quando a — n é par ou ímpar. 

(c) n = 0, y — 1; n = 1, y = x; n =■ 2, y = 1 — 2x 2 ; jí — 3. y = x - |x 3 


y 2 (x) — x i2 x -f- 1S0 x + 504 x + ■ ■ ■. 


IL Jí|(x) — 1 é x + ] 20 ^ "t"iso x +' + ' 
p — oo 

12 . y { (x) = 1 - £x 3 + ^x 4 - ±x 5 + -"* 
p — 00 

13. y^x) = i+x 2 + ^x 4 + y^x 6 4-, 

p = tz/2 

14. ^(x) = 1 + £x 3 + ^x 4 - ^x 6 + 

P = I 


y 2 (x) - x - ±x A + ^x s - ±x 6 H-t 

Jito = * + S*" + + IÊÕ‘ V ' + ' ■' - 

7 2 W = x — ^x" ± ^x 4 -f + ■ - ■ 


15. 

16. 

17* 

18. 

19. 

20 . 


Não é possível especificar condicoes iniciais arbitrárias emx — 0: logo. x = 0 é um ponto singular. 

Jt 2 r w 

y ^ l+x+ 2! + ' 

X 2 X 4 A 

y “ 1 + “ H“ r“~7 + -—;—— 

2 2 4 2 4 6 


H— T + ■ ■ ■ = ^ 
n\ 

^6 


+ < 


2 n -n! 


y = 1 +JC + |x 2 + p S 4- 

y = 1 +jt+x 2 + - + -v" + -■■ = 


1 -x 


y = a n( l 


= a Q ( 1 + x 4- — + ■ 


= a^e* + 2 ( e x — 1 — x —— 


X a \ x‘ 

P + -j + 2 [y. + * 

h 


J" \ 

5T + "7 


- 2 — 2x — x 


21 . 


23. 

24. 


v 




2 + 2 2 2 ! 


2 J 3! 


■ + 


H)"r 
2 "n! 


+ 


( x 2 x 3 * 4 x 5 \ 

(* + T-T-r4 + r, + - 


= a*e-* t/2 + 


2 3 4 5 

X X X X“ 

jr+ y _ y^4 + r5 + '' 



■) 


1, 1 — 3x 2 . 1 — lOx^ + ^x 4 : x f x — |x 3 . X — yx 3 + yx 5 

(a) K x, (3x 2 - l)/2, (5x 3 - 3x)/2, Í35x 4 - 30x 2 + 3)/8, (63x 5 - 70x 3 + 15x)/B 
(c)Pp 0; P 2 ; ±0,57735: P 3 ; 0: ±0.77460: P 4 : ±0,33998; ±0,86114: 

P 5 ; 0: ±0,53847; ±0,90618 


Seção 5.4 

L x = 0, regular 

3. x = 0, irregular: x = I, regular 
5. x = I, regular; x = — 1, irregular 
7 . x = —3, regular 
9. x = 1, regular; x — — 2, irregular 
1 L x = 1, —2, regular 


2 . x = 0. regulan x ^ 1, irregular 
4. x = 0, irregular: x = ±1, regular 
6 . x = 0. regular 

8 . x = 0, — 1, regular; x = 1, irregular 
10 . x = 0, 3, regular 
12 . x = 0, regular 
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13, 

x = 0, irregular 

14. 

x — 0, regular 

15, 

x = 0, regular 

16. 

x = 0, ibrijr, regular 

17, 

x = 0, ±fljT, regular 

18. 

x = 0, irregular; x ■= ±ri7T , regular 

19, 

/ 2 4 

/ X X 

y = 1 -T7 H- 

- ) 



°\ 2-5 2 • 4 • 5 • 



22. 

Ponto Singular irregular. 

23, 

Pomo singular regular. 

24. 

Ponto singular regular. 

25. 

Ponto singular irregular. 

26, 

Ponto singular iiregular. 

27, 

Ponto singular irregular. 

Seçao 5,5 



L 

y = C\X 1 + c 2 x 2 

2. 

y = c,jx+ir'' 2 + c 2 |x + ir 3/2 

3. 

y = CjX 2 4 c 7 x 2 ln |x[ 



4. 

y = c t x _I cds(2 ln |x|) + c^x 

_1 sen(21n |x|) 


5, 

y = c x x 4 c^x ln |x| 

6. 

Ví 

II 

__p 

ÍH! 

1 

% 

4 

rs 

1 

i 

-t. 


7. y = c, |x |<-5+^)/2 + c 2 

8. y = c t |xl 3/2 cos(|V31n |x|) +c,|x| 3/2 sen(iv'3 ln |x|) 

9. y = c,x 3 + c,x 3 ln|x| 

10. y = c,(x — 2)~ 2 cos(2 ln |x - 2|) + c 2 (x - 2) _2 sen(2 In |x - 2|) 

11. y =c, |xr 1/2 cos(j-/T51n|x]) + c 2 |x| _,/2 sen(jVl51n|x|) 

12. y=c,x + c,x 4 13. y = 2x 3/2 — x' 1 

14. y — 2x _1/2 cos(21nx) — x _l/2 sen(21nx) 15. y = 2x 2 - 7x 2 ln |x| 

16. y = x -1 cos(21nx) 17. or < 1 

18. ft > 0 19. y =2 

20. a > I 

21 4 (a) a < 1 e fi > 0 

(b) & < 1 e £ > 0, ou of 1 e {$ > 0 

(c) of > 1 e p > 0 

(d) of > ! e > 0, ou of = I e /3 > 0 

(e) of = 1 e ^ > 0 

24. y = Cjjc -1 + c^x 2 25, y = c A x 2 + c\x 2 lnx 4- ^ lnx + j 

26. y = CjX’ 1 4 jjX 

27. y = í^x 4c 2 x 2 4 3x 2 lnx 4lax 4 | 

28. y = cos(21nx) 4e 2 5en{2tnx) 4 |$en(lnx) 

29. y = c x x~^ 12 cos(| lnx) 4 c 2 x _3/2 s£n(| lnx) 

31. x>0: c { =k v c 2 = k 2 ; x<0: £,<-!)'■ = c, = * 2 


Seção 5,6 

I. r(2r - 1) = 0; a„ = - 


(n + r)[2(n + r) — 1] 


; r, = f 2 = 0 


y,(x) = 


- r l/2 


x 2 x 4 

1 - — + 


2-5 2■4■5■9 2■4■6 - 5■9■13 

(-l^x 2 " 


2 B n!5 • 9 • 13 - - ■ (4n + 1) 


J' 2 (x) = 1 - ~ + 


2-3 2■4■3■7 2-4-6-3-7-11 

í-iyx 2 " 




2"n!3 - 7- 11 --(4n - 1) 


2 r 2 — I = 0- a — _ - ~ 2 - _ 

f ü u n , .5 I ■ 

9 " (n + r) 2 - 1 


r - I , _ _i 
r \ — 3' r 2 - 3 


y L (x) = x 


_ v V3 


1 - 


i!(l + 


L_fiV 

+ 1) W 




(-ir 


_i_ 

2!(l + ±}(2+±) V2 

('X\ 2w 


x\ 4 


(I) 


+ 


m!(l + i)(2 + i)---(m + i) ^2 


liCf) 
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y 2 (x) = X 


_ r -t/3 


1 - 


b © 1 




2!(1 - t)(2-i) V2 


ri;® 4 - 


(“D" 


m!(l-i)(2-i)-. (m-i) \2 


r*©’ 


Sugestão: Faça h = 2m na relação de recorrência, w = L 2* 3, *.. 

3. r(r-l)«0; a M = - 


i 


V*) =. 


(n + r)(rt + r — 1) 


r j = í, r 2 = 0 


jt x 1 (-1)" „ 

1 __L-- J_ __j- ---, '-V -I-- 

1 !2! 2!3! «!(« + !)! 


4. r 2 ss 0; a = 


a 


rt-i 


(n+rr 


r, = r 2 = 0 


y,(x> = I + + -■ ■ + -^7 + 


( l !) 1 ( 2 1) 2 

5. r(3r-l)=0; o =- 


(«ir 

3 »-2 


(n + r)[3(n + r) — 1] 


; = i, r 2 = 0 


FiOO =x 


_ >1/3 


j_/V\ i fx 2 \ 2 

1T7 \ 2 j + 2!7-13 \ 2 ) 


(- 1 )” 


m!7 ■ 13---(6m + 1) \ 2 


„ +... 


* w = 1 - Tis (y) + 55© (t) 


t-ir 


m!5 ■ 11 ■ • • (6m - 1) 


Sugestão: Faça n — 2<n na relação de recorrência, m — 1,2*3. 


6. r 2 — 2 = 0; a, =- 

,r 

1 - 


tf 


ti-i 




fn + 1 -r - 2 

-V 


r, = s/2. r 2 = -V2 
x 

+ ■ 


1(1+2V2) 2!{l+2v / 2)(2 + 2v / 2) 

Í-D" 


y 2 (x) = x-f 1 


n!(l + 2V2){2 + 2yã) •■•(«+ 2^2) 

J2 




1 - 


+ 


1 ( 1 — 2\Í2) 2 !{ 1 — 2sfl)(2 — 2*j2) 

(-D n 


+ * 


Mi} -2y/2)(2-2y/2)- (u -2^2) 


x n + ■ ■ ■ 


■%-r 1 1 — 

x * JT 3 jr n 


J,M = Hí + t:4-- + ^ + -+.- = ^ 

1 2! 3! n! 

8, 2r 2 + r — 1 = 0: (2n -F 2r - 1 )(j? + r + I)g h + 2tf fl _ ? - 0; r { = 

{—l) m jr 2m \ 


H + l© 


>'■>(*) =-T 


m\ 7 11- (4m + 3) 

+ -1 


(-ira; 2 ™ 


«i!5 - 9 ■ ■■ (4 m - 3) 

9, j- 2 — 4r + 3 = 0; (n + r-3){ji+i-- 1)^ - (n + r - 2)a n j = 0: f, 

2* K \ 


y,W 


"*( 


1 + | J: + T + '“ + «!(«+ 2) 


10. r-r + i=0: (« + r-4)X+«„_,=0; r 1= r ; =l/2 


Vj (ar) — jc 


_ r '/2 


(- 


a 2 r 


2^ 2 J 


_ \ 

J 
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11. r 1 *= 0; r, =0. r, =0 

a(a+l) a(a 4- 1)[1 • 2 — «(« + 1)] , v2 , 

y,{x) = 1 H-— (x - 1)-s-;- x - lr 4- • 

1 2 1- (2 ■ 1 2 ){2 ■ 2 2 ) 

„+i a (a + 1)[1 ~ 2 — Qf(a + !)]■■■ [n(w - 1) - «(a + 1)1 


+ (-D 

12. (a) r, - 1, r, = 0 em ambos x = ±1 


2“(n!) 2 


(x - I) fl 4- ■ ■ 


(b) y.(x) = |x - 


l‘/2 


, , ^(-l)' , (l+2a)---(2n—l+2aKl-2a)--.(2n-l -2a), , vB 
1 + / -=-(X — 1) 

£7 2 (2n + 1 }! 

(v) t 1 ^ (-ir«(l+a)---(»-l+a)(- a )(i-a)-..{n-l-a) (t ]yl 


»!I • 3 • 5 • ■ ■ (2n — 1) 
(n - 1 - X)a H _ x 


B=i 

13. r 2 =0: r. — 0. r, =0: a.= 

1 2 " n‘ 

, , , . -A. , (-X)(l — A.) 2 . , (-m-V- -(n-l-k) „ , 

1 (1!> 2 (2!)- <n!) 2 

Para À = n , os coeficientes de todos os termos depois de a" são nulos. 

16. (b) [(« - l) 2 - l]f> PJ = -b t; _ z e é impossível determinará 


Seção 5,7 

L x — 0; r(r — I) = 0; r t = hr 2 =0 
2 , jc = 0 ; r 3 - 3r + 2 = 0; r, = Z r 2 = 1 

3 + = 0: r(r — 1) =0; /■, = I, r 2 =^0 

x = i\ r(r + 5) = 0; r x — 0. r 2 = -5 

4. Nenhum 

5. x = 0: r 2 4 - 2r — 2 = 0: r, = -1 4- y/3 = 0.732. r, = ~1 - V5 = -2,73 

6 . x = 0 : r(r —|) = 0 : r, = 3 , r, =0 

-t = — 2 ; r(r-|) = 0 : r,=|. r,s =0 

7. jc = 0: r J + 1 = 0: r, = /. r 2 = — i 

8 . jc = -1; r 2 -7r + 3 = 0: r, = (7 +V37)/2 S 6.54, r, = (7 - ^37)/2 S 0,459 

9 . x = 1 ; r 2 + r = 0 : r, = 0 , r 2 = - i 

10. x = - 2 ; r 2 - (5/4)r = 0: r, = 5/4. r, = 0 

11 . x = 2 : r 2 — 2r = 0 ; r, = 2 . r, = 0 

x = - 2 : r -2r = 0 : r, = 2 . r, = 0 

12 . x=0; r 2 - (5/3)r = 0: r, = 5/3. r, = 0 

x = -3: r 2 - (r/3) - 1 = 0: r, = (í+ n/ 37)/6 £ 1.18. 
r, = (1 - V37)/6 = -0.847 

13. (b)r, = 0 . r 2 = 0 

(c) y, (x) = 1 + x 4 - ^x 2 + ^x 3 4 -... 

y,(x) = y,(x) lnx - 2x - fx 2 - ^x 3 4 — 

14. (b)r' = 1. r, = 0 

(c) y, (x) = x - 4x 2 + -Çx 3 - ||x 4 + • • • 

y 2 (x) = — 6 y,(x) lnx 4 -1 - 33x 2 + ^f*x 3 4- 

15. (b)’fj = 1. r, = 0 

(c) y,(x) = x + fx 2 + jx 3 + fg.r 4 + • •• 

y 2 (x) = 3y, (x) lnx + 1 - ^x 2 - i2x 3 + • ■ ■ 

16. (b)r, = 1 , r, =0 

(c) >*j(x) = x - ix 2 + ^x 3 - ^x 4 + • • • 

y 2 (x) — y j(x)lnx 1 4 '^** 4“ 1 ■ps * 4- 

17. (b)r, = 1. r 2 = -l_ 

(c) yj(x) = x - ^x 3 + ^gX 5 H- 

ysíx) = -jy, (x)lnx+x _l - ^x 3 H- 

18. r, =‘i. r, = Ó 

y,(x) = (x - 1) ,/2 [1 - |(x - l) + ijlx - l ) 2 H-]. p = 1 

19. (c) Sugestão: (n — l)(n - 2) + (1+ ot 4- fi)(n - 1) 4 -ap = (n — 1 4-«)(n - 1 4- fi) 

(d) Sugestão: (n-y)(n -1 - y) 4 - (14- a + 0)(n - y) 4- ap = (n - y 4- a)(n - y + p) 
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Seçao 5.8 

oo , 

>• )'.<*>-EsõíTm 


n=0 


y 2 (jf) = —yj(x)lnx + - 


i-É 


tí «!(«-!)! 


C—1)"jc" 


- , , 1 V' 

2, yJjt) — - > -— 

1 ( n !) 2 


n=0 


j /_ j ff 

y 2 (x) = y,U)!nx - - £ 


“= í r _n ,I i n f_n rt ?' I H 

4 ,. M „i f <-■>• x - 

' ^ ^3 «!(« + !)! 


V 2 (.r) = -y,(x) ln jt + -j 


5. >,(x) 


>,(*) = x 


=- ?3/2 í 1 +E 

L írt=i 

[•+£ 


^ //„ + M, 


i V " 1 ^ r n 

^ a!(« ~1)! { 1} 




(-ir 


üGf 


m1(l + §)(2+§)■■■(« + §) V2 

(- 1 )" 


15 © 


m!(l — |)(2— |) -.-{«) 

Sfígei/íió: Faça n — 2m na relação de recorrência, m = 1. 2,3..... Para r — — 3/2, a, = 0 e íi 5 é arbitrário. 


> Seção 6.1 


1. Seccional mente continua. 
4, Seccionaímenie contínua. 


7. 

9. 

li. 

13, 

15. 

17. 

19. 


S > |t| 


5 — b 
s — a 

(s-a) 2 -b 2 ' 

b 

-f : Y2 » J > 0 
j” + b~ 


(s -a)~ + b 2 

1 


2. Nenhuma das duas. 

5. (a) 1 /j 2 . s > 0 

(b) 2/s 3 , s > 0 

(c) «!/j íi+1 ( j > 0 

b 

rr. j > |$| 


3. Contínua. 

6. s/(s 2 +tf 2 ). s>0 


s - a > |£| 


s > a 


(s-af 

s 2 + a 2 

(j -a) 2 (s + a) 
2tf(3s 2 — a 2 ) 
{s 2 + a 2 f ’ 


r. J > Ml 

s > 0 


8 . 

10 . 

12 . 

14. 


jr - 


(s - d)’ 
s 


5 — a > \b\ 


2 i t2 * 

s 4- b 

$ - a 


s > 0 


(i-a) 2 +è 2 
t , 2 as 

16. —^-v-T, J > 0 


s > a 


(* + tr)" 


18. 


(s - a) 


n+1 * 


s > a 


2h Converge 
23. Diverge 

26. (d) r(3/2) = ^/2; r(ll/2) = 945^/32 


, rt 2a(3j 2 + a 2 ) 

20 <r-rt ■ S>W 

22, Converge 
24. Converge 


V _ 

5 e s e 


Seçao 6,2 

1. 4 sen2í 
3, 

5. 2íT'cos2f 
7. 2e f cosr + 3e* sem 
9. —2e“ Zí cos t + 5e ~ 2t sen t 
11 . y = £(«*+4*-*) 


2. 2/V 

4. l^ + f,- 2 ' 

6. 2cosh2r — |senh2r 
8. 3 - 2sen2r + 5cos2í 
10. 2e _í cos 3r — je~ r sen3f 
12. v = 2e~' — e _2í 
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13, >=/senf 

15. v = 2e l cosh / — (2/V3)e'senh -JÜt 


17. 

19. 

20 . 
21 , 

22 , 

24. 


y = te 1 - f V + |fV 
y — cos *j2t 

y — (w 2 -4)' i [(íü 3 — 5) cos ojt + cos2r] 

3 ? — j(cos/ — 2senf + 4e* cosf — 2e r senr) 

y = Ue^ — e f cos f + le 1 senf) 


Y<?) = 


1 


j‘+4 j(í 2 + 4) 
26. K{*) = (1 - e - s )/s 2 (s 2 + 4r) 

30, 2bQs 2 -b 2 )/(s 2 +b 2 ) J 
32. nl/íi-úr)^ 1 


14. 

16. 

18. 


23. 

25. 

29, 

31. 

33, 


y — e 2t — te 2í 

y = 2e~ : cos 2/ + l<? _ 'sen2f 
y = cosh t 


y = 2e~ { + ie~ l H- 2/ 2 e _í 


rw = T-í- 

íV + I) S 2 (j 2 + 1 

l/(i-a) 2 

n!/í" +i 

2iCs - a)/I<* - a) 2 + * 2 ] 2 


34. [(* - a) 2 - b 2 ]/Ks - a) 2 + b 2 ] 2 

36. (a) Y' + s 2 Y = s (b) j 2 K" + 2jr'- [í 2 + o(o + l)]y =-1 


Seção 6.3 


7. 

F(f) = 2e~7í 3 

8 . 

F(s) = e _í (j 2 + 2)/s 3 

9, 

e~* s e~ 2ws 

F(s)= - (l+ws) 

10 . 

F(s) = 1 (e _I + 2fi -31 — 6 e -41 ) 

11 . 

5 * 

F(s) = í -2 [(l - í)e _2í - (1 +i)e _35 l 

12 . 

F(j) = (1 — e~‘)/s 2 

13. 

/(0 = f 3 * 2 ' 

14. 

fU) = |« 2 (r)[e '- 2 - e~ 2(,_2) ] 

15. 

/ (0 = 2 m 2 (í >'" 2 cos(r — 2 ) 

16. 

/(/)=« 2 (/)senh 2 (/- 2 ) 

17. 

/(i) = « 1 (i)e 2< '~ ,) cosh(í - 1 ) 

18, 

f(t) = Uj(/) + k 2 (í) - «j(í) - h 4 (/) 

20 , 

/«) = 2 ( 2 /)" 

21 . 

/(/) = ^e~ ,/2 cost 

22 . 

m = - 1 ) 

23. 

m = ^ t/ 2 « 2 (// 2 ) 


24. F(s) = j“'(l — e~ s ), s > 0 

25. F(j) = s-' (1 - e~ s + e _2í - e“ 3t ). 

1 


j > 0 


26. F(s) = -[ l-e “ 5 + 

27. F(i) = 1 £(-l)" e -“ = 


_l_ e -2»í __ f -í2n+]}jj 


] 


■(2n±2)s 


l/s 


s(l+e^ s ) 


s > 0 


$ n=0 


29. £{/(/)} = 
31. £{/(/)} = 


1/í 


1+e -1 

1 -(1 +í)tT 

í 2 (1 - e _I ) 


l+e~ J ’ 
s > 0 


j > 0 

30. 


£{/(*)} = 


5 > 0 32, £{/{f)) = 


33. (a) £{/(/)} = i- 1 (l-e _I ), í>0 

(b)r^{r}} = í- 2 (l- £ - í ). í >0 

<c) £{fc(0) = f “ 2 (1 - e~ s ) 2 , s > 0 


34. tb)£{p(i)í = 


1 - e~ s 

-- , 5 > 

<(1 + 0 
1 + e~ ns 
{I + s 2 )(l 

1 -<r J 


s > 0 




j > 0 


Seçao 6.4 

1 . y = I — cosf + senf — w t/2 (/)(1 — senf) 

2 . y = senf + (/)[ 1 4 - ^“ (í “ jrí cos f + senf] 

- iw 2;r (f)[l - ^ _ií_lT} cosf - ^“^“^senf] 

3. y = |[1 ~ «^(z)] (2 senf — sen 2 f) 

4. y = z(2senf —sen2f) — z« (f)(2sen/ + sen2f) 

5. y = i + íe~ 2 ' - e ~‘ - « i0 (r)[i + i e - 2 f'- 1( » - e -<'- |0 >] 

6. >■ = e _I - «T* + w 2 (í)[| - e- l '- 2) + |e~ 2í '“ 2> ] 

7. y = cosf + w 3 jr (f)[l — cos(f — 3;r)] 

8. y = A(f) - u jr/2 (f)/i(f - jt/ 2), /r(f) — ^{“4 + 5f +4e _f/2 cosr - 3<? _,/2 seru) 

9. y = jseut + \t — 4« 6 (f)[f - 6 “Sen(r - 6)] 
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10. y = MO + w x (OMf - w), A(f) = ^[-4cosf+senr + 4« í/2 cosr + e '^ 2 senrj 

11. y = u ff (0[j - jCos(2/ - 2w)] - u 3)r (0[j - jCOsUr - 6w)] 

12. y = «j(f)Ã(í - 1) - u 2 (t)h(t - 2), MO = -1 + (cosí + coshO/2 

13. y = h(t)-u„V)h(t-7r), MO ~ (3 - 4ccsr + cos2í)/12 

14. /(O = [«, o (í)(r - f 0 ) ~ V* (0(í " " k)Kh/k) 

15. *(0 = í«, o (0(f - í 0 ) - 2« (o+i (f)(f-/„-*) + u, o+2i m ~ f 0 - 2*)](A/ft> 

16. (b) h( 0 = *«?c(0 h(t “D — *« 5 / 2(0 *0 “§). 

MO = 1 - (v7/21)<r*® sen (3v7f/8) - cos (17 í/8) 

(d) Jfc = 2,51 (e) r = 25,6773 

17. (a)fc = 5 

(b)y = [Uj(f)A(t — 5) — u 5+k (t)h(t - 5 — *)]/*, MO - - ±sen2r 

18. (b) 4(0 = [«i 4 _ t (0 - « 4+i (0]/2fr; 

y = [u A _ k (l)h(t -4 + *> - u M (t)h(t - 4 - *>]/2*. 

MO = 3 - Je" f/$ cos(>/Í43f/6) - (./143/572) e- ,/ 6 sen(Vl43r/6) 

19. (b) y = 1 - cosí 4-2 £(-l)*« t (í)[l - cos(í - *w)] 

k =I 

21 . (b)y = 1 —cosf+ Ê(— l)*“te( 0 [l -cos(í-fcw)] 

k=l 

23. (a)y = 1 — coar + 2 £(-l)*K |U/ 4 (f)ll -cos(í - ll*/4)] 

i = L 

Seção 6.5 

L y = e^ 1 cosf 4- e~ T sent + « JT (0e“ íl “ jr, sen{# - n) 

2. 7 = ~ n) - ^H 2?r (f)sen2(f — 2 ir) 

3. y = -i«- 2 ' + i<T' + Uj(í)[—e“ 2<l-S) + e" [, - 5) ] + « l 0 (O[| + le~ 2u - ]0) - 

4. y = cosh(0 — 20« 3 (Osenh(r — 3) 

5. y = jsen; — j cosí + {e~' cos >/2f + (l/s/2) H 3 ;r (Oe -<,_3, ' , senVMr - 3w) 

6 . y = 5 cos2f 4 -jn 4 lI (Osen2(f — 4w) 

7. y = senf + « 2 *( 0 sen(í — 2w) 

8 . y = w„ /4 (0 sen2(r - w/4) 

9 y = « w/ 2 (0[l - cos(r - w/ 2 )} + 3u Jjr/ 2 (í)sen(( - 3w/2) - (í)[l - cos(f - 2w)] 

10 . y = (l/s/51) «„ / 6 ( 0 exp[-i(r - w/6)]sen(V3T/4)(í - w/ 6 ) 

11 . y = £ cosf + |senf - k e -< C osf _ 2 e -' sen / + u jt( , 2 (/)e _í '~ ír/ 2 ) sen(f - w/ 2 ) 

12 . y = H,(OÉ$enh(f - D — sen(r - l )]/2 

13. (a) -e" r/ 4 5(f - 5 - D, T = 8w/s/Í5 

14. (a) y = (4/s/Í5) u 1 (/)e" (,_l)/ 4 sen(s/Í5/4)(f - 1) 

(b) í, = 2.3613, y, = 0,71153 

(c) y = (8s/7/21)«,(r)e -( ' - 11 /B sen(3s/7/8) (t - 1 ); r, 2.4569, ^ = 0,83351 

(d) /, = 1 + w /2 S 2,5708, y, = 1 

15. (a) *, £ 2,8108 (b) *, = 2,3995 (c) *, = 2 

t 6 . (a)0(r,fc)»t« 4 _ t (OA(í-4 + *)-H 44 i (í)A(f-4-A)]/2*, MO = 1-cosí 

(b) u 4 (í)sen(r — 4) (c) Sim 

20 20 

17. (b) y = £ u kK (t)sen(t - kit) 18. (b) 7 = £(-l) m w ft 7 r (í)sen(í - for) 

k=) k =1 

20 

19. (b) 7 = £ u kjf/2 (t}sen(t - kit/ 2) 

Jc = I 
20 

20. (b) V = E (- D^^^tfjsentí - íjt/ 2 ) 

k=i 

21. (b) y - E w^-i^íOsentr - (2* - 1 )jt] 

t-i 

40 

22. (b) y = £ (- 1 )* +1 «, lt 4 ( 0 sen(í - 1 U/4) 

k = l 
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20 _ 

23. (b) y = ^i;(-l)* +, « l 7 r (f)e-™ / 20 sen[V 399 (r - hrJ/20] 

24. (b) y = Jfc £ « ( a_ 1)jr (Oe- t, - (a - 1)irl/20 sen v^99[í - <2k - l)jr]/20) 


Seçao 6.6 

3 . sen f * senf = ~ (sen t — f cos f) é negativo quando t = 2 tt, por exemplo. 

4. F(j) = 2/s 2 (s 2 + 4) 5. F(s) = l/(s 4- l)(i 2 +1) 

6. F(j) = 1/j 2 (j — 1) 7. F(j) = i/{í 2 + l) 2 

8. /(í) = i j (t — r) 3 senr<ír 9. /(() = jf e _í '“ T) cos2r íít 

10. /(í) = i J (t — z)e~ lr ~ r) sen2x dz 11. f(t) = J sen(: — r)g(r )dz 

12 (c) f‘ K ra (l - uYdu - r(m + nroi + i) 

13. y = — sen (ot + ~- f sen«(r — t)g(r)rfrl4. y= f e~ (,_T) sen{f — r)$eno;r dz 

15. y — e‘ fí " T 3 ^sen2(r - r)g(r)ídr 

16. y = ^ _í/2 cosr - “e^senr + jf ^ _í? “ T)/2 sen(í — r)[l — u^irfldr 

17. y = 2e" 2f + fe’ 2 * + f\t -T)e- Ul - x) g{T)dT 

18. y — 2e~ : - e 2i + f - e~ 2iM) ] cosar dr 

19. 3 ? - - [senh(í - r) — sen(f — rllgfrjíír 

20. y ss j cos t — | cos 2t + g j [2sen(f — r) — sen 2{f — r)]g(r) dz 

22. (a) 0 (r) = j(4sen2( — 2sení) 

23. (a) 0(f) = cos t 

(b) 0 "(O + 0(0 = 0 . 0 ( 0 ) = 1 . 0 '(O) = 0 

24. (a) 0(0 = cosh í 

(b) 0 "(O - 0(0 = 0 . 0 ( 0 ) = 1 . 0 '(O) = 0 

25. (a) 0(0 = (1 - 2 / + f)e~' 

(b) 0(0 + 20'(0 + 0(0 = 2e~‘, 0 ( 0 ) = 1 . 0 '( 0 ) - -3 

26. (a)0(0 = 3 e~'-l e' e cos (J3 tí 2)+ sen (j 3 ti 2) 

$ 

(b) 0 ,r '(O + 0(0 = 0. 0(0) = 0, 0'(O) = 0, 0"(O) = 1 

27. (a) 0(0 — cos f 

(b) 0 t4, (O - 0(0 = 0. 0(0) - 1, 0'(O) = 0. 0"(O) = -1, 0"’(O) = 0 

28. (a) 0 ( 0 = 1 -2.«-">en(V3Í/2) 

(b) 0 '"(o + 0 "(O + 0 (0 - o, 0 ( 0 ) = 1 , 0 '(O) = - 1 , 0 "(O) - 1 


Seção 7,1 


1. x[ =X 2 , 

CJ 

O 

1 

X 

\ 

II 

c*i 

2. x\ =x r 

x 2 = -2x - 0,5x 2 + 3seni 

3. x[ = x r 

x' 2 = -(1 - 0.25f ~ 2 )jc, — /“'x, 

4^ 

II 

W 

x 2 =x v Xj = x A , x’ i = x l 

' £ 

II 

V 

in 

.rí = —4X| - 0,25 x 2 + 2 cos 3), x,(0) = 1, x 2 (0) = -2 

K 

II 

x 2 = -9(0^! - p{t)x 2 + g(í); x,(0) = h 0 , x 2 (0) = «ó 
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--3/ 


(a) *, = c,e '+c 2 e 3 ', 

(b) ^=5/2, c 2 =-1/2 na solução em (a) 

(c) O gráfico se aproxima da origem no primeiro quadrante tangente à reta v, — 


*■ x, = ^ 


r - - lê’ 1 

■*2 6 e 


O gráfico é assintótico à reta x L — 2x. no primeiro quadrante, 

ü x - _ly/ 2 _ I^ 2 * r - V/ 2 - I^ 27 

O gráfico é assintótico à reta a, = x, no terceiro quadrante. 

10. jtj = —7e~ f + ée^ 2 *, x 2 = —7e w + 9t i_2 ' 

O gráfico se aproxima da origem no terceiro quadrante tangente à reta a, = a,. 

11. jfj se 3 cos 2í + 4 sen2r, x 2 = -3sen2r -f- 4cos2r 

O gráfico é um círculo centrado na origem com raio 5 e é percorrido no sentido horário. 

12. Xj = - 2e~ ul cos 2f + 2e“ r/2 sen2í, x 2 = 2e~’ /2 cos 2f + 2*r _,/2 sen2f 
O gráfico é uma espiral se aproximando da origem no sentido horário. 

13. LRCr + LÍ + R! = 0 

18. ví = V 31 yí = y 4 * «*] yi« - (*1 + fc)yi + Avj + F t (r>, 
wi 2 vi = %] - (fc + ^)y 2 + f 2 ( f ) 

22. (a) fll-l-Aflj + àfl,. 6,(0) = 25 

ci=3+^e,-^fi 2 . e 2 ( 0 )=is 

(b) ef=42. ef = 36 

(c) x\ = -^x, + ^x 2 , x,(0) = -17 

x í = râ x i _ !*’• *i(®) = “ 21 

23. (a) Q\ = \ - + ±Q P Q] ,0) = q\ 

62 = ? 2 + àfii - m 2 2 - e 2 ( 0 ) = õS 

(b) Cf =6(9 9l + 92 ), fif = 20(3< ?1 + 2< ?2 ) 

(c) Não 

(d) f<af/6f<f 


Seção 7.2 




12 

3 \ 

/-8 

-9 

u\ 

3 

7 

(d) 14 

12 

-5 

12 

0/ 

V 5 

-8 

5 / 


2 . (a) 


V-1+2Í 2 + 3<7 


-7 + 2/\ 


-3 + 5/ 7 + 5/ 

2 + i 7 + 2/ 


(b) 


f 3 + 4/ 

V11 + 6/ 



) « C .-2 

1 2\ /l 3 

0 -I (b) 2 -1 

3 1/ \3 -1 


*• <*>(?;? J;L) 



(b) 


5 ) 


6 / \ 
6 - 5 /) 

-?) 


(3 + 2i 

V + i 


-2\ /-I 4 0\ 

1 (c).(d) 3-1 0 

0 ; V 5 -4 \) 

l-i\ (3 + 2i 2 + i \ 

-2-3 ij K, \l~i -2-3 i) 


6 . (a) 


/ 7 _ii —3\ 
11 20 17 

\-4 3 —12/ 


8 . (a) 4/ (b) 12 - 8/ 


10 . 


(í 1) 


(b) 


(c) 2 + 2i 


0 - 
7 4 

1 4 


(d) 16 


11 . 


l\ / 6 -8 —11\ 

4 <c> 9 15 6 

4 } V-5 -1 V 


(4 i) 






Resposías tios Profrlomas 405 



14, Singular 


16. 


13. 


15. 


i 

3 

1 

3 

0 



1 

3 

1 

io 

10 

10 


2 

4 

2 


10 

10 

10 


7 

1 

3 

10 

10 

10 



17. Singular 

/ 


19, 


6 
5 
0 

V -2 


11 

5 

11 

5 

_i 

5 

_ 4 
5 


2 
5 

4 

5 
L 
5 

-1 J 


' 2e 2 ' 

- 2 + 3e 3 ' 

1 +4e 21 — e‘ 

3e 3 ' + 2é - 

4e 2 ' 

5S 

tu 

\ 

1 

2 + 2e~ lx + e‘ 

6c 3 ' + é + 

—2c 2 ' 

- 3 + 6c 3 ' 

-1 +6e _2í - le 1 

-3c 3 ' + 3e' - 

é 

1 

ÍÜ 

1 

2e h \ 

/ 1 2e“ 1 

2é 


-le* (d) {e - 1) 

2 c 1 

-é 

—3e - ' 

4 e l! ) 

V-I 3e-> 


(b) 


(c) 


Seção 7,3 

1 r = — - r = - t — — X 

A ‘ "M 3* *1 3 T a 3 3 

3. = — c, x 2 = c + 1. = c, onde c é arbitrário 

4. x { — c, .Y-, = —c t .ín = —c, onde c é arbitrário 


9 


Í(* + l)> 
-j(e + l) 
* + l > 


2. Não tem solução 


5, Jt t =0, * 2 = 0, ~ G 

7. x tn - 5x í2j + 2x {5> = 0 
9, Linearmente independentes 
12. 3x íl, (í) - 6x ra (í) + *®(í) = 0 


6. Linearmente independentes 
8. 2x tl> — 3 x < 2) + 4x t3) — x (4> = 0 
10. x (1) + x (2) - x í4) = 0 
13. Linearmente independentes 


15. X, = 2, x ( " = ; A 2 - 4. x £2) = (j) 

16. A, = 1 + 2 i, x (1 > = i .) ; A 2 = 1 - 2i, x' 2 > = (j I ( .) 

17. A, = —3, x ( ” = (_J); A 2 = — 1, x< 2) = (j) 

18. A! = 0. x {,) = Qj ; A 2 = 2, x <2) = 

19. i,=2.^ = (f): ^ = -2.«“ = (_^) 


20. A, = -1/2, x (1) = 



22. A, = 1. x (I) = 
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Seção 7.4 

2. (c) W(r) = rexp J [/>,,(/) + p 22 (t)] dt 
6. (a) W(f) = i 2 

(1?) x 11 ' e x' ; são línearmente independentes em todos os pontos, exceto em t = 0; eles são línearmente independentes em 
todos os intervalos. 

(c) Pelo menos um coeficiente tem que ser descontínuo em : — 0. 



7. (a) W(t) = f(í -2)J 

(b) x' 11 e são línearmente independentes em todos os pontos, exceto em í = 0 e t = 2; eles são linearmente independentes 

em todos os intervalos. 

(c) Pelo menos um coeficiente tem que ser descontínuo em t = 0 e em t = 2, 

/O 1 \ 

<d) x' = 2 - 2f í 2 - 2 x 

Ví 2 — 2f f 2 — 2r / 


Seção 7.5 
1. x 


3. x = c I (|) tf '+ C2 (‘) e -' 

5 ‘ X = C I (_]) e “ ít+C 2([)‘ 


2. x = c, 


'i (i) e ~‘ ° 2 (3) c_2í 

4 - X = C i(-4) e ~ 3,+C i(l) eI ' 


6- x 


7. x — c 


>4 


+ c 


2 \2 


11. x = c 


9 X = C| (/) +<: 2(-))* Ir K 

^1^ e 4 ' + c 2 ^-2^ e ’ + C J ^ e ~' 


10 . x = c, ( 2 é + c 2 (_}) e* 


12 . x = c,\ -> 


13. x — c x -5 I € J + c 2 I -4 ] e ' + <r 3 


14. x = c. - 


U) 

(^)'' + C ! (: Í ) c " + c , ( l )‘’’' 


■*—ígp-igp 

(-? b 4 


17. x — I -2 


“- íGPSG )- 

( J ) ^ +3 (- i ) c_ '-( j )^ 


18. x — 6 


20. * ~ c l + c 2 (3) 1 


2 L *=« 1 (J)* 2 + íj(})i 
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22 ‘ X - C 1 ( 4 ) + C 2 ( 2 ) 1 


23. *= Cl (;)r‘ + c 2 (;)í ! 


29. (a) x\ = x v x' 2 = ~{cfa)x l - ( b/a)x 2 




,(-2-v/5)(/2. 


-V5)l. 


3„, Oí).— + f(4) 

(c) r = 74,39 

31. (a) x = c, «'- 2 +^>'/ 2 + c 2 , 

r, 2 = (-2 ± -J2)j2\ nó 

(c)r, 2 = -1 ± v/ã; ff = 1 

32. O (í) - c. (1) *■*+«> (!)*- *>• '«(c^-I 1 ) -Á >0 

1 


r, 2 = — i ± V2; ponto de sela 


Seção 7,6 

1 . x^c : e (^ C 0 S 2 r +sen 2 r / 


cos 2 1 


+ c 2 é 


2. x = c.e 1 


cs ?) M ' 

3. x = c i ( 2 cosr+sení) +<?1 (- 

( 


sen2í \ 
cos 2r + sen2r/ 

-2 sen 2 A 




cos2í ) 


5$enf 
cosí + 2sení } 


\ 


4. x = Cj 


5 cos | í 


(. 


^3{cos ff +seru 

V 


t \ t /2 ( 5 sen |f \ 

;en|f)/ Cl€ \3(-cos|/+sen|f)/ 


cosí 


* ]€ ^2cosf H-senf^ + C -^ 


i 


senf \ 
cosí + 2 senf/ 


5, x = c t e r 

* / —2cos3f \ / —2sen3í \ 

x — c i l cos3r -b3sen3í/ ^ ° 2 \sen3f — 3cos3f/ 


e 1 + í cos 2r I + c^e 1 
\ sen2f / 



/ 0 \ 

f I sen2í 1 
\ - cos 2r/ 


9. x 


+ [ 


( — V2 sen^Jlt 

cos >/2 t 
— cos VI t - \/2 sen V2 1 

v/2cosv/2f ^ 


\ 


/ 

sen\/2r 
V s/2 cos V5f — sen%/2f 




- 2 ; / cosí — 5senr \ 
e y—2 cos í — 3 sen r / 


10 . x 
12 . (a) r = A ± / 


'cosí — Ssen/^ 
cos r — sen r J 
11. {a)>- = -|±i 

13. (a) r = a ± j (b) a = 0 

14. (a) r = (a ± v/ff ; - 20)/2 <b) o = -V2Õ, 0, v/20 

15. (a) r = ±V4 - 5a (b) a = 4/5 

16. (a) r = f ± i V3Í (b) ff = 0, 25/12 

17. (a) r = — 1 ± v/—<* (b) a = -1, 0 

18. (a) r = -\± jv/49 — 24ff (b) a = 2, 49/24 

19. (a) r = iff - 2± Va 2 + 8ff - 24 (b) ff = -4 - 2VIÕ, -4 + 2-v/TÕ, 5/2 

20. (a) r = -1 ± v/25 + 8or (b) ff = -25/8, -3 

^ sen{\/2 ln t ) ^ 


2 i „_ rí -ií cos(V21nf) \ 
^ X_C ' f VV5sen(v/2taíd 


+ c 2 r 


22. x = c 


( 5cos(lnf) \ 
2cos{lnr) +sen{lnr) / 




-v^costv^lrií) J 

5sen(Iní) \ 
-cos{lnf) + 2sen(lní}/ 
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23. (a) r = — 4 ± /, 


24. fa) r = 

25. (b) 


±«. Tn 


(0- 


10 


-//i ( cos(//2) \ 
\4sen(r/2) / 


+ c 2 e 


tf2 ( sen{r/2) \ 
4 cos(f/2)^ 


(c) Use c. = 2, c 2 ^ - fria resposta do item (b). 


_ _ 3 

4 

(d) Hm I(t) = lim V(f) = 0; não 


26. (b) ( O = ' í cos/ \ +c 2 e~ r í 

\VJ 1 cos/ - senr J 2 \— 

(c) Use Cj = 2 e c> = 3 na resposta do item (b). 

(d) Hm l(t) — üm V (í) — 0; não 

t —*QQ l-KS 

2S. (b) r = ±i«jk}m 


senf \ 
senf +■ cos t) 


(d) \r | é a frequência natural. 


29. (c) rf= —i, d = - 4 - s a, = (J) 

(d) X] - 3ci cos t 4- 3c 2 sen f + 3c 3 cos 2f 4- 3c 4 sen 2/, 
X 2 = 2ci cos t + 2c 2 sen í — 4 c 3 cos 2f - 4c 4 sen 2 1 

(e) x\ — -3c\ sen f + 3 c 2 cos t — 6c 3 sen 2/ 4- 6c± cos 2í n 
x' 2 = -2ci sen t + 2c 2 cos t + 8c 3 sen 2/ - Sc 4 cos 2/ 


30. (a) A = 


/0 0 

0 0 

-4 3 

\9/4 —13/4 


°A 

1 

0 

0/ 


(b) n=i, !"• = 


/n 

i 


r 2 = — f, I 


f2) _ 


— i 


Vd 

w 


/ 4 A 

1 1 

4\ 

a = |<, l (J ’ = 10í ; 

II 

4un 

hnlrj 

1 

II 

c 

-3 

-10/ 

Tv 

1 I 

1 fd 


(c) y = C] 


( cos t\ 
cosr 

- sen i 

- senr/ 


+ C 2 


^senf^ 

sen/ 

cosr 

\cos/y 


+ c 3 


(e) Cj “ y. C 2 = 0, O “ ^ C 4 = 0* 


^ 4cosf^ 

-3 cos f í 

, + 
—10 sen jr 

V y sen !7 

período = 4 jt , 


/ 4 sen f 

—3 sen 
10 cos \t 
\~ Y cos | tj 


31. (a) A = 


/ 0 
0 

—2 

1 


0 

0 

1 

—2 


(b) r x = i\ | íJl - 


\i) 


í 


r 3 = 73i, $ ,3) = 


0\ 

1 

0 

0 / 


* = -/, r 2, = 


( 1\ 
1 

v-!/ 


>4 


- -V5i. 1 t4 > = 


(c) y = Ci 


( cos í \ 
cos r 
—sen f 
\ - sen tj 


-1 
V3« 

V-757 

{ sen A / cos 73 A 


/ 


-1 

-75/ 

V 737 


+ C 2 


senr 
cosí 
\cosí J 




— cos \/3r 
—V5 sen \/3 f 

V Vlsenv^ /} 


+ Q 


sen V3 t\ 
— sen V3 r 
\/3cos v"3r 

V”^/5cOS \J%tj 


(e) Ci — 1, c 2 — 0, c 3 = -2, c 4 — 0. 
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Seção 7.7 

1 . 0(0 = 

2 . 0(0 = 

3. 0(0 = 

4. 0(0 = 

5. 0(0 = 

6 . 0(0 = 

7. 0(0 = 

8. 0(0 m 

9. 0(0 = 

10 . 0(0 = 


11 . x = - 


17. (c).v = 


-y-’ + y* 

fc-' - p\ 

r |c-' + fc 2í 

fc-' - \e") 

ic-'/ 2 +ic-' 

e~ ,/2 - e _l 

4*1-1 

í 

5 

1 

4i|— 1 

1 

ie-^ + le- 1 

V-j« w - 

ic' + ic-'\ 

y-y- - 

k + i*'7 

' I É r 3 ' + á í > 2 ' 

-ic- 3í + ic 

_| e -3< + l e 2l 

5 e_3 '+y 

cosí 4- 2senf 

-5sen í ^ 

senf 

cosí — 2 senf J 


e 'cos2 1 —2c ' sen 2f ^ 

jc - ' sen 2 1 e~' cos 2f j 


-i**+i<* 

-I- 


I^2r _ 1-4* 
3-2r _ i „4f 


'cosí^e 'sení 
v 5e”' sení 
f ~2<T 2f 4- 3*T' 

|è* 2í — 4e~ l + §e 2í 
^I e _2í _ 2e w — 

( K + R* + ie* 
-W-ic-^ + V' 


COSÍ 

— 2e" 

'sení/ 



r* 

+ 



-c- a 


-2r 


4 

■ 13 ,2í 

5.-2/ 

4 

— 

3 e T n 

4« 

V 

-2/ 


2 g -t - 

13-2 1 

1,-2/ 

_ 2 



3 e 

Ví € 

4 € 

3^ 

V 

l € 

+ 

±e~ 2i 

l € 

i e * 
2 e 

-c- 2 ' 

+ í 

V 

- 

l -e~ 2i 

—2e 

' +e“ : 

! ' + , 

V 

- 

I*-* 

3 e 

—± e r 

2 e 

+ c -2í 

+ I 1 


e “ 2 \3 


COS W-T 4 


12 . x = 


JJc-cosaf+y 


sen u7 
w 


Seçao 7.8 
L x = < 


=4)"' 


+ ^2 (l) fC ' + (J) «* 2 - x = C l (2) + (2) f “ (i 


3. X = c l (fje- l +c 2 HW+uV' 


= í ' C ) 




-] 


5 . x = c x I 4 | e 1 4 c 2 \ 1 \e +c 3 1 I te 4 0 e 2 


6 —■;• ^ r + Cj U :v 


í l \ °\ 

^ _i_ ^ I n 1 -“í _i_ ^ I 1 




* *= _I e '- 6 i 


*-UW|(_i 


io. *=2 ■)+» _; > 
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11. X = 


-M / °\ /°\ 

2 é + 4 1 1 r/' + 3 I 0 

1—33/ \—6/ \1/ 


12 . x = ; 1 <T' /2 + r 5 e" 7,/2 


13. «-«,(?)'+*! [(?)<"»+(£)>_ 


= C ' (l) rJ + C! [(í)'' 1 '”''(í) r> . 




" ' Mil* 


17. (b)x (l> (/) = ^ Ije 2 ' 

(c) x ,2) (0 = ^ l j te 21 + ^1 j e 2 * 

(d) x (3, (/) = í 1 j ( ,2 /2)^ 2 ' + (\ j t í 2 ' + íoj e 21 


( 01 t + 2 

1 / + 1 (t 2 / 2) + t 

-1 -t —(í 2 /2) + 3 


0 1 

2> 

/- 3 

3 

2 \ 

1 1 

0 

. T- 1 = 3 

—2 

- 2 

1 0 

1 

V-i 

1 

li 


/2 1 0 
J = I 0 2 1 

VO 0 2 


0 / 

e', x ,2) (t) =1 2 I 


(d) x <3, (r) = 


' 2\ 0\ 

4 1/ e' + 0 I e' 

i-2 \-l 


/l 

0 

2/ \ 

A 

2 

2t 

0 

2 

At I oue' 

0 

4 

4 r 

\2 

-3 

-2/ - 1/ 


-2 

—2r — 



2 

°\ 

Z 1 

-1/2 

0 

4 

0 , 

T-‘ = 0 

1/4 

\2 

-2 

-li 

V2 

-3/2 
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1 0 
0 1 
0 0 


19. 





(c) exp(Jf) = è K ' Q 

(d) x = exp(Jf)x° 


20. (c) exp(Jr) = e kt 

(i 0 o\ 

01 r 

2L (c) exp(Jf) = e Xl 

(1 t í 2 /2\ 
0 1 í 


lo 0 l) 


O 

O 


Seção 7.9 



cosí 


11 . 


X =C] 


/ 5 cos t \ ( 5 sen x \ / 0 \ 

\2 cos t -1- sen t J ^ Cz cos t + 2 sen t / \ 1 /2 ) 


t cos / — 



t setu 


12 . 


13, 

14, 

15, 


eosf 


x = [i ln(sen/) - ln(-cosf) - |f + c,] (3^^,) 


(a)^(r) 


+ [§ ln(senf) - + c,J 

■( 


5 sair 
cosr + 2 sem / 


1 


e í/2 cos 
4e“ í/2 sen^r 


e' í/2 sen 


-4e^ 2 


cos 


!:) 


(b) x = e 


-t/a 
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CAPÍTULO 8 Seção 8.1 

1. (a) 1.1975; 1,38549; 1.56491; 1,73658 

(b) 1,19631; 1,38335; 1,56200; 1,73308 

(c) 1,19297; 1,37730; 1,55378; 1,72316 

(d) 1,19405; 1,37925; 1,55644: 1,72638 

2. (3) 1,59980; 1,29288; 1,07242; 0,930175 

(b) 1.61124; 1,31361; 1.10012; 0,962552 

(c) 1.64337; 1,37164; 1,17763; 1.05334 

(d) 1.63301; 1,35295; 1,15267; 1.02407 

3. (a) 1,2025; 1,41603; 1.64289; 1,88590 

(b) 1,20388; 1,41936; 1.64896; 1.89572 

(c) 1.20864; 1,43104; 1.67042: 1,93076 

(d) 1.20693; 1,42683; 1,66265; 1,91802 

4. (a) 1,10244; 1,21426; 1,33484: 1,46399 

(b) 1.10365; 1,21656; 1,33817; 1.46832 

(c) 1.10720; 1.22333; 1,34797: 1.48110 

(d) 1,10603; 1,22110; 1,34473; 1,47688 

5. (a) 0,509239; 0,522187; 0,539023; 0,559936 

(b) 0,509701; 0,523155; 0,540550; 0.562089 

(c) 0.511127; 0,526155; 0.545306; 0,568822 

(d) 0,510645; 0,525138; 0.543690: 0.566529 

6. (a)-0,920498: -0.857538; -0.808030; -0,770038 

(b) -0.922575; -0,860923: -0.812300: -0.774965 

(c) -0,928059; -0,870054; -0,824021: -0,788686 

(d) -0,926341; -0,867163: -0,820279: -0,784275 

7. (a) 2,90330: 7,53999; 19,4292: 50,5614 

(b) 2,93506; 7,70957; 20,1081; 52,9779 

(c) 3,03951; 8,28137; 22,4562; 61.5496 

(d) 3,00306; 8,07933; 21,6163; 58.4462 

8. (a) 0,891830; 1.25225: 2,37818; 4,07257 

(b) 0.908902: 1,26872; 2.39336: 4.08799 

(c) 0,958565; 1,31786; 2,43924; 4,13474 

(d) 0,942261; 1,30153; 2,42389; 4,11908 

9. (a) 3,95713; 5,09853; 6,41548; 7,90174 

(b) 3,95965; 5.10371; 6.42343; 7,91255 

(c) 3,96727; 5,11932; 6,44737; 7.94512 

(d) 3,96473; 5,11411; 6,43937; 7.93424 

10. (a) 1,60729; 2,46830: 3.72167; 5.45963 

(b) 1,60996; 2.47460: 3,73356; 5.47774 

(c) 1,61792; 2,49356; 3,76940; 5.53223 

(d) 1,61528; 2.48723; 3,75742; 5,51404 


11. 

(a) —1,45865; 

—0,217545; 1,05715; 1,41487 


(b) -1,45322; 

-0,180813; 1,05903; 1,41244 


(c) —1,43600; 

—0,0681657; 1.06489; 1,40575 


(d)-1,44190; 

-0,105737; 1,06290; 1,40789 

12. 

(a) 0,587987; 

0.791589; 1.14743; 

1.70973 


(b) 0,589440; 

0,795758; 1,15693; 

1,72955 


(c) 0,593901; 

0,808716; 1,18687; 

1,79291 


(d) 0,592396; 

0,804319; 1.17664: 

1,77111 

15. 

1,595; 2,4636 

r 

* 

16. 

e n+l =[2<Hr„)-m\ |€ a+1 |< 

1 + 2 max |0COI h 2 t 

0<f£l J 


6 “ 

c fi+| r ' 

l«, l<0.012, \e A 

< 0,022 

1 

17. 

e n+l =[2<t>{t n )-i n ]h 2 , k„ +1 | < 

1 + 2 max |0(f)| h 2 . 


e n+i =2e s *h* 

, |e,|< 0.024. \e 

4 I <0,045 

18. 

^ +1 =[í„+í>(f n ) + 0 3 (i fl )]A- 

19. e n ^ = [l9-]5lJ- l / 2 a n )}h 2 /4 

20, 


n +<PÜ„)]-' /2 )h z / 4 


21. 

e n+I = í2-mr n )+m^pl-T„0(r n )]-i n exp[-27>(f B )]}í, 2 /2 
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22 . 

(a) 0(0 

= 1 H- (I/57r)sen5jrf 

(b) 1,2; 1,0; 1,2 





(c) U; 

1 ,1; 1,0; 1,0 

(d )h < 

: 1/V5ÕÍ = 0,08 




24. 

e n+l = 



25. ía) 1,55; 

2,34; 

3 t 46; 

5,07 





(b) 1,20; 

1.39; 

1,57; 

U4 





(c) 1.20; 

1,42; 

1,65; 

1,90 

26. 

(a)0 

(b) 60 (c) 

-92,16 

27. 0,224/1 

3,225 



Seç 

ão 8.2 








1. (a) 1,19512; 1,38120: 1.55909; 1,72956 

(b) 1,19515; 1,38125; 1.55916; 1.72965 

(c) 1,19516; 1,38126; 1,55918; 1,72967 

2. (a) 1,62283; 1,33460; 1.12820; 0.995445 

(b) 1,62243; 1,33386; 1.12718; 0,994215 

(c) 1,62234: 1,33368; 1,12693; 0,993921 

3. (a) 1,20526; 1,42273; 1.65511; 1.90570 

(b) 1,20533; 1,42290; 1,65542; 1,90621 

(c) 1,20534; 1,42294; 1,65550; 1.90634 

4. (a) 1.10483; 1,21882; 1.34146; 1,47263 

(b) 1,10484; 1,21884; 1,34147; 1,47262 

(c) 1,10484; 1,21884; 1,34147; 1,47262 

5. (a) 0,510164; 0,524126: 0,542083: 0.564251 

(b) 0,510168; 0.524135; 0,542100; 0.564277 

(c) 0,510169; 0,524137; 0,542104; 0,564284 

6. (a)-0.924650; -0,864338; -0,816642; -0,780008 

(b) -0.924550; -0,864177; -0,816442; -0,779781 

(c) -0,924525; -0,864138; -0,816393; -0,779725 

7. (a) 2,96719; 7,88313; 20,8114; 55,5106 
(b) 2.96800: 7.88755; 20,8294; 55,5758 

8. (a) 0.926139: 1,28558; 2,40898; 4.10386 
<b) 0,925815; 1.28525: 2.40869; 4.10359 

9. (a) 3,96217; 5.10887; 6.43134: 7.92332 

(b) 3.96218: 5.10889; 6.43138: 7.92337 

10. (a) 1.61263: 2,48097; 3.74556: 5.49595 

(b) 1,61263; 2,48092; 3,74550; 5,49589 

11. (a)-1,44768; -0,144478; 1.06004; 1.40960 
(b)-1,44765; -0,143690: 1,06072; 1.40999 


12. (a) 0.590897; 0.799950: 1.16653; 1.74969 
(b) 0.590906; 0,799988; 1,16663: 1,74992 


15. 

e n+ , = (38A 3 /3)exp(47 n ), 

k n+1 l < 37. 758.8/i 3 emO < r < 2, 

\e } \ <0,00193389 

16. 

e n+1 = (2A 3 /3)exp(27 n ), 

< 4.92604/i 3 em 0 < t < !, \e } 

| < 0,000814269 

17, 

= (4A 3 /3)exp(27 n ), 

k n+1 l < 9,85207/i 3 em0 < f < 1, 

)e x \ <0,00162854 

18. 

h = 0.071 

19. h £ 0,023 


20. 

h = 0.081 

21. h = 0,117 



23. 1,19512; 1.38120; 1,55909: 1,72956 24. 1,62268; 1,33435; 1,12789: 0,995130 

25. 1,20526; 1.42273; 1,65511: 1.90570 26. 1.10485; 1,21886: 1,34149; 1,47264 


Seção 8.3 

1. (a) 1,19516; 1,38127; 1,55918; 1,72968 

(b) 1,19516: 1,38127; 1,55918; 1,72968 

2. (a) 1,62231; 1,33362; 1,12686; 0,993839 

(b) 1,62230; 1.33362; 1,12685; 0,993826 

3. (a) 1,20535; 1.42295; 1,65553; 1,90638 

(b) 1,20535; 1.42296: 1,65553: 1.90638 

4. (a) 1,10484; 1,21884; 1,34147; 1.47262 

(b) 1,10484; 1,21884; 1,34147; 1.47262 

5. (a) 0,510170; 0.524138; 0,542105: 0,564286 
(b) 0.520169; 0,524138; 0.542105: 0.564286 

6. (a)-0,924517: -0,864125; -0,816377; -0,779706 
(b)-0,924517; -0,864125; -0.816377: -0,779706 
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7. (a) 2,96825; 7,88889; 20,8349; 55.5957 
(b) 2,96828; 7,88904; 20,8355; 55,5980 

8. (a) 0.925725; 1,28516; 2,40860; 4,10350 
(b) 0.925711; 1,28515; 2,40860: 4,10350 

9. (a) 3,96219; 5,10890; 6.43139; 7,92338 
(b) 3,96219; 5,10890; 6,43139; 7,92338 

10. (a) 1,61262; 2,48091; 3,74548; 5,49587 
(b) 1,61262; 2,48091; 3,74548; 5,49587 

11. (a)-1,44764; -0,143543; 1,06089; 1,41008 
(b)-1,44764; -0,143427; 1.06095; 1.41011 

12. (a) 0.590909; 0.800000: 1,166667; 1.75000 
(b) 0,590909; 0,800000; 1,166667; 1.75000 


Seção 8.4 


1. (a) 

(b) 

(c) 
3. (a) 

(b) 

(c) 
5. (a) 

(b) 

(c) 

7. (a) 

(b) 

(c) 

8. (a) 

(b) 

(c) 

9. (a) 

(b) 

(c) 
10. (a) 

Cb> 
(c) 
11- ta) 

(b) 

(c) 
12. (a) 

(b) 

(c) 


4. 


6 . 


1,7296801; 1,8934697 2. 

1,7296802; 1,8934698 
1,7296805; 1,8934711 
1,906382; 2,179567 
1,906391; 2,179582 
1,906395; 2.179611 
0,56428577; 0.59090918 
0,56428581, 0,59090923 
0,56428588; 0,59090952 
2,96828; 7,88907: 20,8356; 55,5984 
2.96829; 7,88909; 20,8357; 55,5986 
2,96831; 7,88926; 20,8364; 55,6015 
0,9257133; 1,285148; 2,408595; 4,103495 
0,9257124; 1,285148; 2,408595; 4,103495 
0.9257248: 1,285158; 2,408594; 4,103493 
3,962186; 5,108903; 6,431390; 7,923385 


(a) 0,993852; 0 

(b) 0,993846; 0 

(c) 0,993869; 0 
(a) 1,4726173; 
<b) 1,4726189; 
(c) 1.4726199: 

(a) -0,779693; 

(b) -0,779692; 

(c) -0,779680; 


3,962186; 

3.962186; 

1,612622; 

1,612622; 

1,612623; 

-1.447639 

-1,447638 

-1,447621 

0,5909091; 

0,5909091; 

0,5909092; 


5,108903; 
5,108903; 
2.480909; 
2,480909; 
2,480905; 
-0,1436281; 
-0,1436762; 
-0,1447219; 


6,431390; 7,923385 
6.431390; 7,923385 
3,745479; 5,495872 
3,745479; 5,495873 
3,745473; 5,495869 

1,060946; 1,410122 
1,060913, 1,410103 
1,060717; 1,410027 


0,8000000: 

0,8000000; 

0,8000002; 


1,166667; 

1,166667; 

1,166667; 


1,750000 

1.750000 

1.750001 


,925764 

,925746 

,925837 

1,6126215 

1,6126231 

1.6126256 

-0.753135 

-0.753137 

-0.753089 


Seção 8.5 

1. (b) — 0j(r) = 0,001e' —* oe quando t —y oo 

2. (b) <*>,(!) = ln[ e '/(2 - «*)]; 4> 2 (r) = ln[l/ü - 0] 

3. (a, b) h = 0,00025 é suficiente. 

(c) h — 0,005 é suficiente. 

4. (a)y = 4e~ 1<x + (íV4). 

(c) O método de Runge-Kutta é estável para h — 0,25, mas é instável para h — 0,3. 

(d) h — 5/13 = 0,384615 é suficiememente pequeno. 

5. (a)j = / 6. <a) y = r 2 

Seção 8.6 

1. (a) 1,26; 0,76; 1,7714; 1,4824; 2,58991; 2,3703; 3,82374:3,60413; 

5,64246; 5,38885 

(b) 1,32493; 0,758933; 1,93679; 1,57919; 2,93414; 2,66099; 4,48318; 4,22639; 

6,84236, 6,56452 

(c) 1,32489; 0,759516; 1,9369:1,57999; 2,93459; 2,66201; 4,48422; 4,22784; 

6,8444; 6,56684 
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2. (a) 1,451; 1,232; 2,16133; 1,65988; 3,29292; 2,55559; 5,16361; 4,7916; 

8,54951; 12,0464 

(b) 1,51844; 1,28089; 2,37684; 1,87711; 3,85039; 3,44859; 6,6956; 9,50309; 

15,0987; 64,074 

(c) 1,51855; 1,2809; 2,3773; 1,87729; 3,85247; 3,45126; 6,71282; 9,56846; 

15,6384; 70,3792 

3. (a) 0,582; 1,18; 0,117969; 1,27344; -0,336912; 1,27382; -0,730007; U8572; 

-1,02134; 1,02371 

(b) 0,568451; 1,15775; 0,109776; 1,22556; -0,32208; 1,20347; 

-0,681296; 1,10162; -0,937852; 0,937852 

(c) 0,56845; 1,15775; 0,109773; 1,22557; -0,322081; 1,20347; 

-0,681291; 1,10161; -0,937841; 0,93784 

4. (a)-0,198; 0.618; -0,378796; 0,28329; -0,51932; -0,0321025; 

-0,594324; -0,326801; -0,588278; -0,57545 

(b) -0,196904; 0,630936; -0,372643; 0,298888; -0,501302; -0,0111429; 

—0,561270; -0,288943; -0,547053; -0,508303 

(c) -0,196935; 0,630939; -0,372687; 0,298866; -0,501345; -0,0112184; 

-0,561292; -0,28907; -0,547031; -0,508427 

5. (a) 2,96225; 1,34538; 2,34119; 1,67121; 1,90236; 1,97158; 1,56602; 2,23895; 

1,29768; 2,46732 

(b) 3,06339; 1,34858; 2,44497; 1,68638; 1,9911; 2,00036; 1,63818; 2,27981; 

1,3555; 2,5175 

(c) 3,06314; 1,34899; 2,44465; 1,68699; 1,99075; 2,00107; 1,63781; 2,28057; 

1,35514; 2,51827 

6. (a) 1,42386; 2,18957; 1,82234; 2,36791; 2,21728: 2,53329; 2,61118; 2,68763; 

2,9955; 2,83354 

(b) 1,41513; 2,18699; 1,81208; 2,36233; 2,20635; 2,5258; 2,59826; 2,6794; 

2,97806; 2,82487 

(c) 1,41513; 2,18699: 1,81209; 2,36233; 2,20635; 2,52581; 2,59826; 2,67941; 

2,97806; 2,82488 

7. Para h = 0.05 e 0*025: x = 10,227 e y = —4,9294; esses resultados estão cie acordo com a solução exata alé cinco dígitos, 

8* 1,543; 0,0707503; 1,14743; -1,3885 9, 1,99521; -0,662442 

CAPÍTULO 9 Seção 9.1 

1. (a) r, = -1, = (1, 2) r ; r* - 2, ç* - (2, l) r . 

(b) Pomo de sela, instável. 

2. (a) r T = 2, = (1, 3) r ; r 2 = 4, % 2 > = (1, l) r * 

(b) Nó, instável. 

3. (a) r, « -1, = (1, 3) r ; r : = 1, Ç» = (1, l) r , 

(b) Ponto de sela, instável. 

4. (a) fj = r ; — -3; = (1,1)T 

(b) Nó impróprio, assintoticamente instável, 

5. (a) r„ r 2 - -1 ± i: Ç* = (2 ± i, l) T . 

(b) Ponto espiral, assintoticamente estável, 

6. (a) r t , r 2 = ±i; Ç El \ £- J = (2 ± í, l) r . 

(b) Centro, estável. 

7. (a) r El r 2 = -1 ± 2í; Ç £1 \ = (1.1 + i) T . 

(b) Ponto espiral, instável. 

8. (a) r, = “1, Ç n = (1, 0) r ; r 2 = -1/4, Ç» = (4, -3} r , 

(b) Nó, assintoticamente estável. 

9. (a)r, =r 2 = 1;Ç” = (2, l) r . 

(bj Nó impróprio, instável, 

L0. (a) r it n - ±3 í; Ç h , Ç* = (2, -1 ± 3t) r . 

(b) Centro, estável* 

1L ta) r* = r a = -1; = (1,0) r , Ç» = {0, l) r * 

(bj Nó próprio, assintoticamente estável. 

12. (a) fj, — (1 ± 3/)/2; - (5, 3 + 3/) r - 

(b) Ponto espiral, instável. 

13. jc 0 = L y 0 = l: r ] — V2, r : = —y'2 : ponto de sela* instável. 

14. Xq — “ l*y§ — 0; r, — — 1, r, — —3; nó, assintoticamente estável. 

15. x 0 — — = 1; r |B r 2 “ -1 ± \2 /; ponto espirai, assintoticamente estável. 

16. .v 0 — y/5,y 0 — a//3: r ( , r : = centro, estável. 
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17. c 2 > 4 km. nó, assintotieamente estável: e 2 — 4 km, nó impróprio, assintorícameme estável: c 2 < 4 km. ponto espiral, assin- 
totieamente estável. 

Seção 9,2 

1. x=4e~', y = 2e~ 2t , y = x 2 / 8 

2. x = 4e“', y = 2e 2 ', y=32x' 2 t x=4e~', y = 0 

3. x = 4cosr, y=4sení, Jt 2 +y 2 = l6; x = -4senr, y = 4cosr, jr 2 + y 2 = 16 

4. * = Vãcos >/aèf. y =—VbsenVõbr, (x 2 /a) + (y 2 /b) = 1 

5. (a, c) (-1/2, 1), ponto de sela, instável; (0,0), nó (próprio), instável. 

6. (a* c) (-^3 iX - 1/2), ponto de sela. instável; K3 /3, - 1/2), centro, estável, 

7. (a. c) (0,0), nó, instável; (0,2). nó, as sinteticamente estável; (1 12 , 1/2), ponto de sela, instável; (1,0), nó, assintoticamente 
estável. 

8. (a, c) (0, 0), ponto de sela, instável; (0, 1 ) t ponto espiral, assintoticamente estável; (-2, -2), nó, assintoticamente está* 
vel; (3, —2), nó, instável, 

9. (a, c) (0, 0), ponto espiral, assintoticamente estável; (1 - v2, 1 + V2 ), ponto de sela. instável: (1 + v2, 1 - -Jt ), 
ponto de sela, instável. 

10. (a, c) (0,0), ponto de sela, instável; (2,2), ponto espiral, assintoticamente estável; (— 1, —1), ponto espiral, assintoticamente 
estável; (— 2 f 0}, ponto de sela, instável. 

11. (a, c) (0, 0), pomo de sela, instável; (0, 1), ponto de sela. instável; (1/2,1/2 k centro, estável; (—1/2, 1/2), centro, estável, 

12. (a f c) (0,0), ponto de sela, instável: (\ ó, 0). ponto espiral, assintoticamente estável; (“Vó, 0), ponto espiral, assinto- 

tícamente estável, 

13. (a, c) (0, 0), pomo de sela. instável: (—2, 2 ), nó. instável; (4. 4), ponto espiral, assintoticamente estável. 


14. 

(a, c) (0, 0), pomo espiral, instável. 

15. 

(a) 

4x 2 — y 2 = c 

16. 

(a) 4x 2 + y 2 s&c 

17. 

Ca) 

(y-2x) 2 (x+y) = c 

18. 

(a) arctg (y/x) — ln y/x 2 + y 1 = c 

19. 

(a) 

2x 2 y - 2xy + y 2 = c 

20. 

(a) * 2 y 2 — 3x 2 y - 2y 2 = c 

21, 

(a) 

(y 1 /2) — cos x — c 

22. 

(a) x 2 + y 2 — (jc 4 /!2) = c 




Seção 9,3 




1. 

Linear e não-linear: ponto de sela, instável 





2. Linear e não-linear: ponto espiral, assintoticamente estável. 

3. Linear: centro, estável: não-linear: ponto espiral ou centro, indeterminado. 

4. Linear: nó impróprio, instável; nao-Linear: nó ou ponto espiral, instável. 

5. (a, b, c) (0. 0); u ' = —2 u + 2v „ v' - 4u + 4v* r — l ± JVf: ponto de sela, instável, 

(—2,2); u = 4n, v = 6m + óu r — 4, 6; nó, instável. 

(4.4); it f = —6u + 6v> v — — 8 eí; r — — 3 ± \39 i ; pomo espiral, assintoticamente estável. 

6. ía. b, c) (0. 0); u' = u , v — 3u r — 1.3; nó, instável. 

(1,0); u* = “« — u, i/ = 2ifi r = — L 2; ponto de sela, instável. 

(0, 3/2); u 1 = {^I/2)u, v ' — (-3/2)w — 3u r ~ ”1/2, ~3: nó. assintoticamente estável. 

( — 1, 2); u* = u + uV “ — 2u - 4\r, r = (—3 ± vl7 )/2: ponto de sela, instável. 

7. (a, b, c) (L 1); u’ = — u v 1 = 2u — 2v. r — -1 ± /; ponto espiral, assintoticamente estável. 

(“1, 1); w' = —u, v 7 = — 2n — 2u r = ~1 ± \3: ponto de sela, instável. 

8. (a, b, c) (0, 0); u = it* v = { 1/2 )ir, r = l, 1/2: nó, instável. 

t0, 2): u = ~tt, v — I— 3/2)ji — (1/2)u r = — I. - t/2: nó, assintoticamente estável. 

(1, 0); u' = —u — uv = (— l/4)u r = — 1, - 1/4: nó, assintoticamente estável. 

(1/2,1/2); u = {— M2)u - (1/2) u, v = (-3/8)u - (l/8)v; r = {—5 ± \57)/!6; pomo de sela, instável. 

9. (a, b, c) (0, 0); u' = — u + u, v = 2u; r= -2, 1; ponto de sela, instável. 

(0, 1): u = —ii — u v = 3n: r = (— 1 ± ^11 /)/2; ponto espiral, assintoticamente estável. 

(—2, —2); u' = —5u + 5ut v' = —2u r — -5, “2; nó, assintoticamente estável, 

(3, —2); u = 5u + 5v. v — 3u r = 5*3: nó, instável. 

10. I a. b, c) (0,0); ii — «, i/ = u r = L1: nó ou ponto espiral, instável (—1.0): u * = — w, t/ = 2u r = — 1.2; ponto de sela. instável 

11. (a, b, c) (0, 0); m' = 2u -\- v> v* = ur = ±V5; ponto de sela. instável (- 1,1935: - l ,4797); u r = - l,2399i/ - 

6,8393u, v — 2,4797n - 0.80655u r = - 1,0232 ± 4,1125/: ponto espiral, assintoticamente estável 

12. (a, b, c) (0, ±2nit), n = 0, L 2, — v* v ~ — u; r = ±í; centro ou ponto espiral indeterminado. (2. ±(2 n — 1)^), 

n — L 2, 3,, u f — — 3u, v* = — h; r = ±^3; ponto de sela. instável. 

13. (a, b. c) (0,0); u* =ia' = ur = 1. 1: nó ou ponto espiral, instável (L l): u — u — 2v, v — -2u + v; r = 3, — 1; ponto 
de sela, instável. 

(a, b,e) (L 1); w' -u — u v — u — 3u r = —2, —2: nó ou ponto espiral, assintoticamente estável. (—1, — 1); u = jt 
+ ut/ = ií“3u;r=—1 ±V5: ponto de sela, instável. 


14 . 
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15. (a, b, c) (0,0); u* = -2« — u */ — » — ir, r= (—3 ± V3 0/2: pomo espiral, assintoticamente estável. (— 0,33076:1,0924) e 
(033076;-1,0924); u' = -33216a-0,27735u v ( = 037735a + 2.6895v, r = -33092; 2,6771; pomo de sela instável. 

16. ta. b. c) (0, 0); u* — u + u i/ — -a + u. r — 1 ± i: ponto espiral, instável. 

19. (b, c) Veja a Tabela 9.3,1. 

21. (a) /? = A, r^3,17 (b) /? = A, T = 3,20; 3,35; 3,63; 4,17 

(c) T -> n quando A 0 (d) A = rr 

22. (b) v c = 4,00 23. (b)v r =4,51 

28. (a) djf/df = >\ rfy/í/r = -g(x) - c(x)y 

(b) O sistema linear é dxídí = y, dy/dt = — g'(0)v — c(Q)v. 

(c) Os autovalores satisfazem r + c(ü)r + #'(0) = 0, 


Seção 9.4 

1. (b. c) (0,0): it* = (3/2 )u. v = 2v: r — 3/2, 2; nó, instável. (0,2); u f — (l/2)w, d — (—3/2)a — 2 k r = 1/2, —2: ponto de 
sela, instável. (3/2.0); ii = (-3/2)w - (3/4 )h v = (7/8)u; r — —3/2, 7/8: ponto de sela, instável, (4/5, 7/5): ü* = (—4/ 

5)u- (2/5 )u, v = (-21/20Jíí - (7/5}k r — (—22 ± \'204 )/20: nó, assintoticamente estável. 

2. (b, c) (0, 0); n' - (3/2 )eí, i/ = 2u r = 3/2, 2: nó. instável (0, 41; a* — (— l/2)u. v — —6» — 2v, r - —1/2, —2: nó, 
assintoticamente estável. (3/2, 0): u* = (—3/2)n - (3/4)u, d — ( — l/4)u r = — 1/4, -3/2; nó, assintoticamente estável 

(1, 1); u — —u ~ (l/2)v, v' = (-3/2)w - (l/2)u; r = (-3 ± 4\3 )/4: ponto de sela, instável. 

3. íb, c) (0. 0); u' = (3/2rí — 2u r = 3/2, 2: nó, instável. (0, 2); rí - ( -1/2 )u, rí - (-9 /4)u - 2v, r — —1/2. -2; nó, 
assintoticamente estável (3, 0): rí = í -3/2)w - 3u d - {—tl/8)u; r = -3/2, -11/S: nó, assintoticamente estável (4/ 
5, 11/10); rí = (-2 i5)u - (4/5)u rí = <-99/80 )m - (11/10)u r - -1,80475: 0.30475; pomo de sela. instável. 

4. (b. c) (0,0}: rí = (3/2 )m. rí - (3/4) u; r = 3/2,3/4; nó. instável, (0, 3/4); rí = (3/4)n, rí = (—3/4>ix r = ±3/4: ponto de 
sela. instável (3. 0): rí — ( — 3/2 )u — 3u, rí — (3/8)u r = —3/2, 3/8; pomo de sela, instável (2, 1/2); i/ — —u — 2u rí 

- (—1/1 ó)n - (l/2)v; r = - 118301; —0,31699; nó. assintoticamente estável. 

5. íb, c) (0.0); rí — u, rí - (3/2)v, r = 1, 3/2; nó. instável (0. 3/2); rí = (—1/2 )h, v' = (— 3/2)u — (3/2)u r - m 1/2, —3/ 
2; nó, assintoticamente estável. (1. 0); it* — — u - i\ v — (l/2)u r - -1. 1/2: ponto de sela, instável, 

6. (b. c) (0.0); it ' = ». i/ = (5/2)ur r = 1,5/2; nó, instável. (0, 5/3); h' = (ll/6)u, u' = (5/12)w - (5/2)u r = 11/6. -5/2; 
pomo de sela. instável. (1,0); u 1 — -u + (l/2)u t/ — (11 /4}u r = —1,11/4: ponto de sela, instável. (2,2); tP - -2n + 

iK u - (1/2)m — 3u; r = (—5 ± V3) )/2; nó, assintoticamente estável 

8. (a) Os pontos críticos são x = 0, y = 0; x = éj/cr t , y - 0: .t = 0, y - e : /cr,. .v —* 0, v —» e : /(7 2 quando f —* os íepcmís 

microlofiis sobrevivem, 

(b) Os mesmos pontos críticos que em (a), mas x—* v —> 0 quando í os íepomis macrochirus sobrevivem. 

9. (a) X = (B - 7v /f)/(l - 7]72 ) T y = (R ~ y 2 B)/( 1 - y L y 2 ). ' 

(b) X diminui, Y aumenta; sim, se B se tomar menor do que y t /f. então x *-*0ey—*R quando / 

10. (a) trjé 2 - a 1 € l ^ 0: (0, 0), (0, e 2 /í7 2 ), (c 1 /cr l , 0) 

íTje, — = 0: (0,0) e todos os pontos na reta (r^x H- a L v = € 3 , 

(b) — a : € } > 0; (0,0) é um nó instável; (eJa*. 0) é um ponto de sela; (0. € 2 /cr 2 ) 6 um nó assintoticamente estável, e 2 

- a 2 €i < 0: (0, 0) é um nó instável; (0, € z /a 2 ) ê um pomo de sela: (e/tr,, 0) é um nó assintoticamente estável 

(c) (0, 0) é um nó instável: os pontos na reta cr L ,v + ay = e, são pontos críticos estáveis, não isolados, 

12. (a) (0, 0), ponto de sela; (0,15; 0), ponto espiral se y 2 < 1,11; nó se y ^ 1,11; (2, 0), ponto de sela. 

(c) y ~ 1,20_ _ 

13. (b) (2 - v 4 - ! a. f a) t (2 + v 4 - f a, | a) 

(c) (L 3) é um nó assintoticamente estável; (3,3) é um ponto de sela. 

(d) a ti ” 8/3; o ponto crítico é (2,4); A = 0 ? - l. 

14. (b)(2- ,4 -|a,far), (2 + v 4-fa.|a) 

(c) (1, 3) é um ponto de sela; f3.3) é um ponto espiral instável. 

(d) a u - 8/3; o ponto crítico é (2.4); A = 0.1 . 

15. (b) ([3 - v9 - 4a ]/2, [3 + 2a - ,9-4a ]/2), 

([3 + v 9 -4a J/2, [3 + 2o + v 9 -4a ]/2), 

(c) (1,3) é um ponto de sela; (2,4) é um ponto espiral instável. 

(d) a 0 = 9/4: o ponto crítico é (3/2, 15/4); A = 0,0. 

16. (b) ([3 - ,9 - 4a ]/2. [3 + 2a - ,9-4a }ã) f 

([3 + v '9 — 4a J/2, [3 + 2a + % 9 - 4a ]/2) + 

(c) (1, 3) é um centro da aproximação linear e também do sistema nãodinear; (2.4) é um ponto de sela. 

(d) a. = 9/4; o ponto crítico é (3/2, 15/4); A = 0. 0. 

17. (a) (0. 0), (0. 2 + 2a), (4. 0), (2, 2). 

(b) a = 0.75, nó assintoticamente estável: a = L25. ponto de sela (instável). 
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(c) u* — ~ 2 u ~ àv, v' = - 2 ati — 2v, 

(d) r = - 2 ± 2 voíni a, - 1. 


Seção 9,5 

1. íb, c) (0, 0); u = (3/2Hí. v = (-1/2) 14 r — 3/2, -1/2; ponto de sela, instável. (1/2, 3); u ' — (—l/4)u u = 3m r = 
± \ 3 f/2; centro ou ponto espiral, indeterminado. 

2. (b, c) (0, 0); »' — íí. 1 / — ( —1/4)u r = 1, —1/4; ponto de sela, instável (1/2. 2); u - (—1/4 m 1 / = h: r — ±(1/2)/; 
centro ou ponto espiral indeterminado. 

3. fb> c) (0, 0); U r = n, 1 / = (—1/4}u r = 1. —1/4; ponto de sela. instável (2,0): u = —u — v f v r = (3/4)u; r = - 1 , 3/4: 
ponto de sela, instável (1/2. 3/2); ú f — (“1/4)» — (l/4)u v — (3/4)«: r = í — l ± y 1 1 i) / 8 ; ponto espiral, as sintatica¬ 
mente estável 

4. (b, c) (0, 0); u* = (9/8)«. v = -ul r = 9/8. - 1 : ponto de sela, instável (9/8.0); u* = (— 9/8jn - (9/16)u, u = (l/ 8 )ir. r 
— -9/8, 1 / 8 ; ponto de sela. instável (1.1/4); u! — —it — (l/2)u v = (1/4)»; r = (—1 ± y'0.5 )/2; nó, assintoticamente 
estável 

5. (b, c) (0, 0); u' = —luv' — { —3/2)u r — —1, -3/2: nó. assintoticamente estável (1/2, 0); u* - (3/4jw - (3/20)u l/ = 
-u; r = -1,3/4; ponto de sela. instável. (2.0): u* = —3 u — (3/5 )u 1 / = (1/2 )u r — -3, 1/2: ponto de sela, instável (3/ 
2, 5/3); u = (-3/4}n - (9/20)u. v = (5/3)n: r = ( -3 - \ 39 i )/ 8 ; pomo espiral assintoticamente estável 

6 . t = 0. T, 27 1 ,..H é um máximo. dPM é um máximo, r = r/4,5774 ,dHídté um mínimo. P é um máximo, r = 772, 

3772, 77é um mínimo, dPídt é um mínimo. 1 = 3774. 7774, dHIdí é um máximo. Pé um mínimo. 

7. (a) y/c a.1 y/ã y (b) V3 

(d) A razão das amplitudes da presa e do predador aumenta bem devagar quando o ponto inicial se afasta do ponto de 
equilíbrio. 

8 . (a) 4 jt/V3 = 7,2552 

(c) O período aumenta devagar quando o ponto inicial se afasta do ponto de equilíbrio, 

9. (a) T = 6,5 (b) T = 3,7, T = 11,5 (c) T = 3,8. T = 11,1 

11. Pegue raposas durante o meio ciclo quando dPídt > 0. coelhos durante o meio ciclo quando dHídt > 0. raposas e coe¬ 
lhos. durante o quarto de ciclo quando dPídt > 0 e dfífdt > 0, e nenhum deles durante o quarto de ciclo quando dPídt < 
0 e dHídt < 0. 

1 2. dHídt = aH — aHP - fiH. dPídt = —cP 4 yHP — 8P. onde J0 e 8 são constantes de proporcionalidade, O novo centro 

é H = (e + ô)/y > c/y e P = (a — < n/a. de modo que o valor de equilíbrio da presa aumenta, enquanto o do 

predador diminui! 

13. Seja A — uítj - d 7 > 0. Os pontos críticos são (0. 0), {aí rr, 0) e (c/y, uAío). onde (0, 0) é um ponto de sela, (aícr. 0) é 
um ponto de sela e íc/y T o AI o) é um nó assintoticamente estável se (etr/y)- — 4 c cr A ^ 0 ou um ponto espiral 
assintoticamente estável se {ccríy}- — 4cm4 < 0. (77. P) —> (c/y, oAJct) quando 7 —* 

Seção 9,7 

1 . r = 1 , 6 = t + f 0 , ciclo limite assintoticamente estável 

2. r = 1 , 0 = —t + r r> , ciclo limite semi-estãveL 

3. r = 1, 6 = r + í 0 , ciclo limite assintoticamente estável: r = 3. 0 = t + t 0 , solução periódica instável 

4. r = 1. 0 = — / 4- solução periódica instável; r — 2, 8 = — f + r 0 . ciclo limite assintoticamente estável 

5. r = 2tr — 1. 0 = t + í 0 , n = 1, 2. 3.ciclo limite assintoticamente estável: r — 2n, ô— t + r 0 , n — 1.2. 3, solução 

periódica instável 

6 . r = 2 , $ = -t + ciclo limite semi-estável; r = 3, 0 = -t + solução periódica instável 

8 , (a) Sentido trigonométrico. 

íb) r = 1. 6 - t + f 0 , ciclo limita assintoticamente estável: r = 2, 0 = f + f 0 . ciclo limite semi-estável: r = 3. 0 = r+ f ü , 
solução periódica instável 

9. r — y2 - 0 = — / + solução periódica instável 

14. (a) ju = 0,2, T = 6,29: V = 1 , T ^ 6 , 66 ; ^ = 5, r = 11,60 

15. (a) V = .v, _v = — x + fiy - fiy 3 /3 

(b) 0 < fi< 2 . ponto espiral instável; ju, ^ 2 , nó Instável 

(c) A = 2,16, 7=6,65 

(d) fi = 0,2. A = 1,99, T = 6.31; M = 0,5, A = 2 t 03, 7 = 6.39; 

/z = 2, A = 2,60, T ^ 7,65: m = 5, A = 4,36, 7^11,60 

16. (b) _\ J = 4- y. y' = — .Y 4 fix: À = fi ± /: a origém é um ponto espiral assintoticamente estável para 

l±< 0 , um centro para /r = 0 e uin ponto espiral instável para fi > 0 . 

(c) r' = r(p l - r 3 ). 0 P = _ 

17. (b) A = [-(5/4 - b) ± v (5/4 - /?) 2 — 1 ]/2. 

(c) 0 < /» < 1/4: nó assintoticamente estável: 1/4 < h < 5/4: ponto espiral assintoticamente esíável: 5/4 < 

< 9/4: ponto espiral instável: 9/4 < b: nó instável. 

(d) b l} = 5/4. 
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18. (b) k — 0. (1.1994; -0.62426); k = 0.5. (0,80485; -0.15106). 

(c) k tl = 0.3465, (0.95450; -0.31813). 

(d) k = 0,4, T= 11,23: k = 0,5, T= 10,37: k = 0.6. ís 9,93. 

(e) k\ = 1,4035 

Seção 9.8 

1. (b)X = À,, l' 11 = (0,0. I) 7 : g í2, = l20. 9 - V81 + 40r,0) 7 ; 

X = Ag, | (3) = (20.9 + V81+ 40. O) 7 

(c) A, = -2,6667, £ (n = (0:0; l} 7 : A, = -22,8277, Ç <2) = (20; -25,6554: O) 7 : 
A, S 11,8277. £ (3) = (20; 43.6554: 0) r 

2. (c) A, = -13.8546; A,, A 3 = 0,0939556 ± 10,1945; 

5. (a) dV/dt = -2a [rx 2 + y 2 + b{z- r) 2 - br 1 ] 


CAPÍTULO 10 Seçio 10.1 

I. y = — sen* 2. y = (cotg \/2;r cos V2x + sen^/fj^/V^ 

3. y = 0 para todo L\ y — c^senjt se senL = 0. 

4. j = — tg L cos x -f sen x se cos L ^ 0; não existe solução se cos L — 0> 

5. Não existe solução. 

6. }? — (—?r sen>/2x 4- x seri\/27r)/2sens/2jr 

7. Não existe solução. 8. y — c 2 sen2x + |senx 

9. y = Cj cos 2x + | cosx 10. 3? = | eosx 

II. y ~ — 5 x + f x 2 

12 . v = — | jT 1 + è (1 “ tf 3 ) x~ L ln jt + i x : 

13. Não existe solução. 

14. A n = [<2«-l)/2] 2 , J n (x) =sen[(2n — l)x/2]; n = 1,2.3,... 

15. A n = [(2n-l)/2] 2 , y n (x) = cos[(2n - l)x/2]; n = 1,2,3,... 

16. A 0 = 0. >' 0 (jc) = 1; A n = « 2 , y n (jf) = cosnx; n = 1,2,3,... 

17. A n = [{2« — 1 )jt/ 2£.] 2 , ^(je) = cos[{2« — l)jr.r/2L]; « = 1,2,3,... 

18. A 0 = 0, y 0 (x) = 1; A fl = (njr/L) 2 , v„(x) = cos (nnx/L); « = 1,2,3,... 

19. X n = — [(2n - 1 )jt/ 2Z,] 2 , ^(x) =sen[(2n - 1 )jtx/21]; n = 1, 2, 3,... 

2Q + À, r = 1 + (í?7r/ln L) 2 , y rt = x sen (nv ln x/ln L); n— h 2, 3, .... 

21. (a)w(r) = G (/? 2 - r')/4jx. 

(c) 2 fica reduzido a 0,3164 de seu valor original. 

22. (a) v = k (x 4 - 2Lx* 4- Ux)/24, 

(b) y = £ (a - 4 “ 2Lr + L\x 2 )1 24. 

(c) v = k (x 4 — 4Lx- + 61 2 .r 2 }/24. 


Seção 10.2 


1. 7=2jt/ 5 
3, Não é periódica 

5. 7 = 1 
7. 7 = 2 

9. f(x) — 2L — x em L < x <21: 


2. 7=1 
4. 7 = 2L 
6. Nãoépenódica 

8. 7=4 

/(x) = -2£ —xem —3L <x < -2L 


10 . 

11 . 

13. 


14. 


f(x) = x — 1 em 1 < x <2; /(x) = x — 8 em 8 < x< 9 

f(x) — — L — x em —L < x < 0 

. 27Ã (-1)" «jtx 

(b) /(x) = — > -sen-- 

;r " 77 L 


1 


0 »/W = 5 -^E 


n=t 


7T 00 

15. (b) /(*) = --+£ 


sen[(2tt — l)jrx/L] 
2/3-1 

2cos(2/j — l)x 


n= I 


rr<2rt - l) 2 


+ 


(—l)" +1 sennx 


i« íkwí ^ 1 _i_ 4 V' cos ( 2n ~ 

16 o.-!)» 
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17. (b)f(x) = ~ + Y, 


2LcQ$[(2n - 1) nx/L] (-l) n+l LsenjnnxfL) 

(2n - 1> 2 7r 2 rm 


18. 0»/w = E[--“ s !- + (-]“" Tj*"^- 

19. w 21 

jt **“f 2rt — 1 

n—i 

20. (b) /(*) = - V -—-—sennírx 

jr “ n 

n=l 

2 8 ^ (™ l) n tijtx 

21. (b)/U) = - + - T V^-cos—- 

3 * í^í « 2 

-V, ,vw/ , 1 , 12 ^ cos[(2« - \)nx/2] 2 ^ (-1)" rvrx 

22. (b)/(*) = - + —2,-—--T--+ ^L^“ sen ^' 

2 JT ÍSÍ (2« - D x £í n 2 

, 11, 1 ^(-iy-5 TMX , (-»)“] C-iri_ 

12 jr 2 t^í n 2 “ [ n 3 jr 3 m r J 2 

„„ , 9 , ^p62[(-l) n -l] 27(-l)-l ”* x ^ 108(-l)”+54 nnx 

24. (b)/W=g+E[ Jy-«V - OT — 

25. 1 

26. m = 27 

28. f /(/) dl pode não ser periódica; faça. por exemplo, fit) — 1 + cos t. 

Jo 


Seção 10,3 

, , v , 4 - 1)ttx 

l. W/W = 7 E 2.-1 


2 . (a) f{x ) = 7 - V]' —-cos( 2 n - 1 Jx + 

4 ^ L(2n - 1)'JT 

, L , 4L 'T' cos[( 2 n - \)nxfL\ 

3. (a) f(x) = - + — — , .: 

2 Ji %TÍ (2n - 1 r 

4. (a) f(x ) = - + - 3 )] -— 2 — cos n7rj: 

3 * ^ » 

1 2 x 

5. (a) f(x) = - + -T -~-r cos (2 n - l)x 

2 n “ 2n — 1 

n= | 

<3 °° 

6 . (a) /(x) = -y + ^(fl^cosnjTjr + è n sennjrx); 

_ 1 _ 2(-l)" _ f —1/njT. 

a ° _ 3' a "” nV ’ 1 1/nJT —4 


í— ir 1 

——-sen nx 

n J 


7. <a) /(jc) = —— 


_ ^ r 1 

71 T—l I 

= -4 + S - 


I/tijt n ímpar 

(-1 r 1 

snx-seruix 

n j 


(b) n = 10; max|e| — 1,6025 em x = ±jt 

ti = 20; max|e) = 1.5867 em jc = ±tt 

/i — 40: maxj^f — 1,5788 em x = ±jt 

(c) Não é possível 

1 2 ^ 1 — cos nn 

8, (a) /(*) - - + — > -—— tosnnx 

(b) /! = 10; max[e| = 0,02020 em x — 0, ±1 

/i - 20; max|e| = 0,01012 em x — 0, ±1 

71 — 40; maxiel — 0,005065 em x = 0. ±1 

(c) n = 21 


9. (a)/(*) = -£ 
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(b) n — 10.20,40; 

(c) Não 6 possível 

10. (a)/(*) = 


i x r 

n— í C 


maxj^l ^ lemx± 1 
6(1 — cüs/itt) 


- eos 


2cos/i,t rurx " 

+ -- sen— - 

7171 2 


(b) n = 10; sup|^| = 1,0606 quando x 2 

n = 20; supt^l — 1,0304 quando x —2 

« = 40; sup|e| = 1,0152 quando x —* 2 

(c) Não é possível 

2 cos ti n 2 — 2 cos /? t -j- ?r nr 2 cos n tt 

———^— cosurrjt-- j—z —--— sen/nr jc 

nJT* 7l J 7T J> 

(b) n — 10; sup|e| = 0,5193 quando jr —► 1 

n ~ 20; sup|e| — 0,5099 quando a; —► 1 

n - 40; supje| = 0,5050 quando * 1 

(c) Não é possível 

*2 (- 1 )" 

12. (a) f(x) =-=, > —senimj: 

x « 

(b) n = 10; maxkl = 0,001345 em x = ±0,9735 
n = 20: max|e| = 0,0003534 em x = ±0,9864 
n =40; max|e[ = 0,00009058 em x - ±0.9931 

(c) n = 4 

13. v = (tüsennf — nseaa>t)/ü)(w 2 — n 2 ). co 1 ^ n 2 
y = (sennf — nt cosn/)/2n 2 . to 2 = n 2 

3C 

14. >« = y^fr n (ftjsenrtf — 7is£nm)/cú(to 2 - *r) t uj ^ 1,2,3,.,, 

n=l 

3C 

y = ^ (/« sen ní — nsenmf)/m(m 2 - n 2 ) + £ ;jj (senmf — mt cos m;)/2w 2 . w — m 

n—\ 

n£m 


11. (a)/U)=T+Ê 




■ 5 - >■=:£ 


1 


* jfrí ^— (2/? 

i 

Iço 


_]"_1_ 

- I) 2 \ ln - 


16. y = cgs&>/ + -—^(1 — coso)/) + 


-sen{2w — l)f — — senojí 
1 eu 


cos(2/r — 1 )7tt — cos eut 


a * 

±y 

^^r(2«-l)V-(2n-l) 2 ] 


Seção 10,4 


l. Impar. 

4, Par, 


2. Nenhuma das duas. 

5. Par. 


3. ímpar. 

6. Nenhuma das duas. 


1 4 1 — COSÓI7T/2) n;r.r 

»■ /<*>-i + ? E——■“»^r 

4 ^ {tm{2) -sen(/m/2) n7r.v 

x- « 2 

« . 1 2f>Hr‘ (2n — 1 )ttjt 

15. f(x) =- + —>, ———- cos 


2 jt ^ 2n - I 

71 = ] 


16. /(*)«£-(- 
“ njr V 

rt=] ^ 


2 

2 rtrr' 

cos nir + -— sen — 
nn 2 t 


IÍ7TX 


sen 


17, f (x) = I 
19. /t*)« 


ig 

?r “ 2rt - 1 
71=1 


A 2 / njr 
> — I COS — 

" nn \ 3 

71 = 1 


2n7T \ nx 

+ cos —-2 cos ír.T sen — 

3 / 3 


1 1 v—' sen2^jr.r 

20. f{x) = --~Y j - 

2 n 

L 4 L cos[( 2 h — \)irxfL] 

22. /(J) = 2L y- sen(..J/f.) 

*-r í rc 

71 — 1 
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1 ^ 

~2 7T 

7171 

4 

/ n71 

nx 

“ > 

• -- 

sen — 

+ —7 

(cos —— 1 

cos — 

n ^ 

n=Y 

n 

2 

Ti 2 

\ 2 / 

2 


24. (a) f(x) = 2 T ~ senn.T 

i n 

n—[ 


25. <a)/(*) = £ 


4/j 2 tt 2 (] + cosrtJr) 16(1 - cosrur) 


n Ti 


„3 3 

7T 


sen 


^ „ 4 16^1+3cosn7T /ÍJTA 

26, (a) /{*) = - + — > --j-cos ■ 

J 71 n =1 " 

^ 3 6^1- COS 717T 

27* (b) #(*} = - + -j > -2- cos 

2 jr“ Jrf n 

6 ^ 1 


4 

“ 


h(x) = - > -sen —■ 

7T “ /í 3 
n=Í 

1 ^ 4cos(«;t/2) + 2nnseninrr/2) — 4 mtx 

28. (b)g(j[) = 7 +> ---—---cos — 


4sen(/ur/2) — 2n;r cos(njr/2) nizx 
/i (jc) = > *-- —— --—sen- 

11=1 


2 2 
n 7t 


5 ^>12cosnjr+4 nnx 
29. (b) g{x) = — — + 2J--í —í -cos- 


*w-;E 


12 ^ «V 2 

oo 2 7, 


1 ^ n"7T (3 + 5cos«jt) + 32(1 — cosnjr) nnx 


30. (b) *(*) = - + £ 


n= l 

® *„2„2 


„3^3 
n 7i 


■ sen - 


6/r;r’(2 cos htz - 5) + 324(1 — cos/ijt ) njrx 


n=l 


„4_4 
n 7T 


cos 


*w=i: 


4 C0S7I7T + 2 144coshjt + 180 

+ — 


nn 


n ti 


rmx 
sen- 

J 3 


40, Es tenda /(a - ) an ti-simetricamente a (L, 2L], isto é, de modo que/í2L — jc) — — fcv) para 0 ^ x < L. Depois, estenda essa 
função como uma função para (-2 L t 0). 

Seção 10.5 

1. xX" - kX = 0, T f + XT = 0 2. X" - À*X = 0, V -f ktl = 0 

3. X" - k(X' + X) = 0, r + kT ^ 0 4. OU)XT + Ãr(,T)X = 0, r" + = 0 

5. Não é separável ? 6. X" + (a + k)X = 0, Y" - XY = 0 

7, wOt, 0 = e~ 40 ° 7r2t sexí27tx — 2e~ 2500:T ~ t sen 5 ttx 

8. í) — 2^ _Tr " f/16 sen(^jr/2) — e“ ff2//4 senjrjc + 4e“ 3T ~ f sen2jrjc 

fíJTA 

~4Õ“ 


* , , 100 1 — COS H7T K 2-2 tn m 

9, f) =-V-<?“" * Í/I600 sen 

JT “ 

n=] 


io. «u,o=^x: 

jT „_ t 


160 ^ sen(n^r/2) b?T£ 

Ti í- jCU . „ 

„=1 » 40 

100 ^ cos(/?tt/ 4) — cos(3n^/4) n.Tx 

— > -- -- ——e sen — 

ti " n 40 


11. «(*.o = — E 

TT ' 

0 = 1 

12. «(jc t 0 — — / - - ■ e ^ 160C sen ■—- 

13. / = 5> n = 16; t — 20, r? = 8; t — 80, n = 4 

14. (d) f = 673,35 15. (d)/= 451,60 16. (d) r = 617,17 

17. (b) r =5, x = 33,20; í = 10, jc =31,13; t = 20, jc = 28.62; r ^ 40, .t = 25,73; 

/ ^ 100, x ^ 21,95: f ^ 200, a = 20,31 

(e)f = 324,81 

18. 

ff £í « 20 

(a) 35,91°C (b) 67,-23°C (c) 99.9ó°C 

19. (a) 76 t 73 s (b) 152,56 s (c) 1093,36 s 
21. (a) aw xx — bujj + (c — bS)w =0 (b) â “ c/b se b =& 0 
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22. X" + n 2 X=0, Y" + (X 2 - n l )Y = 0. r'+a 2 A. 2 7 = 0 

23. r 2 R"+ rR'+ (k 2 r 2 - n 2 )R = 0. 0" + m 2 © = 0. 7" + a 2 X 2 r=0 


Seção 10.6 

1. «=10+§x 2. « = 30 — §x 3. M = 0 

4. u = T 5. « = 0 6 . u = T 

7. ii = r(l+x)/(l + Z.) 8. m = 7"(1 + Z.-x)/(1 + L) 

70 COS /ITT + 50 _a 86«*t*í / 400 tlTTX ... ., n . n 

9. (a) «(x, /) = 3x + V-e 086 " * ' 400 sen— (d) 160.29 s 

“ n7r - u 

10. (a) f(x) = 2x, 0 < x < 50: f(x) = 200 - 2x. 50 < x < 100 
(b) m(x. f) = 20 - | + £^«^«1 

c = -^rsen — - — (d) «(50. t) -* 10 quando t -*■ oo; 3754 s 

" n 2 n 2 2 nu 

v 2 ' » 2 » J i/9nn n7tx 

11. (a) m(x, f) = 30 — x + 2h c n e 

60 


n= I 


C = 


„3_3 

A7 7T 


[2(1 - cosais) — ai 2 tt 2 ( 1 + cosais)] 


Z v—' —« 2 - 2 tt 2 .y /2 nnx 

12. (a)M(x.O = - + >Ve ” a ' /L cos —, 

* t\ L 


c\ = 


0. ai ímpar; 

[ —4/(ai 2 — 1 )jt, ai par 
(b) lim m(jc, r) = 2 /jt 

f-*00 

200 v — > —ii^jr'//6400 T17TX 

13. (a)«(x./) = — + ^c„e ""' /6400 cos—. 

n*l 

160 




3aI 2 7T 2 


t (3 + COS AI7T) 


(c) 200/9 (d) 1543 s 

25 v—> _ n 2 jr 2 í/900 T17T X 

14. (a) m(x. t) = — + Y. c * e cos 15"- 


n— 1 


50 / nn nn\ 

c = — (sen—-sen — ) 

" nn V 3 6 / 

, . .. i.2.2 n 2.M/2 (2/1 1 )7TX 

15. (b)tt(x,r) = ^c n <? (2 " 0 “ ,/4t sen-—-. 


2 Z' 2 ' 

C "~ LJo 


r/ % (2/1 - 1 )7TX 

/(X) sen-—- dx 

,2.2, 


16. (a) «(x. t) = Y2c n e- i2 ”- l) * ,/m0 sen 


n=l 


(2aI — 1) 7TX 

~6Õ ’ 


120 


C = 


;■ [2 COS Al7T 4* (2 aI — 1)^] 


" (2/i - 1)V 

(c) x m aumenta a partir de x = 0 e atinge x = 30 quando t = 104.4. 
17. (a)«(x.r) = 40 + ^c n g~ (2 "- |>V,/3600 sen <2 ” 

40 


c. - 


(2/i - 1)V 


n=l 

[ócosai^t — (2ai - 1)ttJ 


19. u(x) = 


\ T a [f+ (!/«)-l]' 

— X 


0 < x < a. 


r. l ~x i i 

1-, a < x < L, 

a | + (L/a) - 1. 


onde£ = k 2 A 2 /k 1 A [ 


I + (L/a) 

20. (e) h (x, t) = e _A "“‘'senÀ x 


21. a 2 v" + í(x) = 0; v(0) = T\, v(L) = T 2 

w,=a 2 w XJt ; w(0,t) = 0. w(L,t) = 0, w(x. 0) = f(x) - v(x) 

22. (a) ti(x) = 7, + (T 2 - r,)(x/L) + kLx/2 - kx 2 /2 




424 Respostas dos Problemas 


(b) Uí(*,l) = £; c n e -^ him sen S£' t & = 16 °! lr 

h=i 

23. (a) v(x) — T\ -h {Ti — T\)x/L + kLxf 6 - kx 3 /6L 


(bj w£s,0 = ^ c„e _ ' ! " T r/4ü0 sen —, 

n =1 

20 


C n - 


3m"n' (3 cos /ílt — 1) + 60 cos mn " 


-f TT^ 


ffTJT 


Seção 10.7 

8 1 nn nnx nnai 

L (a) tt(x ./) — — > “-r sen—sen -cos—— 

7T - ér! n 2 2 L L 


8 1 / nn 3nn \ nn 

2. (a) u(x. t) = —r / -=■ sen — + sen—— sen — 
n 1 n 1 v 4 4 ) L 


nnx nnai 
cos —-— 


32* 2 4- cos nn nnx nnat 

3. (a)í/(jt,r) = —j 


3 -sen—— cos ^ 


4. (a) h(jt. í) = - y\' 

it 

n— l 


4 sen(n^/2)sen(rt7r/L) «jtjc nnat 

—.—_—_——— sen —— cos —— 

n L L 


8 L 4^4 1 nn nnx nnat 
5. (a) u(x, t) = —t > ” sen — sen-sen- 


8Z, ^ sêHf/zjr/4)+sen(3rajr/4) nitx nnat 
6. (a) u(x , /) = —7 / ->-— sen—— sen —-— 

STTf* 4—f' »1 ^ / 


tfJT 


n=t 


32 L ^ cos /ITT + 2 njrx ruraf 

7. (a) u(x, t) = —t> -T-sen——sen—— 

an ^ n L L 

4L ^ sen(íí7T/2)sen(/ itt/L) hjt.t «Traf 

8. (a)w(x f /)=-—— -—-— sen-sen—— 

an’ ^ n L L 

^ (2/i — l);rx (2 n — l)nat 

9. w(x, f) = ) c n sen ———- cos 

ii— I 


2 L 


1L 


2 rL 

c - = li„ 


,, v (2 b - l)nx J 
í (x) sen -— — - dx 

0 


_ 8Ã I ( 2/1 — 1)7T (2h-1)jt (2it-l)ffjt (2« — l)nat 

10. (a) u{ jr, f) — — 7 -— sen- seiv -——- sen-cos ■ 

jt ~ 2n — 1 

n=\ 


2L 


2L 


2 L 


512 ^ (2n — 1)tt + 3cos«^ (2/? — (2ri - 1 );tíH 

1L (a)M(j: - f) = ^g (^-n 4 — 2 l 

14, <6(.t 4 cif) representa uma onda movendo-se no sentido x negativo com velocidade a > 0. 

15. (a) 248 pés/s. (b) 49.6 ttu rad/s. (c) Â frequência aumenta; o modo permanece inalterado. 

21. r 2 R”+ rR’+ {X l r 1 - fi 2 )R = 0, 0" + /^© = 0, r" + A 2 a 2 7' = 0 


23. (b) íi„ = a, l + (tít/btt) 

(c) y = 0. 

sen^L-sen^? 

5 5 


W 7 ~ u - 

24. (a)c„ = 20 ( 2 sen ^ - se 

/rTT V 2 


Seção 10.8 


r nnx , íi^ry 

r sen -— senh —. r — 
w a a " 

n=i 

4a ^ 1 sen(«^/2) nnx nny 

(b)u(x,y) = > ™r—-—TTrsen-^senh—- 

jr ~ /r senh{/i^è/^) ^ ^ 


2/a 


Z 10 /ITT A 

- / ^(x/sen-a.r 

/o a 


^ fíTTA / 1 JT (í? — y) 

2. w(a, v) — ) r sen-senh--—, c_ — 

" n a a 


2/a 


11 senh {nxb/a) 


f ü nnx 

/ h(x) sen- dx 

J o a 
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^ m ÍIJT.t flJTX v—^ r .. 

3. (a) «(jc, y) = > senh —— sen—^ + > c„ J sen^-senh 

f^rT è è o a 

c u) = ?Â í b f(y) sen ^z rfv c © = _^ 

" senh(«jro/&) Jo " fe * ' " senh(«jri/a) _/ 0 

2 -> z- 2 - 2 


piJ íJjTT 

/ A(je) sen—^— dx 
Jo a 


(b »c‘ l »« 


(2J __ 2 (íí 7T“ — 2) COS J7JT + 2 


n 


njr$çnh(njra/b)' rt n^ir 3, senh(«jrè/a) 

c 00 

5. u(r t 8) =s + ^r _n (c rt cos/i# H- & n scn/í#); 

^ tt=l 

a n f 2 * a n f Lt 

= — / /(0)cosw0tí0 T Ã: rt = — / f(8)senn8dG 

n J o JT J o 

OC 2 P 37 

6. (a)«(r,0) = ^ c n r rt senn0, c n = —— / /(#) serm# d$ 

n= 1 dO 

4 cos nn -h 1 
<b,c -=^^^ 

oo _ n j^or „_õ 

7. u(í'.0) = y"cr"’ r/<I sen -, c = (2/a)a~ n * /a fW) sen- í/é» 

“í a /o a 

8 . (a) «{x, 30 = V c„«—'/«sen—. c n = - T f(x) se n— rfjc 

írí <1 “ flJo 


H = Í 

4a 2 

(b) C n = -y~ 3 1 1 “ COS/2JT) (c) y Q 6,6315 

n 7T 

oo /ijrjt mr 

10. (b) v) ~ c n +} c cosh -—- cos -—- , c = 

u n h £ 


2//ur 


11=1 


senh{/ur 0 /è) 


f ,, . nn v 
I /(v)cos —— av 
Jo b 


í I. u(r, 0) = c 0 + r"(c n cos«0 + i^sennfl), 

lí=l 

] r27T 


C„ = 


g(0)COSÍÍ0íí0, £ n s= 
t2jt 


_i_ r 2n 

a”- l J 0 ■ 


-f 

nna Jo ” nua 

uma condição necessária é / g(B)dO — 0. 

Jo 

^ nnx % nity 2 (a 

12, (a) u(x, y) = > c sen-cosfc —c = -———-— 

n a a cosh(njrb/a) 


g(0)senn8 dO; 


(b K = 


n =1 

4asen(>nr/2) 


/ g(jt)sen —- dx 

Jo Q 


n n 2 n 2 CQsh{rmb/a) 

3C 

13. (a) u(x t _v) = ^ c n senh 


n=i 

2/è 


(2n — 1 )tt.v (2n - l) 7 ry 
" ^ 2i 


2è 

[ b rf , ( 2 n — 1 )ny J 

" senh[( 2 n — 1 )^ 0/261 Jo /(- v )sen ~ ày 
32 b 1 


2b 


(b) c 


" (2n - l) 3 3r 3 senh[(2n - l)?ra/2fc] 

C n J ri7TX . MTV 

14. (a) w(x T v) = ——h > c cos -senh -—- T 

2 ^ a a 


2 r 2/a r nxx 

c ° = Tb i *''■ x, dx - '•= l * (x> '“ — ix 


... 2 / . a 4 \ 24a 4 

lb,c »=i( + sj- C - = "S^ 


senh(n^è/a) 

(1 4- cos n;r) 
senh(n7Tè/a) 


^ aa 4aa cos[(2/í — I jjrí/al cosh[(2« — 1 )tt z/a] 

16. (a) u{x,z) — j- 2_^ 


2 ir 2 ^ (2 /í — l) 2 cosb[(2/7 - l)7ríí/a] 

n= I 


CAPÍTULO 11 Seção 11.1 

1. Homogênea. 
4. Homogênea. 


2, Não-homogênea. 
5. Não-homogênea. 


3. Não-homogênea. 
6. Homogênea. 
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7. 

8 . 
9. 

10 . 


12 . 

14. 

16. 

17. 

18. 


19. 

20 . 

21 . 

24, 


25. 


<p n (x) = sen onde yX^ satisfaz VÃ — — tg VÃjr; 

Xj = 0,6204, À 2 = 2,7943. = (2rc - I) 2 /4 para n grande. 

<p n (x) - cos yX^x, onde yX^ satisfaz yX = cotg yX; 

A 1 ^ 0,7402, À 2 = 11,7349. k fl = (n - I)V para ngrande. 

Ú) — sen yX^ x + y fk n cos yX^"x, onde ^fk~ satisfaz 
(A — !)senVX — 2VXcos vX = 0; 

À 3 = 1*7071, À 2 = 13,4924. k n = (n - 1) 2 jt 2 para n grande. 
k 0 - 0; <j> Q (x) = 1 - x 

Para n = 1, 2, 3, *.. , 0 fl (x)= sen/x n x — £i rt cos ii n x e — ju 2 , onde fi n satisfaz 
^ = tg^. 

k í = —20,1907, k 2 = -59,6795, A n = -{2n + 1) 2 tt 2 /4 para n grande. 

/z(x) = e~ x 13. /i(x) — l/x 

At( x)^e~ x 15. #*(*) = (1 - x 2 )“ I/a 

x” + xx = o, r + cr + (* + Aa-jr - o 

(a) í(x) = e x (b) k n “ /rir 2 . 0 w (x) = e* sen/urx; n — 1.2 T 3.... 


Os autovalores positivos são À = À rr onde % A„ satisfaz \À = ■— tg 3 \ A L: as autofunções correspondentes são 

<^(jc) = e Lt sen 3 ^À n x. $e L = 1/2, Xi = 0 é um autovalor, com auto função correspondente 4\,(x) — xc - r : se L # 1/ 
2, À = 0 nâo é autovalor, Se L ^ 1/2. não existem autovalores negativos: se I > 1/2. existe um autovalor negativo À = 
—fj?. onde ju é uma raiz de ji = (2/3Jtgh 3/uL: a autofunção correspondente é 4>_,íx) = e~-' senh 3jux. 

Nâo tem autovalores reais. 

O único autovalor é À = 0: a autofunção correspondente é ó{x) — a - 1. 


(a) 2senVX - vTcos VX = 0: k y ^ 18,2738. A 2 ^ 57.7075 

(b) 2senh y/T — y/f cosh y/Z = 0. = -A; À_ ( = —3.6673 

(a) A n = /i 4 , onde ti n é uma raiz de sen fiLsenhfiL = 0, logo A ff = (tui/L)*; 

k { = 97.409/L 4 , 0 n (x) =sen(^jrx/L) 

(b) A n — ^ 4 ,onde n n é uma raiz de sen fiL cosh /iL - cos iiL senh fiL = 0: 

, sen u xsenh u L - sen a„ L senh u x 

1 — 237,72 /L , 0 — , r 

senh/i n L 

(c) A^yJ, onde ju n é uma raiz de 1 + cosh \xL cos \iL ^ 0: k 1 = 12362/L 4 , 

t(sen/z rt x - senh pi n x ){cos fi n L -hcosh^L) -b (sen^L -bsenh ^ n L)(cosh - cos^^x)] 

cos fi n L + cosh/i fl L 


(c) <j) fí (x) — sen yÃyx T onde k n satisfaz cos ^fk~L — sen^ fk~L — 0; 

Xj = 1,1597/L 2 , A 2 = 13,276/L 2 


Seção 11.2 

1. <^ n (x) — V2sen{fl — ^)^x; n = 1,2,,.. 

2. $ fí (xJ = y2cos{n — |)jtx; « = 1,2,... 

3. <j> 0 (x) = 1, 0 n (x) = y5cos/i^x; n = 1,2,. *, 

y2co S yx“x _ __ „ 

onde satisfaz cos yA n — yA n sen yX n = 0 


4, (x) = , ,_ W7 

n (1 +sen 2 yF) ,/2 

5. = i/l^sennxx-, n = 1,2,... 6. = 

4,/2(-l ) n_1 


2V2 


(2fi — 1 )tt 


n — 1,2,.*, 


7. a n = 

8. fl. = 


(2« - I) 2 jt 2 

2V2 


n = 1,2,... 


— 1)jt 


{l — cos[(2n - l)ff/4]}; n = 1,2,... 


2,/2sen(n - \Kn{2) 

9 a » = — W- : M=1 ’ 2 ’- 

Nos problemas de 10 até 13, ct n = (1 + sen 2 e cos — JX n sen yX^ = 0, 


10 . «„ 

12. « n 


Vlsenyi^ 

^fKl a n 
\/2{i - cosyx;) 


ia 

n n 


n = 1,2,... 

« = 1,2,... 


11. a„ 

13. a„ 


^(2 005^-1) 

A a 

n d 

V2sen( v /i;/2) 

a:«» ; ” 
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15, Auto-adjunto. 
17. Auto-adjunto. 


14. Nào é auto-adjunto, 

16. N ão é au to-adj u nto. 

18. Auto-adjunto. 

21. (a) Se a z = 0 ou b 2 — 0, então o termo-Jimite correspondente está ausente. 


25. (a)X,=jr 2 /Z, 2 : <j> x {x) = sen(;rx/L) 

(b) X, = (4,4934) 2 /L 2 ; <j> x ( x ) = sen x - y/x[x cos yxj' L 

(c) X, = (2 w) 2 /L 2 ; 0, (x) = 1 - cos(27rx/L) 

26. X, * jt 2 / 4 L 2 ; (x) = 1 - çqs(kx/2L ) 

27. (a) X" - (u/DlA" + X* = 0. *(0) = 0, X’(L) = 0; T + WT = 0 

cc 

(e) c(jr*r) = ]P a n e~ KnDl e ux/2D sen onde k n = /x 2 + (u 2 /4Z> 2 ); 


4 Dul f e lx2n f(x) sen fi n x dx 
J o 


(2LD/4 + u sen 2 ^ n Li 

28, (a) u t + utíj — Dum u(0,Ó = 0* u x (L*i) — 0, w(;t t G) = — c$ 

50 

(b) u(x, 0 = 6 ff e~ A " Dr g L,Jf/2D sen onde À n — /t 2 + (u 2 /4D 2 ); 


í>« = 

Seção 11,3 


8 q ] i) 2 M 2 ( 2 Dj(i fi e- l ' £/2g cos + ve -^/ 2 D sen _ 2Pfi n ) 
(v 2 + 4D z ^J)(2LÍ?/x 2 + t' sen 2 i± n L) 


1- > = 2£ 


(-ly^sennjrx 


frí (tTjt* - 2)/ijt 


2- y = 2E 

n = \ iv* 2 


(—l) ft+1 sen(n - 5 )jrjt 


[{n- 


1 30 

3. y = -i-4 E 


cos( 2 n — \)nx 


t=í [(2« - D v - 2](2« - I)V 


2^2 


4. * = 2^ 


(2 cos y/ÍT - 1) cos y/T n X 


■^X,(X„-2)(1 +sen 2 yT) 
6-9. Para cada problema, a solução é 


5. 


sen(rt7r/2) sen/iTrjr 


{/i 2 jt 2 — 2)/i z 7t 


2_2 


• y = èr^ L 7r^ (j:) ’ c ” = f fbwjp) dx ’ v-^K' 

ZTi K - p Jo 

onde <j>„{x) é dada nos Problemas 1,2,3 e 4, respectivamente, da Seção 1 1.2. e À„ é o autovalor correspondente, No Problema 8 , 
o somatório começa em n = 0 . 


1 1 

10. a — —, y = —^cosJTJt-f 

2 ' 2jt 2 


iH) 


+ CSeGJTX 


11 . Não tem solução 12 . a é arbitrário, y = c cos ti x + a jn 2 

13. a — 0 T y ” c sen?rjr — (jc/2tt) sutura: 17. u(jt) = a + (b — a)x 

18. v(x) = 1 - |x 


19. U{X,t) = y/2 


4c. /4c. 1 \ _i,,, jtx 

-f + ( -4 + -p )é * ’> A sen — 

jT 2 \7T 2 y/2/ 2 


4c. 


— V 2 y^- " , , [1 — e <n ,/2) ^''Isenfn — Í)jtx, 


c_ — 


( 2 II - 1)-jt 

4>/2(—1) B+I 

■- 5 — 7 , n — 1 , 2 t . 

( 2 n — 1 )“ jt - 


20 


. íf(x.O = s/2^^T-^(c“'-e _i *') + a ji e-vJ 
y/ísen^/x/ 


cos^/X/x 


L " yx:(l+sen 2 yx;) 1/2 ' X^l+sen 2 ^)'/ 2 * 

e x,. satisfaz cos ^/iT - ^X^sen ^//T = 0 . 


awyxj 1 ' 2 ’ 

V2(l-co S yx;) 


21. k(x. í) = 8 ^ 


sen(njr/2) 

— 7 -U ~e 


)sen«^jc 
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^ c n (e~ t —e ln l/ 2 > 2 ;r " f )sen(n — ^)jta 
22, wU> f) = y2 } —— 


-i í" “ ^ 1 


2^2(2 n - 1)t r -f 4V2(-L) n 


(2n - i)V 


23. (âjrtjc)^ — — ç(x)uj s ^(0,0 = 0^ u;(I 1 f)=0, w(x,Q) = f(x) 


24, 


u(x, t) = x 2 — 2x + 1 H-^ 

^ íl=] 


=c ^ (2« 1 )‘ff fc í sen (2n — í)jtx 


2w - I 


25, h(jt, t) — ~ CQS7TX + e 9?r ^ /4 cos(3?rx/2) 

31-34. Em todos os casos, a solução é y ~ / G(x>$)f (s)ds, onde G(x,s) é dada abaixo. 

J o 


3L G(jç, í) = 


1 - x, 0 < j < * 
1—5, .í < í < 1 


32. GU,5) = 


s(2 - x)/2, 0 < 5 < x 

jr (2 — í)/ 2 t x < s <1 


33, G(x,s) 


cosí sen(l — x)j cos 1 , 0 5 í < a 
sen (I — s) cosa'/ cos 1 5 a < s < 1 


34, G(x,$) = 


0 < s < x 
X < s < 1 


Seção 11.4 

í- y = J2 ~i ~ A (A>). c „ = f fíx)j 0 (^r n x)dx / f *4<AA dx, 

7^\ k n - M Jo / J 0 

,/ÃT satisfaz / 0 (VX) = 0 

2. (C )y = -^ + f; r ^_ j 0 (A»; 

44 rt=l A jt 

c n~ 2 J /M rfA " c " = J 0 j J Q xJ a(jK x ) dx ' n=\,2,. 

fíT satisfaz 7 q(VX) = 0 

3. {d )a n =j xJ t { 1 JX n x)f{x) dx j jf xjj{ y í\x) dx 

(e)y = è c „ = jf /(*)4< A>) dx /f o *4(A» dx 

4 . 00 y = êr^-V.w. C B = (' /(*>/^,(*> rf* / [ Pl_ x (x) dx 

7T\K~ V- Jo i Jo 


Seçao 11.5 

1. (b)u(|,2) = /<| + l), u{Ç.0)=0, 0 < £ < 2 

«{0, íj) = h(2 7 ij) = 0, 0 < ij < 2 

2. w(r, f) = £ *„■/„(*,, r)sen A. af, *„ = /- f rJ Q (X n r)g(r)dr / f rj£(k n r)dr 

7~x k n a Jo / Jo 

3. Superponha a solução do Problema 2 e a do exemplo [Eq. (21)] no texto, 

ao 

6. «(i-.z) = ^]c n e- i » : y 0 (í. il r). c,= 

n=i 

e k n satisfaz 7 0 (À) = 0, 

ac 

7, (b) v(r, 0) = Jc ü J 0 (kr) + ^ 7 m (fcr)(ft m senm0 + c m cos m0), 

1 

1 f 2 * 

b,„ “ ,, T / / (0)senm6 d0; m = 1,2- 

xJ m {kc) J 0 

1 r 2 * 

c m — / /(0)cosm<?d0: m=0,l,2 - 

Tf J m (í:c) Jo 


jf f7 0 (X n f)/(r)íf/- jf rJ$(\r)dr, 


v(x) 
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8. = JÍ' rf(r)J 0 a„r)dr j jí‘ rJfa n r)dr 

10. u(fi,s) = ^c n p a P n (s), onde c n =j f(arccoss)P n (s)ds j J ^P 2 (s)ds; 

P n é on-ésimo polinómio deLegentire e s = cos $ 

Seção 11.6 

1. * =21 

2. (a) &„, = (-! r +l V2/mJr (c) n = 20 

3. (a) b m = 2-\/2(l — cosotít)//» 3 jt 3 (c) n = 1 

7. (a) / 0 (.c) = 1 (b)/,(*)=V3<l -2x) (c) f,(x) = VS(-\ + 6x - 6x 2 ) 

(d) *„(*) = I, *,(*) = 2x - 1. * 2 (*) = 6x 2 -6x+l 

8. P 0 (x) = 1. P } (x)=x, P 2 (x) = (3jc 2 - l)/2, />,<*) = (5.t 3 - 3 jc}/2 
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